
Vnitrosemestrálńı ṕısemka – MIN401 – jaro 2021 – 30. 4. 2021

Veškeré odpovědi muśı být zd̊uvodněny a výpočty muśı být doprovozeny komentářem. (Řešeńı sestávaj́ıćı

pouze z odpověd́ı budou považována za opsaná a hodnocena 0 body.)

1. (3 body)

(i) Ukažte, že 5|(6741 + 2)9 + 1.

(ii) Rozhodněte, zda 25|(6741 + 2)9 + 1.

2. (5 bod̊u)

(i) Rozhodněte, zda existuje primitivńı kořen modulo 32.

(ii) Určete inverzńı prvek k 5 modulo 32.

(iii) Určete řád 5 modulo 32.

(iv) Najděte nějaké a ∈ Z řádu 2 modulo 32.

(v) Určete počet prvk̊u v množinách

M1 = {1, 5, 52, 53, . . . } a M2 = {−1,−5,−52,−53, . . .}

modulo 32 a rozhodněte, které z těchto prvk̊u jsou invertibilńı.

(vi) Ukažte, M1 ∩M2 = ∅ modulo 32.

(vii) Ukažte, že každé x splňuj́ıćı kongruenci

x3 ≡ 25 mod 32

je invertibilńı modulo 32 a pak tuto kongruenci vyřešte.

3. (2 body) Nalezněte všechna řešeńı kongruence

3x2 − 4x + 17 ≡ 0 mod 13.

.



Řešeńı a bodováńı:

1. [3 body]

(i) Modulo 5 plat́ı

(6741 + 2)9 + 1 ≡ (241 + 2)9 + 1 ≡ (210·4+1 + 2)9 + 1 ≡ (2 + 2)9 + 1 ≡ (−1)9 + 1 ≡ 0,

nebot’ 2ϕ(5) = 24 ≡ 1 mod 5.

(ii) Modulo 25 plat́ı

(6741 + 2)9 + 1 ≡ (1741 + 2)9 + 1 ≡ (172·20+1 + 2)9 + 1 ≡ (17 + 2)9 + 1 ≡ 199 + 1 ≡ (−6)9 + 1,

nebot’ 17ϕ(25) = 1720 ≡ 1 mod 25. Daľśım výpočtem modulo 25 dostaneme

(−6)9 + 1 ≡ −29 · (33)3 + 1 ≡ −29 · 23 + 1 ≡ −642 + 1 ≡ −142 + 1 ≡ −196 + 1 ≡ −(−4) + 1 ≡ 5,

tj. 25 neděĺı (6741 + 2)9 + 1.

2. [5 bod̊u]

(i) Neexistuje, nebot’ 32 neńı mocnina lichého prvoč́ıslo ani dvojnásobek mocniny lichého prvoč́ısla.

(ii) Inverzńı prvek k 5 modulo 32 jistě existuje, protože (5, 32) = 1. Z Bezoutovi rovnosti 5 ·13−2 ·32 = 1
plyne 5 · 13 ≡ 1 mod 32, tedy hledaná inverze je 13.

(iii) Máme ϕ(32) = 16, což má dělitele tvaru 2k, 0 ≤ k ≤ 4. Tedy možné řády jsou 2, 4 a 8 (16 by byl řád
primitivńıho kořene, který 32 nemá). Postupným zkoušeńım se zjist́ı, že řád 5 je 8.

(iv) 54.

(v) Plat́ı |M1| = |M2| = 8, protože řád 5 modulo 32 je 8. Prvky v těchto množinách jsou liché a tedy
invertibilńı.

(vi) Je-li a ∈M1 ∩M2, 0 ≤ i, j ≤ 7 pak a ≡ 5i ≡ −5j mod 32. Předpokládejme i ≤ j (opačná nerovnost
se ukáže podobně); pak 5i + 5j ≡ 5i(5j−i + 1) ≡ 0 mod 32, tj. 5j−i ≡ −1 mod 32. Vzhledem k řádu
5 pak nutně j − i = 4, ale př́ımým výpočtem se lehce ověř́ı, že 54 6≡ −1 mod 32.

(vii) Invertibilńı jsou č́ısla nesoudělná s 32, což jsou právě lichá č́ısla. Tedy každé řešeńı x kongruence je
invertibilńı, tj. x = 5` nebo x = −5` pro nějaké 0 ≤ ` ≤ 7. v Prvńım př́ıpadě dosazeńım dostaneme
53` ≡ 52 mod 32, tj. 3` ≡ 2 mod ϕ(32), tj. 53` ≡ 52 mod 16. Tato kongruence má jediné řešeńı
` ≡ 6 mod 16, tj. řešeńım kongruence je 56 mod 32. Př́ıpad x = −5` nemůže být řešeńım, nebot’

M1 ∩M2 = ∅.

3. [2 body] Levou stranu kongruence vynásob́ıme 4 (abychom u x2 dostali koeficient −1) a uprav́ıme mo-
dulo 13:

4(3x2 − 4x + 17) ≡ −x2 − 3x + 3 ≡ x2 + 3x− 3 ≡ x2 − 10x− 3 ≡ (x− 5)2 − 28 ≡ (x− 5)2 − 2.

Substitućı y = x−2 dostaneme kongruenci y2 ≡ 2 mod 13, která nemá řešeńı. Vskutku, použit́ım kritéria

z přednáška pro d := (3, ϕ(13)) = 3 dostaneme 2
ϕ(13)

d = 2
12
3 = 24 6≡ 1 mod 13. Zadaná kongruence

3x2 − 4x + 17 ≡ 0 mod 13 tedy nemá řešeńı.


