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Veskeré odpovedi musi byt zdivodnény a vypocty musi byt doprovozeny komentéiem. (Reseni sestavajici
pouze z odpovéd{ budou povazovana za opsand a hodnocena 0 body.)

1. (3 body)
(i) Ukazte, ze 5[(674 +2)? + 1.
(ii) Rozhodnéte, zda 25[(674 +2)° + 1.

2. (5 bodu)
(i) Rozhodnéte, zda existuje primitivni koren modulo 32.

(ii) Urcete inverzni prvek k 5 modulo 32.
(iii) Urcete fad 5 modulo 32.
(iv) Najdéte néjaké a € Z fadu 2 modulo 32.
(v) Urcete pocet prvka v mnozinach
M, ={1,5525% ...} a  M,=1{-1,-5-5% -5 ...}
modulo 32 a rozhodnéte, které z téchto prvku jsou invertibilni.
(vi) Ukazte, My N My = () modulo 32.

(vii) Ukazte, ze kazdé = splnujici kongruenci
7® =25 mod 32

je invertibilni modulo 32 a pak tuto kongruenci vyfteste.

3. (2 body) Naleznéte vsechna feseni kongruence

322 —4x+17=0 mod 13.



ReSeni a bodovani:

1. [3 body]

(i)

(i)

Modulo 5 plati
6™ +2)° +1=2" 420 +1= 219 129 11=2+2°+1=(-1)°+1=0,

nebot 2¢(5) =924 =1 mod 5.
Modulo 25 plati

67" +2° +1=(17"+2° +1= (177" +2)P +1=(17+2)° +1=19 + 1= (-6)° + 1,
nebot 17%(2%) = 1720 = 1 mod 25. Dalsim vypoctem modulo 25 dostaneme
(-6 +1=-27- 3P 4+1=-222+1= 642 +1=-14>+1=-196+1= —(—4) + 1 =5,

tj. 25 nedali (674 +2)? + 1.

2. [5 bod1]

(i)
(i)

(iii)

Neexistuje, nebof 32 nenf mocnina lichého prvoéfslo ani dvojndsobek mocniny lichého prvoéisla.

Inverzni prvek k 5 modulo 32 jisté existuje, protoze (5,32) = 1. Z Bezoutovi rovnosti 5-13—-2-32 =1
plyne 5-13 =1 mod 32, tedy hledana inverze je 13.

Méme (32) = 16, coz m4 délitele tvaru 2¥, 0 < k < 4. Tedy mozné fady jsou 2, 4 a 8 (16 by byl fad
primitivniho kofene, ktery 32 nem4d). Postupnym zkousenim se zjisti, ze tad 5 je 8.

5%,

Plati |M;| = |M2| = 8, protoze fdd 5 modulo 32 je 8. Prvky v téchto mnozinich jsou liché a tedy
invertibilni.

Je-lia e MyN M, 0<i,j7<7paka=5 =-5 mod 32. Piedpoklddejme i < j (opacnd nerovnost
se ukaze podobné); pak 5' + 5/ = 5(5" +1) =0 mod 32, tj. 5~ = —1 mod 32. Vzhledem k t4du
5 pak nutné j — i = 4, ale pifmym vypoctem se lehce ovéii, ze 5* Z —1 mod 32.

Invertibilni jsou ¢isla nesoudélna s 32, coz jsou praveé lichd ¢isla. Tedy kazdé feSeni x kongruence je
invertibilni, tj. = 5 nebo x = —5* pro néjaké 0 < ¢ < 7. v Prvnim pifpadé dosazenim dostaneme
53¢ = 52 mod 32, tj. 3¢ = 2 mod ¢(32), tj. 53 = 52 mod 16. Tato kongruence ma jediné reseni
¢ =6 mod 16, tj. fesenim kongruence je 5% mod 32. Pifpad = —5¢ nemiize byt fesenim, nebot
M1 n M2 = (Z)

. [2 body] Levou stranu kongruence vyndsobime 4 (abychom u x? dostali koeficient —1) a upravime mo-

dulo 13:

4(32% — 4 +17) = —2®> 32 +3=2+3r-3=2> - 102 - 3= (z - 5)* - 28= (z - 5)* — 2.

Substituci y = 2 — 2 dostaneme kongruenci 4> = 2 mod 13, kterd nem4 feseni. Vskutku, pouzitim kritéria

z piedndska pro d := (3,(13)) = 3 dostaneme 274

©(13)

= 2% = 24 # 1 mod 13. Zadané kongruence

322 — 42 4+ 17 =0 mod 13 tedy nem4 Feseni.



