Petr Liska (Masarykova univerzita)

Metrické prostory

Zobecnéni pojmu vzdalenost

Petr Ligka

Masarykova univerzita

25.03.2021

Metrické prostory



Metricky prostor

Definice

Mnozinu P # () a zobrazeni g: P x P — R splHujici pro v8echna x, y,
ze P

1. o(x,y) =0<=x=y
2. Q(va) = ,Q(y,X)
3. o(x.y) + oly,2) = o(x, z)

se nazyva metricky prostor. Zobrazeni g se nazyva metrika, o(x,y) je pak
vzdélenost bodil x, y v prostoru (P, o).
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Zakladni metriky na R”

Euklidovska metrika

o(X,Y)=
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Zakladni metriky na R”

Euklidovska metrika

o(X,Y)=

Sou¢tova metrika

n

o1(X,Y) = Ixk — il

k=1
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Zakladni metriky na R”

Euklidovska metrika

o(X,Y)=

Sou¢tova metrika

n

o1(X,Y) = Ixk — il

k=1
Maximalni metrika

0s0(X,Y) = T Xk — vl
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Zakladni metriky na CJa, b]
Metrika stejnomérné konvergence

)

oc(f,8) = max |f(x) — g(x)|
x€[a,b]
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Zakladni metriky na CJa, b]
Metrika stejnomérné konvergence

)

oc(f,8) = max |f(x) — g(x)|
x€[a,b]

IntegrdIni metrika

b
oi(f, g) = / 1£(x) — g(x)] dx
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Definice

Necht (P, 0) je metricky prostor. Pro A,B € P, A, B # () definujeme
vzdalenost mnoZin A a B

o(A, B) =inf{o(x,y),x € A,y € B}
a priimér mnoziny A
d(A) =sup{o(x,y),x,y € A}

Jestlize mnoZina d(A) neni shora ohranitend, klademe d(A) = cc.

Je-li d(A) < 0o mnoZina se nazyva ohranicend (omezend).
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Definice

Necht {x,}3° je posloupnost bodii v (P, ¢). Rekneme, e posloupnost
konverguje k bodu xp (x, — x0), jestlize

o(xn,x0) = 0 pro n— oc.
Rekneme, %e posloupost je cauchyovskd, jestlize

0(Xm,Xn) = 0 pro min{m, n} — occ.
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Definice

Necht {x,}3° je posloupnost bodii v (P, ¢). Rekneme, e posloupnost
konverguje k bodu xp (x, — x0), jestlize

o(xn,x0) = 0 pro n— oc.
Rekneme, %e posloupost je cauchyovskd, jestlize

0(Xm,Xn) = 0 pro min{m, n} — occ.

Definice

Necht 01, oo jsou metriky na P. Rekneme, %e metriky jsou ekvivalentni,
jestlize
01 02
Xp —> X0 <~ Xn — X0
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Ptekvapeni!

Véta (N&kdy také definice)

takovd, Ze

Metriky o1, 02 na P jsou ekvivalentni, jestliZze existuji &isla m, M > 0
m- Ql(Xa Y) < QZ(Xa Y) < M- Ql(X7 Y)

VX,Y € P.
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P¥ekvapeni!

Véta (N&kdy také definice)

Metriky o1, 02 na P jsou ekvivalentni, jestliZze existuji &isla m, M > 0
takova, Ze

m-01(X,Y) < 02X, Y)<M-01(X,Y) VX, YeP.

Véta

Je-li P kone¢nédimenzionalni vektorovy prostor, pak vsechny metriky na
tomto prostoru jsou ekvivalentni.
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