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Uzav̌rené množiny

Definice

Necht’ A ⊆ P. Množina A = {x ∈ P : %(x ,A) = 0} se nazývá uzávěr
množiny A. Množina A se nazývá uzav̌rená, pokud A = A.

Věta

Necht’ A ⊆ P. Množina A je uzav̌rená, právě když pro každou konver-
gentńı posloupnost prvk̊u xn ∈ A, xn → x0 plat́ı x0 ∈ A.
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Otev̌rené množiny a okoĺı bodu

Definice

Množina A ⊆ P se nazývá otev̌rená, jestliže jej́ı komplement P \ A je
uzav̌rená množina.

Definice

Necht’ a ∈ P a ε > 0. Množinu

Oε(a) = {x ∈ P : %(x , a) < ε}

nazýváme (epsilonovým) okoĺım bodu a.

Definice

Množina A ⊆ P se nazývá otev̌rená, jestliže pro každé a ∈ A existuje O(a)
takové, že O(a) ⊂ A.
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Definice

Necht’ A ⊆ P, a ∈ P. Bod a se nazývá:

i) Vniťrńım bodem množiny A, jestliže existuje O(a) takové, že O(a) ⊂
A. Množina všech vniťrńıch bodů se nazývá vniťrek a znač́ı se Ao .

ii) Hraničńım bodem množiny A, jestliže pro každé okoĺı O(a) plat́ı

O(a) ∩ A 6= ∅ ∧ O(a) ∩ (P \ A) 6= ∅.

Množina všech hraničńıch bodů se nazývá hranice a znač́ı se h(A).

iii) Hromadným bodem množiny A, jestliže každé okoĺı O(a) obsahuje
nekonečně mnoho bodů množiny A.

iv) Izolovaným bodem množiny A, jestliže existuje okoĺı O(a) takové, že
O(a) ∩ A = {a}.

Množina je otev̌rená právě tehdy, když A = Ao . Množina je uzav̌rená právě
tehdy, když obsahuje svoji hranici.
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Úplný metrický prostor

Definice

Metrický prostor (P, %) se nazývá úplný, jestliže v něm každá cauchyovská
posloupnost má limitu, tj. každá cauchyovská posloupnost je konvergentńı.

Věta

Necht’ (P, %) je úplný metrický prostor a A ⊆ P je uzav̌rená množina. Pak
A s metrikou, která je indukovaná metrikou %, je úplný metrický prostor.
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Kompaktńı prostor a množina

Definice

Metrický prostor (P, %) se nazývá kompaktńı, jestliže z každé posloupnosti
jeho bodů lze vybrat konvergentńı podposloupnost. Množina A ⊆ P se
nazývá kompaktńı, jestliže A s metrikou indukovanou metrikou % je kom-
paktńı prostor, tj. z každé posloupnosti bodů množiny A lze vybrat podpo-
sloupnost maj́ıćı v A limitu.

Věta

Je-li metrický prostor (P, %) kompaktńı, pak je úplný.

Věta

i) Necht’ A je kompaktńı množina v metrickém prostoru (P, %). Pak A
je uzav̌rená a ohraničená.

ii) Necht’ A je podmnožina v En. Množina A je kompaktńı, právě když je
uzav̌rená a ohraničená.

Petr Lǐska (Masarykova univerzita) Metrické prostory 01.04.2021 6 / 9



Spojitá zobrazeńı

Definice

Necht’ (P, %), (Q, σ) jsou metrické prostory, F je zobrazeńı z P do Q.
Řekneme, že toto zobrazeńı je spojité v bodě x0, jestliže ke každému okoĺı
V bodu F (x0) v Q existuje okoĺı U bodu x0 v P takové, že F (x) ∈ V
pro každé x ∈ U. Řekneme, že F je spojité na P, je-li spojité v každém
bodě P.

Věta

Necht’ (P, %), (Q, σ) jsou metrické prostory. Zobrazeńı F : P → Q je spo-
jité v bodě x0 ∈ P, právě tehdy když pro každou posloupnost bod̊u v P,
pro niž xn

%→ x0, plat́ı F (xn)
σ→ F (x0).

Věta

Necht’ (P, %), (Q, σ) jsou metrické prostory a F : P → Q je spojité a
A ⊆ P je kompaktńı. Pak F (A) je kompaktńı v Q.
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Kontrakce

Definice

Necht’ (P, %), (Q, σ) jsou metrické prostory, F : P → Q. Řekneme, že
zobrazeńı F je lipschitzovské, jestliže existuje nezáporná reálná konstanta
L taková, že

σ (F (x),F (y)) ≤ L%(x , y) pro každé x , y ∈ P.

Je-li L < 1, pak ř́ıkáme, že F je kontrakce.

Věta

Necht’ (P, %), (Q, σ) jsou metrické prostory, F : P → Q je lipschitzovské
zobrazeńı. Pak F je spojité.
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Banachova věta

Věta

Necht’ (P, %) je úplný metrický prostor a F : P → P je kontrakce. Pak
existuje právě jeden pevný bod zobrazeńı F , tj. existuje právě jedno x0 ∈
P takové, že F (x0) = x0.
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