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Uvazme funkci f(x,y, z) definovanou na kvadru
VZ{(:E,y,z)|a§x§b,c§y§d,e§z§g},

e interval [a, b] rozdélime na [ subintervalil [z;_1,x;] délky Az,
e interval [c, d] rozdélime na m subintervala [y;_1,y;] délky Ay,
e interval [e, g] rozdélime na n subintervalii [z;_1, z;] délky Az,

e roviny rovnobézné se soufadnicovymi rovinami, které jdou
koncovymi body téchto subintervalii, rozdéli kvadr na l-m - n
kvadiika

Vijk = [@i—1, 2] X [yj—1, 5] ¥ [26—1, 2]

kazdy o objemu AzAyAz.
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e roviny rovnobézné se soufadnicovymi rovinami, které jdou
koncovymi body téchto subintervalii, rozdéli kvadr na l-m - n
kvadiika

Vijk = [®im1, @] X [yj—1,y5] X [26-1, 2]

kazdy o objemu AzAyAz.

m
»objem® ~ Z Z f(l’z‘*jka yfjka Zi*jk)Al’AyAZ

kde (m;-*jk, yi*jk, zz*jk) je libovolny bod z kvadiiku Vjjp.
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Trojny integréal na kvadru

Definice

Necht f(z,y,z) je ohrani¢ena funkce na kvadru V. Trojny (Rieman-
niv) integral této funkee f(x,y,z) na V je

I m n
///V f(z,y,2)drdydz = lmlinlgoozzzf(ﬁjkayfjkazfjk)AﬁAyAZ

jestlize tato limita existuje.
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Véta (Fubini)

Necht funkce f(x,y,z) je spojitd na kvdadru (trojrozmérném intervalu)
V = [a,b] X [¢,d] X [e, g]. Pak trojny integral je

//Vf(x,y,z)da:dydz_/ {/ (/fxy ) }dw:
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Definice

Necht f je funkce definovana a ohrani¢ena na ohrani¢ené uzaviené sou-
vislé mnoziné B C R3 a necht V je kvadr takovy, ze B C V. Definujme
na V funkci g predpisem

f(xv Y, Z) je_h (l‘,y, Z) €B
0 jinak

F(x):%z) :{

a predpokladejme, ze funkce F' je na V integrovatelna. Pak trojny inte-
grdl funkce f na mnoZiné B definujeme vztahem

///Mf(xa y, z)drdydz = ///VF(x, y, z) dzdy dz.
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Véta (Fubini)
Necht je ddna mnoZina v roviné
M= {z,y) eR*: a<z <b, p(z) <y < ()},

kde o(x), (x) jsou spojité funkce na intervalu [a,b] a p(z) < P(z), a
mnozina v prostory

V ={[z,y,2] €R3: [z,y] € M, ®(x,y) < z < U(z,y)},

kde ®(z,y), ¥(x,y) jsou spojité funkce na mnoziné M a ®(z,y) <
¥(z,y).
Je-li funkce f(x,y,z) spojita na mnozZiné V v prostoru, pak plati

///Vf(f’;:y,z)dxdydz:/ab{/;(bj)(

V(z,y)
/ f(z,y,2)dz | dy p dez.
®(,y)
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Transformace trojného integralu

Definice

Necht je dano zobrazeni F': R? — R? uréené rovnicemi
T = k(uv v, W), Y= l(u7 v, ’UJ), z = m(“? v, w)

kde funkce k£ a I maji spojité parcidlni derivace prvniho fadu. Pak F' se
nazyva spojité diferencovatelné zobrazeni a determinant

kv kv  ku
J(u,v,w)=| b, L, Iy

My, My My

se nazyva jakobidn zobrazeni F. Jestlize J (u, v, w) # 0, pak se toto
zobrazeni nazyva requldrni.
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Véta

Necht je ddna spojitd funkce f promeéenngch x, y a z na uzaviené ele-
mentdrni oblasti V.. Necht F: R3 — R3 je prosté reguldrni spojité dife-
rencovatelné zobrazeni zadané rovnicemi

L= k(“? v, W), Y= l(ua v, ’(U), z = m(“v v, w)

a necht V.= F(B). Pak plati

// f(z,y,z)dedydz =

/// k(u, v,w), I(u, v, w), m(u, v, w))|T (u, v, w)| du dv dw.
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Transformace trojného integralu do valcovych soutadnic

z A

T = pCOS,
y = osing,
z
> z=z.
N e y

x

To Yo Zo cos singp 0
J=|2y Yo 2o, |=| —osing pcosp 0 |=op.

Ty Yy 2 0 0 1
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Transformace trojného integralu do sférickych souradnic

z A
P
|
e/ x = psinf cos p,

2 | y = psinfsin p,
: z = pcosb.

® | Y

x
J = —0*sinf
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