MASARYKOVA UNIVERZITA

PRIRODOVEDECKA FAKULTA
USTAV MATEMATIKY A STATISTIKY

Bakalarska prace

BRNO 2016 MARIE MUCKOVA



PRIRODOVEDECKA FAKULTA s
I,JSTAV MATEMATIKY A STATISTIKY 1}%&/

NSVIy
g&
VeNsiS

O

Sbirka planimetrickych uloh
reSenych pomoci shodnosti

Bakalarska prace

Marie Muckova

Vedouci prace: Prof. RNDr. Josef Janyska, DSc. Brno 2016

S MASARYKOVA UNIVERZITA O



Bibliograficky zaznam

Autor: Marie Muckova
Prirodovédecka fakulta, Masarykova univerzita
Ustav matematiky a statistiky

Nazev prace: Sbirka planimetrickych uloh feSenych pomoci shodnosti
Studijni program: Fyzika

Studijni obor: Fyzika se zaméfenim na vzdélavani,
Matematika se zaméfenim na vzdélavani

Vedouci prace: Prof. RNDr. Josef Janyska, DSc.
Akademicky rok:  2015/2016
Pocet stran: ix + 50

Klicova slova: shodna zobrazeni; osova soumérnost; stfedova soumérnost; posu-
nuti; otoeni; planimetrie



Bibliographic Entry

Author: Marie Muckova
Faculty of Science, Masaryk University
Department of Mathematics and Statistics

Title of Thesis: Exercise book of plane geometry - isometric mappings
Degree Programme: Physics

Field of Study: Physics with a view to Education,
Mathematics with a view to Education

Supervisor: Prof. RNDr. Josef Janyska, DSc.
Academic Year: 201572016
Number of Pages: ix 4+ 50

Keywords: symmetrical mapping; reflection; point symmetry; translation;
rotation; planimetry



Abstrakt

V této bakaléarské praci se vénujeme planimetrickym dlohdm feSenych pomoci shod-
nosti. Prace je psana formou sbirky piikladd, teoretickd Cast je tedy uvedena pouze v
minimdlni mife. Celkova struktura je rozdélena na kapitoly podle jednotlivych typi shod-
ného zobrazeni. Hlavnim cilem je moZnost vyuZiti této prace na stiednich Skolach.

Abstract

This bachelor thesis is devoted to study of planimetry exercises solved by symmetrical
mapping. The bachelor thesis is done in form of a collection of exercises; hence the
theoretical part is brought out in a minimal extent. The whole structure is divided into
chapters according to particular types of symmetrical mapping. The main goal is the
ability of using this exercise book on high schools.
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Uvod

Cilem této bakaléiské prace bylo zhotovit sbirku tloh, kterd by obsahovala jak feSené, tak 1
nefesSené priklady k samostatnému procviceni latky. Ve je uzplisobeno pro moznost vyuZiti
na stfednich Skoldch ve vyuce planimetrie, konkrétné tedy tématu shodnych zobrazeni.

Bakalarska prace je sestavena z Sesti kapitol. Prvni kapitola vysvétluje obecné zob-
razeni jako takové, definuje zobrazeni shodné a pojednavad o jeho vlastnostech. Kazda
dalsi kapitola se vénuje jednotlivym ¢tyfem druhtim tohoto zobrazeni a zahrnuje i jejich
skladani. VSechny dil¢i kapitoly jsou sloZzeny z casti teoretické, kde je vZzdy definovédno
dané zobrazeni a ukdzéany jeho principy na jednoduchych piikladech, a z ¢asti vénované
typovym piikladim feSenych pomoci shodnosti.

Potadi kapitol a jejich teoreticka ¢ast je inspirovdna knihou Matematika pro gymndzia:
planimetrie [11], aby odpovidala b&Zné probiranému stfedoSkolskému ucivu. V préci jsou
zahrnuty jak tlohy konstrukéni, tak i dikazové.

Stavba kazdého teSeného piikladu je pro ptehlednost vzdy stejnd. Kromé zadani je
v uloze slovné popsan jeji podrobny rozbor v¢etné jeho odiivodnéni a postup pro rysovani.
Mimo to je priloZen i1 obrazek vysledného mozného feSeni s popisem konstrukce. Zavér
shrnuje pocet vS§ech moZnych feSeni.

V celé praci predpokladame znalost studentii uciva z predeslych Skolnich let, napiiklad
konstrukci stfedu usecky, te¢ny z bodu ke kruznici nebo také sestrojeni a vyznam Thaletovy
kruZnice ¢i ekvigonaly (resp. mnoZziny bodi s vlastnosti vidét danou tsecku pod urcitym
uhlem), vét o shodnosti trojihelnikil apod.

Ke tvorbé obrazk vSech vzorovych piikladd byl pouzit matematicky program GeoGe-
bra, ktery je volné dostupny.

Préce je vysdzena v systému IATEX.

— Vil —


http://www.geogebra.org/
http://www.geogebra.org/

Prehled pouzitého znaceni

Pro snazsi orientaci v textu zde ¢tenéfi predkladame prehled zdkladniho znaceni, které se
v celé praci vyskytuje.

A bod A

p pfimka p

AB useCka AB

<AXB uhel AXB

(07 uhel o

0 osa o

AB orientovand usecka AB

Va vyska ke strané a

t, téZnice trojihelniku vedend vrcholem A
SAB stted tseCky AB

ANABC trojuhelnik ABC

k(S;r) kruZnice k se stfedem v bod€ S a polomérem r
Xep bod X leZi na pfimce p

pNq prunik pfimky p s pfimkou ¢

€ ekvigonala, resp. mnoZina bodu s vlastnosti vidét danou usecku pod urcitym tdhlem
TAB Thaletova kruznice nad useckou AB
O(o) osova soumérnost polde osy o

S(S) sttedovd soumérnost podle bodu S
T(AB) posunuti o orientovanou dsec¢ku AB

R(S; a) oto¢eni kolem bodu S o dhel o

Z:X — X' bodX'je obrazem bodu X v zobrazeni Z
plg primka p je kolma k piimce ¢

rllaq pfimka p je rovnob&Znd s pfimkou ¢
|<<AXB| velikost Ghlu AXB

|AB| velikost usecky AB

|X p| vzdélenost bodu X od piimky p

—IX—



Kapitola 1

Shodna zobrazeni

Text teorie prislusny k této kapitole je bran z knihy Matematika pro gymndzia: planimetrie.[11]

Zobrazeni f v roving je piedpis, ktery kazdému bodu X roviny pfifazuje pravé jeden bod X’
roviny. Bod X se nazyvd vzor, bod X’ jeho obraz. Zapisujeme f: X — X'.

Body X, pro jejichZ obrazy plati X’ = X, se nazyvaji samodruzné body zobrazeni. Zobrazeni, ve
kterém je kazdy bod samodruzny, se nazyva identita.

Zobrazeni v roviné je shodné zobrazeni nebo také shodnost, pravé kdyz obrazem kazdé isecky
AB je useCka A’B’ shodnd s tseCkou AB.

Predstavu o shodném zobrazeni si miZeme utvorit pii pouziti tzv. prusvitky. Pokud mame néjaky
utvar U, mtiZzeme ho piekreslit na prasvitku. Tu pfemistime bud’ tak, Ze ji nechdme vzhledem k ro-
ving licem nahoru, nebo obratime licem dold. Utvar v pfemisténé poloze piekreslime zp&t do dané
roviny. Dostaneme tak novy utvar, ktery je shodny s dtvarem ptivodnim a je jeho obrazem.

JestliZe je tfeba pfi pfemistovani obracet, jde o nepfimou shodnost. Neobratime-li prusvitku, jde
o shodnost primou.

V kazdém shodném zobrazeni plati:
e obrazem piimky AB je pfimka A’B’; obrazem rovnobéZnych piimek jsou rovnobézné piimky,

e obrazem polopfimky AB je polopfimka A’B’; obrazem opa¢nych polopiimek jsou opa¢né
polopiimky,

e obrazem poloroviny pA je polorovina p’A’; obrazem opa¢nych polorovin jsou opacné polo-
roviny,

e obrazem dhlu AV B je dhel A’'V'B’ shodny s thlem AV B,

e obrazem utvaru U je utvar U’ shodny s ttvarem U.



Kapitola 1. Shodnd zobrazeni 2

Urc¢enost shodného zobrazeni

M¢éjme dva shodné trojihelniky ABC a A’B'C’. DokaZte, Ze zobrazeni, které zobrazuje A na A’, B
na B’ a C na C’ urCuje shodné zobrazeni v roving.

Reseni

Miéme dané dva trojihelniky. Zvolme libovolny bod X, ktery bude mit urcitou vzdélenost od
vrchold trojdhelniku ABC. Trojihelnik ABC ozna¢me jako vzor a trojihelnik A’B'C’ tedy jako obraz
shodného zobrazeni.

Sestrojme kruznici k(A’; |AX]), kruZnici [(B'; |BX|) a kruZnici m(C'; |CX]). Prinik téchto ti{ kruz-
nic jednozna¢n& uréi bod X', ktery bude ve stejné vzdalenosti od vrcholt trojahelnika A’B'C’ jako
bod X od vrcholt trojihelnika ABC.

Popis konstrukce:
1. AABC, NA'B'C’
2. X, libovolny bod
3. k; k(A5 |AX])
4. I; I(B'; |BX])
5. m; m(C'; |CX])

6. X': X' eknlnm

Obr. 1.1: Shodnost trojuhelnikt



Kapitola 2

Osova soumeérnost

Text teorie prislusny k této kapitole je bran z knihy Matematika pro gymndzia: planimetrie.[11]

Je dédna piimka o. Osova soumérnost s osou o je shodné zobrazeni O(o), které pfitazuje:

1. kazdému bodu X ¢ o bod X’ tak, Ze pfimka XX’ je kolm4 k piimce o a stied dsecky XX’
lezi na pfimce o,

2. kazdémuboduY €obodY' =Y.

Pfimka o se nazyva osa soumérnosti, o bodech X, X’ iikdme, Ze jsou soumérné sdruzené podle
osy soumeérnosti. Osovd soumérnost je nepiima shodnost.

Jednoduché priklady principu osové soumérnosti

r p } o p’ r’
\
\
0
j q9=9q
X | X’
e ‘ °
u o =90°
6 Y=y
|
Obr. 2.1: Zobrazeni bodu Obr. 2.2: Zobrazeni pfimek a kruznic

_3-



Kapitola 2. Osovd soumérnost 4

Zobrazeni uhlu

Je ddna pifimka p a dva body A # B uvnitf jedné z polorovin s hrani¢ni pfimkou p. Sestrojte bod
X € ptak, aby tseC¢ky AX, BX sviraly s pfimkou p shodné dhly. [2, strana 14, pt. 1]

Reseni

Po libovolném zvoleni bodd, které spliuji
zadéni, ozna¢me piimku p jako osu sou-
mérnosti.

Zobrazme body A,B podle osy p a zis-
kdame body A’, B'. Pi spojeni bodi B s A’
aA s B' tiseCkami, dostaneme bod X, ktery
zéaroven leZi na ose p.

7 vlastnosti osové soumeérnosti vime, ze
toto shodné zobrazeni zachovava uhly. To
tedy znamen4d, Ze usecka AX bude svirat
stejny thel s pfimkou p jako tsecka A'X,
stejné tak dsecky BX a B'X.

Obr. 2.3: Zobrazeni thla

Zaver
Pfi jakémkoli zvoleni bodu A, B, které vyhovuji zadani, sestrojime lehce bod X diky osové soumér-
nosti.

Zobrazeni primek

Jsou déany rizné piimky a, b, c. Urlete bod A € a tak, aby bod B k nému soumérny podle piimky ¢
ndleZel ptimce b. [2, strana 14, pf. 4]

Reseni

) Jestlize si zvolime pifimky a,b,c v po-
? 7 dobné poloze jako na obrdzku (Obr. 1.4),
i feSeni piikladu je ndsledovné.
a Jako osu soumérnosti zvolime piimku
\ ¢ a zobrazime piimku a. Prinik nové
AT iimky o' s pimkou b oznafme bod
P pfimky a' s pfimkou b oznac¢ime bodem
c -7 i B. Zobrazenim bodu B podle osy ¢ dosta-
= neme hledany bod A.

Obr. 2.4: Zobrazeni ptimek, kde a || b



Kapitola 2. Osovd soumérnost 5

V pripadé jiné volby pfimek a,b,c, kde
primku ¢ zvolime kolmou na pfimku b, je
feSeni dle obrazku (Obr. 1.5.).
Konstrukce je analogicka jako v pfedcho-
zim piipadé.

Pokud pifimky a,b,c budou v umisténi,
kde pfimka ¢ L a Aa || b, Gloha nebude
, mit Zadné feSeni.

| Opét analogicky sestrojime jako v pred-
chozim pfipadé a zjistime, Ze pfimka a
| se ndm zobrazi sama na sebe a neprotne
| pifmku b.
!

!

Obr. 2.6: Zobrazeni pfimek, kde ¢ L aAa || b

Zaveér
U této dlohy zéleZi na volbé polohy danych piimek a, b, c.
Pocet feSeni zdvisi na poloze piimek b, d’.

Tyto pfimky se mohou protinat v jednom bodé, dostaneme tedy jedno feseni.

Pokud b || @’ budou rizné, nedostaneme zddné feseni. Coz nastalo napiiklad v na§em tietim piipadg.
Nekone¢n& mnoho feSeni dostaneme eventualné, kdyZ pifmka a’ bude shodna s piimkou b.

Nyni si ukaZeme nékolik feSenych prikladli na osovou soumérnost.



Kapitola 2. Osovd soumérnost 6

Priklad 1

Je dan ostry dhel XVY a jeho vnitini bod C. Sestrojte trojihelnik ABC tak, aby jeho vrcholy A,
BleZely potadé na polopiimkach VX, VY a obvod trojihelniku byl minimalni. [11, strana 131, pf. 3.9]

Reseni

Nejprve strany trojihelnika nahradime jednou useckou, kterd bude spojnici bodd, jejichZ vzda-
lenost od polopfimek VX a VY je stejna jako vzdalenost od bodu C.
PouZijeme osovou soumérnost dle osy VX oznacenou jako o;, zobrazime bod C a ziskdme jeho
obraz C;. Analogicky provedeme zobrazeni bodu C podle osy VY (tedy 0,) za vzniku bodu C;.
Spojenim téchto bodt, dostaneme tsecku C;C,. Vzniklé priseciky usecky CC, s rameny tGhlu VX
a VY jsou zbyvajicimi body A, B hledaného trojihelnika ABC o minimalnim obvodu.

Popis konstrukce:

1. 01,072; 01 :VX, 02 :VY,
osy soumérnosti

2. Cq; 0(01) :C— ()
3. G 0(02) C—> G lib.

0> Y
R —e—— 4. C\C,
/ o 5.A; A€ VXNCIG
,/'/ _ 6. B, BeVYNC|C,
,/’/ 7. trojihelnik ABC

Obr. 2.7: Priklad 1

Zavér

Tato dloha m4 jedno feseni.

Pro libovolny bod A € 01 a B € 0 je obvod trojihelniku ABC roven sou¢tu délek |C1A|+ |AB|+ |BCa|.
Tento soucet je minimdlni, pokud body Cj,A, B,C; leZi na piimce.



Kapitola 2. Osovd soumérnost 7

Piiklad 2

Je dan rovnoramenny trojihelnik ABC (AB je zdkladna). Dokazte, Ze soucet vzdalenosti kazdého
bodu X zdkladny AB od piimek AC a BC je konstantni. [11, strana 131, pf. 3.8]

Reseni

Pro zkonstruovani ditkazu vyuZijeme znalosti vlastnosti osové soumérnosti. V nasem piipadné
budeme konkrétn€ zobrazovat podle strany AB.
Vime, Ze osovd soumérnost zachovéava vzddlenosti (tedy |XZ| = |XZ'|) a velikosti Ghla (tedy
|<<CAB| = |<<BAC’|, kde bod C’ je obrazem bodu C podle osy 0).

Ze zaddni vime, Ze trojdhelnik ABC je rovnoramenny. Ddle je zfejmé, Zze AC || BC', nebot thly CAB
a ABC' jsou stfidavé a maji tedy stejnou velikost.

Pak [XY |+ |XZ| = |XY|+ |XZ'| = konst., vzdélenosti rovnobéZek jsou konstantni bez ohledu na
umisténi bodu X.

Popis konstrukce:

p—

. 0; 0 =AB, osa soumérnosti
2. C';0(0): C— ('

3. X; X €ABlib.

4. p; p LACAX €p

5.7, Ze€ pnAC

6. Z;0(0):Z—= 7
7.Y;YepNCB

8. Y;Y epnCB

Obr. 2.8: Priklad 2

Zavér
Pohybujeme-li bodem X po zdkladné, namé&feny soucet vzdalenosti od ramen se skute¢né neméni.
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Piiklad 3

Jsou ddny dvé rtizné rovnobézné piimky a, b, bod C, ktery je vnitinim bodem pésu uréeného rovno-
béZkami a,b, a ptimka c. Sestrojte rovnoramenny trojihelnik ABC s hlavnim vrcholem C tak, aby
AB| caA€aaBeb.[2,strana 14, pf. 7]

ReSeni

Poté, co sestrojime zaddni, narysujeme osu soumérnosti 0. Osa bude prochazet bodem C a bude
kolma k pfimce c. Tim zajistime, Ze vyslednd strana AB bude rovnobéZnd s piimkou c, jak je
pozadovéano v zadani.

Pomoci této osy a pomocnych bodi X,Y zobrazime piimku a na pfimku «’. Prinik zobrazené
pfimky s pfimkou b ozna¢ime jako bod B. Tento bod je vrcholem hledaného trojihlenika.

V osové symetrii dle osy o miZeme zobrazit bod B na bod A, nebo tuto konstrukci provedeme
pouZitim kruZnice k, protoZe vime, Ze trojihelnik ABC ma byt rovnoramenny.

Tim jsme s feSenim hotovi.

Popis konstrukce:
1. 0; 0o L ¢ AC € o, 0sa soumérnosti
2. X,Y; X,Y €alib.
3. X';0(0): X = X'
4.Y;0(0):Y =Y
5.d;0(0):a—d

6. B,Bcdnb

7. k; k(C;

CA|)

8. A;AcknNa

9. trojihelnik ABC

Obr. 2.9: Priklad 3

Zavér

Pocet feSeni zdvisi na poloze piimek b a d’.

Pokud se b,d’ protnou v jednom bodé, iloha m4 jen jedno feSeni.

Bude-li b || &, tedy pokud pfimka ¢ bude kolm4 k pfimkém a, b nedostaneme Zadné feSeni.

A jestlize b,a’ budou totozné, coz by nastalo v pfipadé, pokud by bod C leZel na ose pasu uréeného
rovnobézkami a, b, méla by dloha nekone¢né mnoho feseni.
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Piiklad 4

Jsou dény usecCky b, c,d a thel @. Sestrojte lichobéZnik ABCD tak, aby BC = b,CD = ¢,DA =d
a |<DAB| — |<ABC| = @. [2, strana 14, pf. 9]

Reseni

V tloze vyuZijeme osovou symetrii dle osy o isecky AB pro zobrazeni bodu A na bod B abodu D
nabod D'.
Pak jsme schopni zacit a to s konstrukei trojihelnika BD'C, nebot je ziejmé, ze |<<CD'B| = .
Useckou CD' prolozime piimku p a prostiednictvim osové symetrie podle osy o sestrojime bod D.
Abychom dostali i zbyvajici bod A, potfebujeme piimku r rovnobéZnou s pfimkou p a prochézejici
bodem B. Pak bod A bude obrazem bodu B v osové soumérnosti podle osy o.
Poté jiz mame vSe potiebné k sestrojeni pozadovaného lichobéznika.

Popis konstrukce:

1. trojihelnik BD'C; kde:

IBD'| = d,
|BC| = b,
|<CBD'| = »

C D’

b 2. p;C,Dep

e
w

.rr||pABEr

\
b
Q
oy
N

. D;0(0): D =D

9,

. A;O0(0):B—A

@)

. lichobéznik ABCD
Obr. 2.10: Priklad 4

Zavér
V tomto tukolu ziskdme jedno feSeni.

Priklad 5

Je déna kruznice k(S;r) a bod M vné kruZnice k. Sestrojte v8echny rovnostranné trojahelniky, pro
néZ je k kruznice vepsand a bod M leZi na pfimce obsahujici jednu stranu trojihelniku.
[11, strana 131, pft. 3.5]
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Reseni

Po narysovani zadani si nejprve zkonstruujeme tecny #,f; z bodu M ke kruznici k& pomoci
Thaletovy kruZnice nad primérem SM, kterou oznacime Tsy. Body priniku zadané kruzZnice k
s kruZnici 75y, nazveme T,U. Tyto body jsou tedy body dotyku tecen ¢,¢; a kruZnice k.

Z ptedpokladu, Ze tyto trojihelniky maji vrcholové vnitini thly o velikosti 60° a Ze osy stran splyvaji
s osami té€chto thlq, je jisté zfejmé, Ze stied kruznice vepsané leZi na priniku vSech os jednotlivych
stran rovnostranného trojihelnika. Pak miZeme narysovat mnoZinu bodd, z nichz je dsecka ST
vidét pod dhlem o velikosti 30°, tedy ekvigondlu €.

Ziskame bod C, ktery je prinikem ekvigonaly € a teny 7. V osové soumérnosti podle osy o, kterd
je zaroven osou strany CB a prochédzi body ST, pak zobrazime tento bod na bod B, ktery je druhym
hledanym vrcholem trojihelnika.

Na zavér sestrojime bod A pomoci kruZnice f se sttedem v bod€ C o poloméru CB. Bod A zdrovei
lezi na ose o. Ted jiz sestrojime poZadovany trojihelnik.

Popis konstrukce:
1. oy
2. T,U; T,U etNk
3. t;t=MT
4. 0; o = ST, osa soumernosti
5. & e={X;|«TXS| =30}
6. C;Ceent
7. B; O(0):C—B
8. f; f(Cs|CB)
8. A;Aconf

9. trojihelnik ABC

Obr. 2.11: Priklad 5

Zavér
Tato tloha bude mit dvé feSeni. V naSem piipadé mdme druhy trojuhelnik oznacen IJK. Postup
konstrukce je analogicky.

Priklad 6

Ve ctverci ABCD je K libovolny bod strany DC, osa p uhlu BAK protind stranu BC v bod€ L.
Dokazte, ze plati |BL|+|KD| = |AK]|. [6, strana 153, pf. 61]
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Reseni

JestliZe ma platit dand rovnost, budeme povaZovat osu p thlu BAK za osu soumérnosti. Sestro-
jime k nf jeSté osu o, kterd je s ni rovnobéZna a prochdzi jiZ zvolenym bodem K.
Konstrukci provedeme zobrazenim bodu D do bodu D’ € AK v soumérnosti podle osy o a zobraze-
nim bodu D’ na bod D” € AB dle osy p.
Mé-li platit rovnost, je zfejmé, Ze |[KD| = |KD/|.
Nebof plati A DD"A = /\ ALB podle véty usu, je |AD"| = |BL| a zarovei |AD'| = |BL|. Zadané
tvrzeni je tedy dokazdano.

Popis konstrukce:

1. p; p={X;|X,AK| = |X,AB|},
0sa soumernosti

2. L; LeBCNp
- 3.nrLpADeEr
4. 0; 0| pAK € 0, osa soumérnosti
5.D';0(0):D—=D
6. |KD| = |KD/|

7. D"; O(p): D' — D"

8. A DD"A = A ALB podle véty usu

9. |AD"| = |AD'| = |BL|

10. |BL|+|KD| = |AK|

Obr. 2.12: Priklad 6

Zavér
Diky osové symetrii a shodnosti trojihelnikl jsme dokazali zadanou rovnost.
Jiné fesen{ ilohy miizeme ukazat pomoci otoceni.

Priklad 7

Je ddn bod M a pfimka p s bodem P(|pM| =2cm,|PM| = 3,5cm). Sestrojte na pfimce p vSechny
body X tak, aby |PX|+ |XM| = 8cm. [11, strana 131, pf. 3.10]

ResSeni

Tuto dlohu vyfeSime jak geometricky, tak i analyticky. Proto si nejprve zvolime vhodné soustavu
soufadnic a narysujeme si zad4ni.

Abychom dostali poZadovanou rovnici, zvolime bod Y jako obraz bodu M v osové symetrii a zdroveni
|PY | = 8 cm. Potom bude platit, ze | XM| = |XY|, kde bod X je bodem, ktery leZi na pfimce p a na
ose o usecky YM.
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Obr. 2.13: Priklad 7

Ukdzka analytického reseni

12

Popis konstrukce:

1. Y,Yl;

PY|=|PY|| =8cm

2. 0,01; 0 =A;|PA| = |AY|,
0sa soumernosti

3.Y;0(0): M =Y
4. X, X1; X€PYno
5. |YX|=|MX]|

6. |PX|+|XM|=8cm

Zvolime soustavu soufadnic. UkdZeme si vypocet jen pro jedno feSeni.

Ziskané body ze zaddni:
M[2;2.87]
P[0;0]
Y [0;8]
rovnice primek:

o: x=1-5,13t,
y=544-2t;teR

p:x=0;
y=4—4s;sc€R

Zavér

Spocteme prinik piimky p a pfimky o.

|
5.13/=1 =>1= ——
’ =513
5.44—21 —4—4s
2

44— —4_4
54 =373 s
5= —0,2625

Dostaneme bod X € pNo: X[0; 5,05]
Pak je zfejmé, Ze plati:

|YX| = |MX|; |PX|+ |XM|=8cm

Uloha bude mit vzdy 4 feseni, protoze kruZnice ¢ uréujici vzddlenost bodu M od piimky p bude
protinat piimku r, kterd oznacuje vzdalenost bodu M od pfimky p, ve dvou bodech. Tedy dalsi dvé

feSeni dostaneme pro bod M;.
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Priklady na procviceni

10.

11.

. Jsou dany pfimky a, 0 a kruznice k. UrCete bod K € k tak, aby bod A k nému soumérny podle

piimky o néleZel pfimce a. [2, strana 14, pf. 5]

. Na kule¢nikovém stole je tfeba vyslat kouli A tak, aby po odrazu o okraj stolu o zasihla

kouli B. Nakreslete drdhu koule A. [4, strana 69, pr. 1]

. Je déna pfimka o a pravouhly trojdhelnik ABC s opsanou kruZnici k. Sestrojte obraz A’B'C’

tohoto trojihelniku v osové soumérnosti s osou 0. Co bude obrazem kruznice k?
[4, strana 74, pt. 13.8]

. Sestrojte:

a) Ctverec ABCD, je-li dano a+e = 10cm,
b) obdélnik ABCD, je-li dano ¢ = 7cm,a—b = 1cm,
¢) lichob&znik ABCD(AB || CD),je-lidénob =3 cm,c=2,5cm,d =2,6cm, o — 3 =20°.

[11, strana 132, pt. 3.16]

. Jsou ddny dvé rtizné pfimky p, 0 a kruznice k(O; r). Sestrojte usecku XY tak, aby byla kolma

k pfimce o, jeji krajni body X,Y leZely po fad€ na pfimce p a kruZnici & a jeji stfed S lezel
na ptimce o. [11, strana 129, pt. 4]

Je dana pfimka p a dvé kruznice k|, k; v riznych polorovinach uréenych pfimkou p. Sestrojte
body X € k1,Y € kj tak, aby XY L p adsecka XY byla ptimkou p ptilena. [2, strana 14, pf. 6]

. Sestrojte vSechny trojihelniky ABC, je-li dén jejich obvod 0 = 12cmathly a = 60°, B =45°.

[11, strana 130, pt. 5]

. Dokazte: Ctyfihlenik ABCD je te¢novy pravé tehdy, kdyZ plati a + ¢ = b+ d. [6, strana 165,

pt. 70]

. Sestrojte na strandch AC, CB daného trojihelniku ABC po fadé€ body X, Y tak, aby tsecky AX,

XY aYB byly shodné.[6, strana 189, pt. 91]

A,B,C,D jsou takové Ctyfi body piimky p, ze plati AB = CD a ze poloptimky AB,CD
jsou souhlasné. V bodech A, B,C,D vzty¢me po fadé kolmice o1, 07,03,04 k piimce p. Pro
piislusné osové soumérnosti pak plati O; 0, = O304. Dokazte. [12, strana 89, pt. 6,3]

Je déana tseCka AB s vnitinim bodem C. Vysetfete mnoZinu pruseciki D vSech dvojic
shodnych kruZnic, z nichZ prvni prochazi body A,C, druhd body C, B. [6, strana 171, pt. 76]
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Stredova soumeérnost

Text teorie prislusny k této kapitole je bran z knihy Matematika pro gymndzia: planimetrie.[11]

Je ddn bod S. Stfedova soumérnost se stiedem S je shodné zobrazeni S(S), které pfifazuje:
1. kazdému bodu X # S bod X' tak, Ze bod S je stfedem tsecky XX',

2. bodu Sbod §' = S.

Bod S se nazyva stied soumérnosti, o bodech X, X’ fikdme, Ze jsou soumérné sdruzené podle
stfedu soumérnosti. Stfedova soumérnost je prima shodnost.

Jedinym samodruzny bodem stfedové soumérnosti je jeji stfed. Obrazem piimky p, ktera nepro-
chézi sttedem soumérnosti, je piimka p’ rovnobézna s p. VSechny piimky, které prochdzeji sttedem
soumérnosti, jsou samodruzné primky stfedové soumérnosti.

Stfedova soumérnost je jednoznacné urcena stiedem soumérnosti. Je vSak jednozna¢né urcena také
dvojici riznych bodi X, X', jestlize kaZzdy z nich je obrazem druhého v této stfedové soumérnosti.
Stifedem soumérnosti je v tom piipadé stfed usecky X, X’.

Geometrické ttvary U, U’, z nichZ jeden je obrazem druhého ve stfedové soumérnosti se stfedem
S, nazyvame ttvary soumérné sdruzené podle stiedu S. Je-li U = U, pak iikdme, Ze tdtvar U je

stfedové soumérny podle stfedu S.

Jednoduché priklady principu stfedové soumérnosti

. . X/ —y

Obr. 3.1: Zobrazeni bodu Obr. 3.2: Zobrazeni piimek

_]4_
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Zobrazeni uhlu

Zobrazime-li napiiklad trojihelnik ve
sttedové soumérnosti, dostaneme shodny
trojahelnik. Jak lze vidét z obrazku, uhly
v Utvaru se neméni. Stredova soumérnost
zachovava udhly.

Obr. 3.3: Zobrazeni trojihelnika a jeho dhli

Zobrazeni kruznic

Je déana kruZznice k(S;r) a bod A(A ¢ k). Uréete mnoZinu vSech bodi X takovych, Ze bod A je
sttedem tsecky XY a Y € k. [11, strana 137, pt. 3.21]

ResSeni

Ptredpoklddejme, Ze dloha mé feSeni. Bod A je stfedem udsecky XY. Bod Y je tedy obrazem
bodu X ve stfedové soumérnosti se stiedem A. LeZi-li bod Y na kruZnici &, pak bod X musi podobné
jako jeho obraz leZet na obrazu k” kruZnice k. Hledanou mnoZinou vSech bodii X je tedy kruZnice k'

Popis konstrukce:
1. A, stfed soumérnosti
2. K5 S(8) i k— K

3. K = {X; |XA| = |YA|,Y € k}

Obr. 3.4: Zobrazeni kruznic

Zavér
Uloha ma4 jediné feSeni k. P¥i volb& |SA| mensi nez polomé&r kruZnice k bude feSenim .
Pokud A = §, je na$i hledanou mnoZinou kruZnice k.
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Zobrazeni trojuhelnika

Je dan trojihelnik ABC a jeho vnitini bod M. Sestrojte vSechny tsecky XY se sttedem M a s krajnimi
body X, Y na hranici trojihelniku.[11, strana 137, pf. 3.23]

Reseni

JelikoZ bod M ma byt stfedem kazdé z tsecek XY, miiZeme pouZit sttedovou soumérnost se
sttedem praveé v bodé M. Tento bod bude tedy znacit stied soumérnosti.
Zobrazime cely trojuhelnik ABC, protoZe body X, Y podle zadani leZi na hranici daného trojtihelnika.
Priiseciky jednotlivych stran trojihelnika ABC a A’B'C’ jsou hledanymi body X,Y.
Plati, Ze kazdy vznikly prisecik oznacen X se zobrazi na jiny prot&jsi priisecik Y a naopak. Zalez{
na tom, které body priniku stran trojihelnikit ABC a A’B'C’ si zvolime za vzory a které za obrazy.

Popis konstrukce:
1. M; stfed soumérnosti
2. trojahelnik A’B'C’; kde:
A, S(M):A— A
B';S(M):B— B
C;SM):C—C

3. X; X e ABCNA'B'C’
Y;Y € ABCNA'B'C’

4. S(M): X =Y
SM):Y =X

5. |XM|=|MyY)|

Obr. 3.5: Zobrazeni trojihelnika

Zavér

V této dloze dostaneme jedno, dvé nebo tii feseni.

Pocet feseni se vyplyva z polohy bodu M a ze zobrazeni vrcholi trojihelnika ABC.
Budou-li obrazy A’, B’,C’ vné trojtihelnika ABC, dostaneme tfi feSeni.

Dvé budou pravé tehdy, kdyz se jeden z vrcholti zobrazi na trojihelnik ABC.

Jediné feSeni nastane, jestlize se néktery vrchol zobrazi dovniti daného trojihelnika ABC.

Nyni si ukaZeme nékolik feSenych prikladli na stfedovou soumérnost.
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Priklad 1

Je ddna piimka p, kruznice k a body Si,S, navzdjem rGzné. Sestrojte trojihelnik ABC tak, aby
vrchol A € p, vrchol B € k a body 51,5, byly po fadé stiedy stran AC, BC. [2, strana 15, pf. 21]

Reseni

Jestlize body S1, 5> maji byt po fade stfedy stran AC, BC, vyuZijeme znalosti vlastnosti stfedové
soumérnosti a zvolime body Sy, 5> jako stfedy soumérnosti.
Zobrazime kruZnici k ve sttedové symetrii se stfedem v bodé S, a pfimku p ve sttedové symetrii se
stiedem v bodé S;. Dostaneme jejich obrazy k', p’, jejichZ priinikem je bod C. Hledané body A, B
jsou obrazy bodu C ve sttedovych soumérnostech se stiedy Sy, 5>. Je zfejmé, Ze plati A € pAB € k.

Popis konstrukce:

p—

. S1,82; stredy soumérnosti
2. K5 S(82) ik — K

3. p5S(S1):p—=p

4. C;Ceknp

5. B;S(S;):C—B

6. A;S(S1):C—A

7. trojdhelnik ABC

Obr. 3.6: Priklad 1

Zavér

Pocet ieSeni tedy zavisi na po¢tu bodl v priniku C € K’ N p'.

Jedno feSeni dostaneme, pokud se bude pifmka p’ dotykat kruZznice v jednom bodg.

V tloze podobn& zvolené jako v naSem piipadé piimka p’ protind kruZnici kX ve dvou bodech,
budeme mit dvé feSeni.

Uloha nebude mit feeni, kdyZ bude prinik p’ Nk’ prézdny.

Priklad 2
Jsou déany piimky p,q a bod S. Sestrojte ¢tverec ABCD o stfedu S tak, aby byla splnéna jedna
z nésledujicich podminek:
b) Pro dva protilehlé vrcholy A,C plati A € p, C € q.
[4, strana 64, pt. 11.11]
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Reseni

Pokud bod S je stfedem Ctverce, ze symetrie vime, Ze se jednotlivé dhlopficky pdli v S. Protéjsi
vrcholy se na sebe tedy zobrazi ve stfedové soumérnosti.
Plati-li A € p, C € g, zobrazenim piimek p,q podle stiedu S ziskdme body priiniku p’,q" s pa-
vodnimi pfimkami. Tyto body jsou protilehlymi vrcholy A,C ctverce ABCD. Napiiklad pomoci
kruznice k jednoduse sestrojime zbyvajici vrcholy a doplnime na ¢tverec.

p
L Popis konstrukce:
D C 1. S; stied soumérnosti
q 2.p5S88):p—=p
s 3. 45 5(5) 1q = ¢
<> 4. A;Aepng
5 5. C;S(S):A—=C
6. k;k(S; |AS])
g A B 7. Ctverec ABCD
Obr. 3.7: Priklad 2
Zavér

Regitelnost piikladu zaleZi na poloze piimek p,q a bodu S.

Jestlize budou pfimky p, g riznobézné, priinikem p’ Mg a ¢’ N p bude vzdy jediny bod a tiloha bude
mit jediné feSeni.

Nekonecné€ mnoho feSeni nastane v piipadé, budou-li pfimky p,q rovnob€zné rizné a bod S bude
leZet na ose pédsu ohrani¢eného té€mito pfimkami. Priinik ¢’ s p bude pfimka p.

Pokud S nebude leZet na ose pdsu, ptimky p,q nebudou mit spole¢né body a tloha nebude mit
feseni. ReSeni nedostaneme ani v piipadg, Ze pfimky p, ¢ budou totozné.

Piiklad 3

Sestrojte trojuhelniky ABC, je-1i ddna strana c, téZnice ¢, a duty thel  sevieny téZnici #, a stranou b.
[2, strana 15, pf. 23]
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Reseni

Nejprve si uvédomme, Ze bude nejsnazsi feSit tilohu doplnénim hledaného trojihelnika na
rovnob&znik. Vznikne ndm tedy bod A’, pro ktery plati |AA’| = 21,. Uhel @' = <AA'X je shodny
diky vlastnostem rovnobézniku, tedy rovnob€Zek profatych ptickou, s dutym thlem @ sevieného
téZnici ¢, a stranou b. Pro velikost dutého thlu plati 180° < @ < 360°.

Pak sestrojime trojihelnik ABA’, kde |AA’| = 2t,, |<AA’X| = ® a bod B je prisecikem kruz-
nice k(A,¢) a polopiimky A’X. Stied A; dsecky AA’ oznalime jako stied soumérnosti a zobrazime
bod B do bodu C.

Nyni miZeme sestrojit poZadovany trojihelnik ABC.

X
Bj

Popis konstrukce:
1. trojihelnik ABA’; kde:

|AA'| = 21,
|<AA'X| = 0
B; Bek(A;c)NA'X

2. Al; ‘AAly = ‘AlA/‘,
stfed soumeérnosti

3.C;S(A):B—=C

4. trojuhelnik ABC

Obr. 3.8: Priklad 3

Zavér

Resitelnost tlohy zavisi na dobrém zvoleni jednotlivych parametrd, zvl45té pak na préniku kruz-
nice k s polopfimkou A'X.

Ozna¢me vzdalenost bodu A od polopiimky A’X.

Jestlize d < ¢ < 2t,, budeme mit 2 feSeni.

Pokud bude platit ¢ > 27, nebo ¢ = d, pak dostaneme jedno feSeni.

V piipadé ¢ < d nebudeme mit Zadné feSeni.

Obdobny pocet feSeni dostaneme, pokud oto¢ime tihel @ na opacnou stranu.
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Piiklad 4

Jsou dany dvé soustiedné kruznice ki,k, a bod S € k. Sestrojte rovnobéznik se stiedem S, jehoz
vrcholy leZi na danych kruZnicich. [2, strana 16, pf. 26]

Reseni

Bod S je stfedem rovnobézniku, jehoZ thlopfic¢ky se navzajem puli. MiZzeme tedy fici, Ze Ctyf-
uhelnik je stfedové soumérny podle stfedu S. Jak popisuje zadani, jednotlivé vrcholy maji leZet na
danych kruZnicich.
Proto vyuZijeme soumérnosti ¢tyitihelnika a zobrazime kruZnice k;,k, podle stifedu S. Hledané

body budou priseciky kruZznic ki,k5 s jejich danymi vzory. Po spojeni téchto bodi dostaneme
rovnobézniky spliiujici pfedpoklady ze zadani.

Popis konstrukce:
1. S; stfed soumérnosti
2. K5 S(S) 1k — K|
3. k5 S(S) ik — K
4. A,D; A,D € ky Nk,
5. B,C; B,C € kaNk]

6. rovnobéznik ABCD

Obr. 3.9: Priklad 4

Zavér

Pocet fesen{ zavisi na velikosti polomérii r; a r, danych kruZnic.

Nase tloha ma tfi feSeni (navic rovnobézniky AECF a BFDE), z ¢ehoZ rovnobéznik ABCD je
obdélnikem.

Jediné feseni bude jen pokud r, =3 ry.

Zvolime-li poloméry kruZnic r, > 3r(, r; = r; nebo r, < ri, neobdrZzime Z4dné feSeni.
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Priklad 5

DokaZte s vyuZitim obrazku (Obr.3.11), Ze obsah lichob&Zniku ABCD je roven obsahu obdél-

s 1
niku KLMN. Usecka s je stfedni pficka lichobéZniku a ma velikost s = 5( |AB|+|CD|).
[4, strana 64, pt. 11.14]

ResSeni

Stfedni pfi¢ka s prochdzi stfedy Si,S, usecek AD,BC a také KN,LM. Oba vyznacené troj-
uhelniky jsou proto stfedové soumérné, tedy shodné. Analogickou tvahou potvrdime shodnost
trojuhelniki AK S| a S| DN.

Zménou lichobéznika na obdéInik odebirdme a zarovenn doddvame stejnou Cast plochy. Obsahy
ploch lichobéZnika a obdélnika se proto rovnaji.

Popis konstrukce:

1. lichobéZznik ABCD

2. obdélnik KLMN

3. §,81,82; sttedy soumérnosti

1
4. 5, 5= §(|AB|+ |CD)

5. S(Sz) VAN LBS> — A CMS,
6. S(Sl) : ANAKS] — A NDS;
7. Sapcp = SkLMN

Obr. 3.10: Ptiklad 5

Zavér
Ze shodnosti jednotlivych ploch vyznacenych trojihelnikt (analogicky i AKS| a S1DN) plyne shod-
nost obsahti ploch obou zadanych dtvarg.
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Piiklad 6

Jestlize ve ¢tyfuhelniku ABCD plati AB || CD a AB = CD, je &tyfdhelnik rovnobéznik. Dokazte.
[11, strana 137, pt. 3.22]

Reseni
Nejprve si uvédomme, co plati pro rovnobéZnik:
1. proté&jsi strany jsou shodné
2. protéjsi strany jsou rovnobézné
3. protéjsi dhly jsou shodné
4. soucet sousednich thld je 180°
5. thlopticky se puli. [1]

Ze zadani vime, Ze prvni dva body jsou diky pfedpokladiim splnény.

JestliZe spojime body D, B a body A, C tseckami, které jsou tedy zaroveii thlopiickami, dostaneme
prusecik S.

Jist¢ vime, Ze u rovnobézek protatych prickou jsou stiidavé i souhlasné thly shodné. V nasem
pripadé pricka BD protind rovnobézky DC a AB, tudiZ vyhovuje tieti podmince a taktéZ po dobrém
rozvazeni i Ctvrté.

Nyni potfebujeme ukdazat, Zze bod § je stiedem cCtyithelniku.

Diky shodnosti Ghli |<<BDC| = |<<DBA| a |<DCA| = |<CAB| a tseéek s vlastnost{
mizeme fici, Ze trojuhelniky DSC a ASB jsou shodné.

Ve stiedové soumérnosti se stfedem S se pak zobrazi A — C a D — B. Ddle je zfejmé, Ze
S(S): A DSC — A ASB.

Bod S tedy puli thlopficky. Dokézali jsme posledni vlastnost rovnobézniku a Ze ¢tyitihelnik ABCD
je rovnobéznikem.

AB| = |DC|

Popis konstrukce:
1. AB
2. CD; CD || ABA|AB| = |CD|

3. §;jestfed ¢tyfuhelniku ABCD

4. S(S):D—B

5. rovnobéznik ABCD

Obr. 3.11: Priklad 6

Zavér
Pricky rovnobéZek a zadané vlastnosti ¢tyfihelnika ndm daji stfed soumérnosti, ktery tyto pricky
puli. Vysledkem je rovnob&Zznik ABCD.
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Priklady na procviceni

10.

11.

. Je dana kruznice k, pfimka p a bod S. Sestrojte tiseCku K P tak, aby bod S byl jejim stfedem,

bod K leZel na kruZnici k a bod P na pfimce p. [4, strana 64, pt. 11.10]

. Jsou dany tfi rizné body M, N, S, které neleZi v pfimce. Sestrojte étverec ABCD se stfedem S

tak, aby bod M leZel na piimce AB a bod N na piimce CD. [11, strana 138, pt. 3.26]

. Je déna tseCka AA; (JAA|| = Scm). Sestrojte vSechny trojihelniky ABC, pro které je AA;

téZnici ¢, a pro které plati

a) c=4cm, b=Tcm;

b) y=45°, B =060

c) b=6cm, P =45

d) b=6cm, t,=6cm. [l1,strana 138, pt. 3.28]

. JeddnauseckaAA;; |AA|| = 4,5 cm. Sestrojte vSechny pravouthlé trojihelniky ABC s pravym

uhlem pfi vrcholu C, v nichZ AA; je téZnicit, at, = 6cm. [11, strana 136, pt. 3]
Sestrojte trojuhelnik, je-li ddno: v.,v,,1,. [8, strana 97, pt. 21.4]

Je dan ¢tverec ABCD, pfimka p abod S. Sestrojte tiseCku XY tak, aby bod S byl jejim stfedem,
X € p abod Y ndlezel obvodu ¢tverce ABCD. [2, strana 15, pt. 20]

Jsou dany dvé kruznice ky,k; takové, ze k| Nky #. Bodem X € k; Nk, sestrojte takovou
pfimku, kterd vytind v obou kruznicich shodné tétivy. [2, strana 16, pf. 24]

Jsou dény Ctyfi kruznice a bod S. Sestrojte rovnobéznik XY ZU se stfedem S, jehoZ kazdy
vrchol leZi na jedné z danych kruZnic. [2, strana 16, pt. 27]

Je déna kruznice k = X, |0X| = r s vyznaenym primérem PQ, vné&jsi pfimka p kruZnice k
abod S € p. Sestrojte bod Z € k a piimky QZ a PZ tak, aby platilo: PZNp=X,0ZNp=Y
a dany bod S € p je stfedem tisecky XY . [2, strana 15, pf. 22]

Dokazte, Ze obrazem pfimky a ve stfedové soumé&rnosti je pfimka a’ s pfimkou a rovnob&zna.
[8, strana 95, pt. 21.2]

Dokaz, Ze plati véta. Jestlize se ve ¢tyfuhelniku ABCD pili Ghlopficky, je ¢tyfuhelnik rov-
nobéZnikem. [7, kapitola 3.5.4, pt. 6]



Kapitola 4

Posunuti

Text teorie prislusny k této kapitole je bran z knihy Matematika pro gymndzia: planimetrie.[11]
Orientovana asecka je tsecka, u niZ je ur€eno, ktery jeji krajni bod je tzv. pocate¢ni bod; druhy
krajni bod je jejim koncovym bodem. Orientovanou tsecku s pocate¢nim bodem A a koncovym
bodem B zna¢ime AB.

Nenulové orientované usecky AB a CD jsou souhlasné orientované, jestlize bud”:

1. leZi na téZe piimce a polopiimka AB je ¢asti poloptimky CD, pfip. polopfimka CD je asti
polopiimky AB, prip. obé polopiimky splynou, nebo

2. lezi na riznych rovnobéZzkach a polopiimky AB, CD lezi v téZe poloroving s hrani¢ni piim-
kou AC.

Pomoci orientované dseCky muzeme tedy definovat posunuti:

Je ddna nenulovd orientovand isecka A B. Posunuti neboli translace je shodné zobrazeni T(AB),
které kazdému bodu X piifadi bod X’ tak, Ze orientované dsecky XX’ a AB maji stejnou délku
a stejnou orientaci.

Délka orientované tsecky AB udava délku posunuti, jeji smér urCuje smér posunuti. Posunuti je
prima shodnost.
Délka (velikost) orientované tse¢ky AB je délka tse¢ky AB. Znacime ji |AB|.

Jednoduché priklady principu posunuti

X/
* B
u
X
* %
Pl
Obr. 4.1: Zobrazeni bodu Obr. 4.2: Zobrazeni piimek

_24_
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Zobrazeni ¢étverce

K’

Posuneme-li napiiklad Ctverec ve sméru
orientované useCky AA’, dostaneme
shodny ctverec. Jak lze vidét z obrazku,
dhly v ttvaru se neméni. Translace zacho-
vava tuhly.

Obr. 4.3: Zobrazeni ¢tverce a jeho uhli
Zobrazeni kruZznic

Jsou dany dvé kruznice j,k a useCka XY . Sestrojte tisecku JK shodnou a rovnobéznou s tiseckou
XY tak, aby bod J leZel na kruZnici j a bod K na kruznici k. UvaZujte o poctu feSeni.
[4, strana 60, pt. 10.5]

Reseni

JestliZe ma usecka JK byt tiseCkou shodnou a rovnobéznou s tiseCkou XY apfitomJ € jAK €k,
tak vyuZijeme translaci a posuneme kruZnici k ve sméru orientované usecky XY a kruZnici j ve
sméru orientované tsecky YX.

Body J, K dostaneme pfi priniku jNk" a kN j’. Pak miiZzeme sestrojit dsecku JK.

Popis konstrukce:
X Y

k i o L

% ‘ 7 k 1. XY; orientovana usecka
»47‘ 2. K T(XY) :k— K

A~

3. L TXY): j— )
4 J.K:Je jnk
Keknj

5. JK
Obr. 4.4: Zobrazeni kruznic

Zaver
Uloha m4 tolik fesent, kolik je prinika j, k' (resp. k, j). Dvé feSeni dostaneme, jestlize priniky

budou dva. Jediné feSeni, pokud se kruZnice j, k" dotknou v jednom bodg.
V nasem pripadé€ jsem dostali dvé feSeni.

Nyni si ukaZeme nékolik feSenych piikladti na posunuti.
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Priklad 1

Jsou ddny dvé riiznobézky a,b a tiseCka MN. Sestrojte étverec ABCD, pro ktery platiA € a, B€ b,
AB || MN, |AB| = [MN|. [11, strana 144, pi.3.32]

Reseni

Pro use¢ku AB plati AB || MN, |AB| = |MN/|, potom MN bude orientovanou dseckou MN, kterd
urci smér posunuti.
Posuneme pifimku b ve sméru orientované dsecky NM a pfimku a ve sméru MN. Tak ziskdme
obrazy ptimek a, b a priseéiky A, B, pro které ziejmé plati T(NM) : B — A.
Nyni uz mizeme sestrojit ctverec ABCD.

Popis konstrukce:

p—

. NM; orientovand usecka
2.d; T(MN):a—d
3. TINM):b— 1

4. A;Acand

5.B;Bebnd

6. ¢tverec ABCD

Obr. 4.5: Priklad 1

Zaver

JelikoZ jsou dany dvé riznobézky, bude zaleZet na poloze tisecky MN vzhledem k pifimkam a, b.
Jestlize MN bude rtiznobéZnd od piimek a, b, budou se piimky a,b vZdy protinat s jejich obrazy
ve Ctyfech bodech a vzdy dostaneme Ctyfi feSeni. Posunuti mtizeme provést vidy dvéma sméry,
budeme mit tedy prvni a druhé feSeni. Tteti a Ctvrté feSeni sestrojime v opacné poloroviné, jejiz
hrani¢ni pfimkou je dsecka AB, resp. A;Bj.

Pokud MN bude rovnobéZnd nebo totoznd s nékterou z piimek a,b, nedostaneme Zadné feSent,
nebof a nebo b se zobrazi sama na sebe.

Priklad 2

Vyhledejte misto na fece $itky d, ve kterém by mél stat most ve sméru kolmém na tok feky tak, aby
cesta z obce A do obce B, které leZi na riznych stranach feky mimo jeji biehy, byla nejkratsi.
[11, strana 144, pt. 3.39]

ResSeni

Vyznacime si §itku feky useCkou EF, kterd bude mit pro nds vyznam orientované usecky FE.
Pokud by mezi mésty A,B nebyla feka, zvolili bychom jako nejkratS$i cestu dsecku AB. Proto
posuneme mé&sto A ve sméru FE o velikost d a sestrojime tse¢ku A’B. Tim ziskdme priisecik X
pifmky e s A’B. Zobrazime bod B a analogicky provedeme konstrukci bodu Y. Potom tsecka XY
predstavuje hledany most mezi mésty A, B.
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5 Popis konstrukce:
E % 1. FE;EceNF € fA|FE|=d,
P orientovana usecka
J B’ 2. A'; T(FE): A — A’
7 b/ 3. B'; T(EF):B— B
F Y 4. X; X € A'Bne

5.Y;Yc€AB'Nf
A 6. XY

Obr. 4.6: Priklad 2

Zavér
Piiklad ma jediné feSeni.

Priklad 3

Jsou dény dvé rizné rovnob&zky a, b a bod M uvnitf pasu (a, b). Sestrojte vSechny usecky AB kolmé
k pfimkam a, b s krajnimi body A, B na piimkach a, b, které z bodu M vidime pod thlem 60°.
[11, strana 144, pt. 3.37]

ReSeni

Na zaddtek si zvolime pomocnou dsec¢ku A’B’ tak, aby A’/B’ 1 aANA" € a\B' € b. Sestrojime
ekvigondlu €, tedy mnoZinu vrchold dhld, ze kterych je A’B’ vidét pod dhlem o dané velikosti. Pro
n4s pripad volime tihel 60°.

Do bodu M narysujeme rovnobézku p s ptimkou a. Ziskame bod P jako prisecik € a p.

JelikoZ chceme, aby vyslednd tsecka AB byla vidét pod dhlem 60° z bodu M, posuneme € a tedy
i celou tiseCku A’B’ ve sméru a o velikost orientované usecky PM.

Tim ziskdme Gsecku AB.

Popis konstrukce:

A A A AB A canB eb
b / a M A A'B' L a,lib.
p [P p 2. ;. e={X; |[<A’XB'| = 60°}
3. pspllanMep
4. P, Pecenp
a B Bj

5. PM; orientovana usecka
6. AB; T(PM) :A'B' — AB
Obr. 4.7: Priklad 3
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Zaver

Tato tloha m4 dvé feSeni.

ProtoZe ekvigonalu miizeme zkonstruovat na obé strany tisecky, dostaneme vZdy dvé fesent, v naSem
pripadé je oznaceno A|B;.

Priklad 4
Sestrojte trojihelnik ABC, je-li ddno o, v, t,. [9, strana 23, pt. 3.10]
ReSeni

Ulohu budeme fesit doplnénim na rovnob&znik ABCD. Za¢néme konstrukei tse¢ky AD, kdyz
vime, Ze jeji velikost se rovnd 2 #,. Dale zndme vySku na stranu c. Je ziejmé, Ze pouZitim posunuti
o orientovanou tsec¢ku CD se zobrazi v, na v... VyuZijeme tedy Thaletovy kruZnice nad AD, protoZe
vime, Ze tato kruZnice je mnozinou vSech bodu, z nichz 1ze vidét tsecku pod pravym thlem.
Pomoci kruZnice k se sttedem v bodé D a polomérem v, ziskdme bod V' jako t4p Nk a pfimku p,
kterd je kolmd na V'D v bod€ V' a zéroveti prochdzi bodem A. Pfimka r prochdzejici bodem D
a rovnobéznd s piimkou p urci bod C tak, Ze C € rNAY. Bod B dostaneme posunutim bodu A
o orientovanou tsecku CD. Nyni miZeme sestrojit trojihelnik ABC.

Popis konstrukce:
1. AD; |AD| =21,
2. Tap;Tap = {X;|<AXD| =90°}
3. DV'; V' € tapNk(D; v.),
4. p, p LDV ANA€p

5. o;

<BAY| =«
6. C;CeAYNr,kder || pADEr

7. CD; orientovana usecka

8. B, T(CD):A—B

9. trojihelnik ABC

Obr. 4.8: Priklad 4

Zavér
Tento priklad bude mit jedno feSeni.
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Piiklad 5

VVVVVV

dédna usecka AB. Sestrojte bod Z € k takovy, Ze pfimky PZ, QZ protinaji pfimku p v bodech X,Y
a|XY| = |AB|. [2, strana 16, pf. 29]

Reseni

Jisté je zfejmé, Ze z hledaného bodu Z budeme vidét primér PQ kruZnice k pod thlem 90°.
Posuneme tedy bod Q 0 AB a ze znalosti vlastnosti rovnobéZek protatych prickou vime, Ze zkonstru-
ovanim Thaletovy kruZnice Tpy nad ziskanym bodem Q' a bodem P vznikne bod Y jako prinik Tpy
s ptimkou p.

Posunutim tohoto bodu ¥ o BA dostaneme bod X. Spojenim P s Y a QO s X ziskdme bod Z, ktery
zéroveini lezi na kruZnici k.

Popis konstrukce:
1. AB; orientovana usecka
2. 0, T(AB): Q — O
3. Tpg;
4. Y;Y etpgNp
5.X; T(BA):Y = X

6. Z; ZEkNPY NZ € kN QX

Obr. 4.9: Priklad 5

Zavér

V této tloze zéleZzi na poctu bodi priiniku 7py a pifmky p.

Nase tloha ma dvé feSeni, nebof priiseciky Tpo' N p mdme dva Y, Y.

Pokud by se pfimka p dotykala Tpy pouze v jednom bod€, dostaneme jedno feSeni.
Bude-li prinik prazdny, ptiklad nebude mit Zadné fesen.
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Piiklad 6

Sestrojte rovnobéZnik ABCD, znéate-li velikost jeho stran a velikost toho thlu dhlopficek, jehoZz
ramena prochdazeji vrcholy A, B. [2, strana 17, pf. 33]

Reseni

V predchozi kapitole v pfikladu 6 jsme si zopakovali, co plati pro kazdy rovnobéZznik. Proto
jisté vime, Ze protéjsi strany rovnobéznika jsou shodné.
Nejprve tedy sestrojme tsec¢ku AB’, o které plati |AB'| = 2a, kde velikost strany AB a zéroveii
strany CD jsme oznadili a. Pak zfejmé plati, Ze B je stiedem tsecky AB'.

Kdybychom posunuli dhlopticku BD v posunuti o orientovanou usecku BB’, vznikne ndm

2%

tisetka B'C, ktera je tedy rovnob&znd s BD. Uhlopiicka AC protind tyto rovnob&zky. Ze zadani

N 2%

zname velikost thlu dhlopficek, jehoZ ramena prochdzeji vrcholy A, B. Oznacme jej . Diky vlast-

2%

nostem rovnobé&Zek profatych pfickou je pak thel |[<ACB'| = o.

Zkonstruujme mnozinu bodi, ze kterych je vidét usec¢ka AB’ pod dhlem @. Bod C je priinikem
této mnoZiny € a kruZnice k se sttedem v bodé B a polomérem strany b.
Nyni staci vyuZzit posunuti o B’B a zobrazit bod C na bod D.
Nyni miZeme sestrojit rovnobéznik ABCD.

Popis konstrukce:

1. AB';

AB'| =2a
f 2. B;je stied AB'

3. e={X; |[<AXB'| = 0}

4. B’B; orientovana usecka

5. C; C€enk(B; b)

6. D; T(B’B):C — D

7. Ctytthelnik ABCD

Obr. 4.10: Ptiklad 6

Zaver
V této tloze pocet feSeni ovliviiuje pocet prunikil € s kruznici k.
Miizeme tedy dostat zadné, jedno, dvé nebo nekone¢né mnoho feseni.



Kapitola 4. Posunuti 31

Priklady na procviceni

10.

11.

. Je déna kruznice k(S;r) a ve vnitin{ oblasti kruznice k bod A # S. Sestrojte vSechny rovno-

béZniky ABCD, jejichZ vrcholy B,C, D leZi na kruZnici k a strana AB ma délku r.
[11, strana 144, pr. 3.38]

. Je ddnakruznice k(S r), pfimky p,q(p /f ¢) a na pfimce g tsecka délky a. Urete na piimce p

bod P a na kruZnici k bod K tak, aby platilo PK || ¢, |PK| =a. [11, strana 144, pt. 3.31]

. Dokazte, Ze obrazem piimky v posunuti je piimka s nf rovnobézna. [8, strana 101, pt. 22.6]

Sestrojte lichob&znik ABCD(AB || CD), je-li déno:

a) a,b,c,d,

b) a,c,uy,u;.

Stanovte podminky feSitelnosti. [8, strana 102, pt. 22.9]

N 22%

. Sestrojte lichob&Znik, je-1i dan rozdil zakladen, dvé ramena a jedna dhlopficka.

[5, strana 79, pt. 63]

Sestrojte lichobéZnik, je-li ddna zdkladna, vyska a dvé dhlopficky. Stanovte podminky fesi-
telnosti. [5, strana 79, pt. 65]

. Jsou dany rovnob&Zné primky a, b a bod M lezici uvnitf pasu, ktery ohranicuji. Najdi vSechny

kruZnice, které se dotykaji pfimek a,b a prochdzi bodem M. Najdi feSeni, které nevyuZziva
mnoziny bodu dané vlastnosti. [7, kapitola 3.5.7, pf. 2]

Jsou déany piimky a,b a tise¢ka MN. Sestrojte étverec XY ZU o strané |XY| = |[MN| a rovno-
béZné s MN tak, aby bod X € aabod Y € b. [2, strana 16, pt. 28]

Jsou dany dvé nesoustfedné kruznice ki,k, a smér s. Sestrojte piimku p naleZejici sméru s,
na které dané kruZnice vytinaji shodné tétivy. [2, strana 16, pf. 32]

Ulohu ¢&. 21 fe$te pomoci posunuti.

(Pt. 21: Je dana pfimka p, kruznice k a body S1,S> navzajem rizné. Sestrojte trojihelnik ABC
tak, aby vrchol A € p, vrchol B € k a body S1, 5> byly po fad€ stfedy stran AC, BC.

[2, strana 17, pr. 34]

Sestrojte ctyithelnik ABCD, je-lidanoa =5cm, c=3,5cm, e=6cm, f =5,5cm, € =120°,
kde € = |<<AEB|, E je prusecik uhlopficek. [11, strana 144, pf. 3.42]
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Otoceni

Text teorie prislusny k této kapitole je bran z knihy Matematika pro gymndzia: planimetrie.[11]

Orientovany thel je thel, u néhoz je urceno, které jeho rameno je tzv. pocatecni rameno; druhé
rameno je jeho koncovym ramenem.

Orientovany uhel si miZeme ptedstavit jako pocatecni a koncovou polohu polopiimky, kterd se ota¢i
kolem svého pocatku. Pfi otd¢eni miZe polopiimka vykonat libovolny pocet otacek. Otacet miizeme
bud proti sméru pohybu hodinovych rucicek, ¢ili v kladném smyslu, nebo po sméru hodinovych
rucicek, tedy v zdporném smyslu.

Zakladni velikost orientovaného thlu AV B je velikost thlu AV B, ktery je tvofen polopiimkou VA
oto¢enim do polopfimky VB v kladném smyslu. Vzdy je to ¢islo z intervalu (0,27), pfipadné
z intervalu (0,360°).

Je dan orientovany thel, jehoZ jedna velikost je @, a bod S. Otoceni neboli rotace je shodné
zobrazeni R(S, @), které pfifazuje:

1. kazdému bodu X # S bod X’ tak, Ze |X'S| = |XS| a orientovany thel XSX’ m4 velikost ¢,

2. bodu Sbod §' = S.

Bod S se nazyva stied otocCeni, orientovany thel o velikosti ¢ thel otoceni. Otoceni je prima
shodnost.

Jednoduché priklady principu otoceni
X' X K
X
S S

Obr. 5.1: Zobrazeni bodu Obr. 5.2: Zobrazeni kruznice

—32_
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Zobrazeni piimky

Obr. 5.3: Zobrazeni pfimky

Zobrazeni trojihelnika

Obr. 5.4: Zobrazeni trojihelnika

Otoceni pfimky f, mize sestrojit pomoci
otoceni dvou bodu, které leZi na piimce,
nebo jednodusSeji pomoci kolmé piimky
k pfimce f a jejich priseciku X.

Nejprve zkonstruujeme piimku kolmou
prochazejici bodem S, ¢imZ vznikne pra-
secik X. Po oto¢eni tohoto bodu napiiklad
o +45° budou zobrazené piimky f', f
opét kolmé k piimkdm SX', SX].

M¢éjme trojihelnik ABC. Zvolme bod B
jako stied otoceni a oto¢me trojihelnik
napiiklad o +100°. Dostaneme trojthel-
nik A’BC’.

Pokud zvolime opacny uhel otoceni, tedy
thel v zdporném smyslu, —100°, coZ od-
povida otaceni po sméru hodinovych ru-
Ci¢ek, budeme mit trojihelnik A} BCj.
Vidime, Ze rotace zachovavd plvodni
vzdalenosti bodd i vrcholové dhly rtiznych
utvard.

Podobné miZeme otocit trojuhelnik ABC
i se stfedem otoceni napiiklad ve vr-
cholu C.

Obrazem bude trojihelnik A}, B),C.

Nyni si ukaZeme nékolik feSenych prikladl na otoCeni.

33
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Priklad 1

Do daného rovnobéZniku KLM N vepiste Ctverec ABCD tak,abyA € KL,B€ LM,C € MN,D € KN.
[11, strana 151, pt. 3.50]

Reseni

Po narysovéani daného rovnobéZznika KLMN sestrojme stied thlopficek S. Ozna¢me ho jako
stfed otdCeni. Tento bod bude zaroveri sttedem hledaného Ctverce.
Pro kazdy vrchol &tverce plati, Ze v rotaci se sttedem v bod€ S o0 £90° se zobrazi na vedlej$i vrchol,
nebof vime, Ze thlopti¢ky vSech ¢tvercid se navzajem puli a jsou na sebe kolmé.
PouzZijme tedy otoceni se stfedem v bodé¢ S napiiklad o +90°. Oto¢me kazdou stranu daného rov-
nobéznika. Bod B € LM bude obrazem bodu A € KL a tedy bude leZet i na zobrazené tisecce K'L’.
Analogickou dvahovou vzniknou ostatni body C,D a tedy i bod A.
Pak mtizeme zkonstruovat ¢tverec ABCD.

Popis konstrukce:
1. §; stfed otoCeni

2. K'L'; R(S,490°) : KL — K'L’

3. B, Be KLNK'L'
4. I'M'; R(S,+90°) : LM — L'M’
5.C; Ce'M'NMN

B 6. M'N'; R(S,+90°) : MN — M'N'

7. D; D e M'N'NNK

8. N'K'; R(S,+90°) : NK — N'K’

K’ 9. A; Ae NK'NnKL

10. étverec ABCD
Obr. 5.5: Priklad 1

Zavér
V tloze zaleZi na orientaci thlu, o ktery budeme rovnobéZznik KLMN otacet. Druhé feseni tedy

dostaneme, kdybychom rovnobéZnik otocili o stejné velky thel, ale v zdporném smyslu.
Z4dné feseni budeme mit, pokud se viechny vrcholy rovnob&Znika zobrazi vné KLMN.
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Piiklad 2

Jsou dany tfi riizné rovnob&zky a, b, c abod C € c. Sestrojte v§echny rovnostranné trojihelniky ABC
tak, aby A € a,B € b. [11, strana 151, pf. 3.52]

Reseni

Velikost vSech vrcholovych tihla kazdého rovnostranného trojihelnika je 60°. V otoceni se
sttedem v jednom z vrcholovych hld se na sebe zobrazi o thel +60° ostatni dva vrcholy.
PouZijeme tedy rotaci se stiedem v bod& C o orientovany tihel +-60°. Piimce a pfifadime piimku a’.
Podobné zobrazime piimku b na piimku b’ se stejnym stiedem otoceni a velikosti thlu, ale v z4-
porném smyslu.

Dostaneme body A, B, nebof vime, 7e A€ aAB € baziegméAc b NBed.
Spojenim vsech ti{ bodd sestrojime trojihelnik ABC.

b o d b Popis konstrukce:
A A 1. C; stfed otoceni
a 2. d; R(C;+60°) :a—d
3. B; Bebnd
b B B 4. b'; R(C;—60°) : b — b
C 6. trojuhelnik ABC
Obr. 5.6: Priklad 2
Zavér

Pfiklad ma dvé feSeni, nebof mlizeme provést rotaci i v opaéném sméru. Druhy rovnostranny
trojihelnik bude A; B, C.

I kdybychom zvolili jinou polohu piimek, vZdy budeme mit dvé feSeni, nebot piimky podle zadani
musi byt rizné.

Priklad 3

Je dan bod C, pfimka p a kruznice k(S;, 3cm); |Sp| = 4cm,|Cp| =2cm,|CS| = 5cm abody C, S
leZi v téZe poloroviné s hrani¢ni piimkou p. Sestrojte vSechny pravotihlé rovnoramenné
trojahelniky ABC (|<<ACB| =90°) tak, aby A € p,B € k. [11, strana 151, p¥. 3.53]
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ReSeni

Nejprve sestrojime zadani. JelikoZ ze zaddni vime, Ze rovnoramenny trojihelnik ABC bude
pravouhly s pravym thlem u bodu C, mizeme pouzit rotaci se sttedem v tomto bodé o +90°.
Ze zaddni a naich tvah plyne, Ze A € pNk’, kde k' je obrazem kruZznice k, tedy R(C; —90°) : k — k.
Pak bod A € kN p’, kde obdobné& p’ je obrazem p, nebof R(C;+90°) : p — p'.
Pak mtizeme narysovat trojihelnik ABC.

Popis konstrukce:
1. C; stied otoceni
2. K5 R(C;—90°) 1k — K
3. A;Aepnk
4. p's R(C;+90°) : p — p/

5.B;Bcknyp

6. trojuhelnik ABC

e

Obr. 5.7: Priklad 3

Zavér

V piikladu zéleZi na po¢tu bodd v priniku pfimky p’ a kruZnice k (resp. pNk').

Zjistili jsme, Ze kruznice c, kterd oznacuje danou vzdalenost CS se protne ve dvou bodech s piim-
kou r, kde vzdalenost r a p je stejnd jako dana vzdélenost S a p.

V jedné poloroving s hrani¢ni pfimkou p ziskdme s t€mito danymi parametry Ctyfi feSeni.

Pro prehlednost na obrdzku jsou pouze dvé feSeni.

Priklad 4

Jsou dény soustfedné kruZnice kj,k; a bod M, ktery je vnitfnim bodem mezikruZi k1, k. Sestrojte
rovnostranny trojuhelnik MAB tak, aby A € k; a B € ky. [2, strana 15, pf. 15]

ReSeni

Bod M ozna¢me stifedem otoceni a provedme rotaci kruZznice k; o +60°, nebot vime, Ze hle-
dany trojihelnik mé byt rovnostranny. Dostaneme bod B, ktery bude bodem prtiniku zobrazené
kruznice k’1 a kruznice k,. Bod A bude obrazem bodu M v otoceni se stiedem v bod€ B o thel +60°.
Miizeme tedy sestrojit hledany trojihelnik.
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Popis konstrukce:
1. M; stfed otoCeni
2. ki3 R(M;4-60°) @ ky — k]
3. B; B € kyNk/, stied otoden{
4. A; R(B;+60°) : M — A

5. trojuhelnik MAB

Obr. 5.8: Priklad 4

Zaver

Pocet feSeni z4visi na po¢tu boda v priiniku k| a ko, resp. k5 Nkj.

JestliZze se kruznice budou protinat ve dvou bodech, dostaneme ¢tyfi feSeni. Rotaci miizeme orien-
tovat do dvou riznych smért.

Pokud se budou kruZnice k| a k; jen dotykat, tedy budou mit spole¢ny jeden bod, miZeme sestrojit
pouze dvé feSeni.

Uloha nebude mit feSeni, kdy?Z primik t&chto kruZnic bude prazdny.

Priklad 5

Je dédna kruznice k(S; r), bod B a usecka délky d(d < 2r). Sestrojte tétivu XY kruZnice k délky d
tak, aby byla vidét z bodu B pod thlem 60°. [11, strana 151, pf. 3.56]

Reseni

Ozname stied S kruZnice k jako stied rotace a nejprve sestrojme libovolnou t&tivu X'Y’ délky d
kruZnice k.
JestliZe z bodu B chceme vidét tétivu pod thlem 60°, potfebujeme zkonstruovat ekvigonalu &, tedy
mnoZinu bodt, ze kterych je X'Y’ vidét pod pozadovanym dhlem.
Pomoci kruZnice ¢(S; |SB|) ziskdme bod B’ jako prise&ik € a c. Pak uz miZeme zobrazit tétivu X'Y’
na tétivu hledanou. Proved'me rotaci R(S; |<B'SB|).
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Popis konstrukce:
1. S; stred otoleni
2. X'Y'; |X'Y'| =d, tétiva kruZnice
3. & e ={A; |[<X'AY’'| = 60°}
4. c; c(S; |SB|)
5. B; B cenc

6. XY; R(S;|<B'SB|) : X'Y' — XY

Obr. 5.9: Priklad 5

Zavér

Pocet feSeni tohoto piikladu zdleZi na po¢td praseciki kruZznice ¢ a mnoZiny bodi €’.

Mizeme tedy mit dvé feSeni XY, X Y1, jestlize € Nc = {B', B} }, jedno, pokud € Nc = {B'} nebo
7adné, je-li € Nc = 0.

Piiklad 6

Ve ctverci ABCD je K libovolny bod strany DC, osa p uhlu BAK protind stranu BC v bod€ L.
Dokazte, ze plati |BL|+|KD| = |AK]|. [6, strana 153, pf. 61]

ReSeni

JestliZe m4 platit dand rovnost, budeme povaZovat vrchol A ¢tverce ABCD za stfed otoceni.
Rotaci se stfedem v tomto bod& o dhel +90° dostaneme obraz trojihelnika ABL, trojihelnik ADL'.
Jisté je ziejmé, ze AL’ | AL a|DL'| = |BL|. Sestrojme do bodu L rovnob&Znou piimku p k pfimce,
ktera je oznacena body L'A. Pak ze znalosti vlastnosti rovnob&zek profatych pifimkou a vlastnosti
rotace miZzeme fict, Ze v trojihelniku AKL' budeme mit shodné thly u strany AL’. Trojihelnik bude
rovnoramenny.

To tedy znamend, Ze musi platit rovnost |L'K| = |AK].
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Popis konstrukce:

I D k P C
® 1. A; stied otoCeni
2. AN ABL
L
3. ADL'; R(A; +90°) :
ANABL — NADL'
4. AL’ L ALA|DL'| = |BL]|
), o5 5. |<KAL'| = |<ALK|

6. |L'K| = |AK]|
Obr. 5.10: Priklad 6

Zavér
Diky pouziti rotace jsme dokdzali zadanou rovnost.
Jinou moZnost feSeni jsme ukdzali pomoci osové symetrie.
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Priklady na procviceni

10.

11.

. Jsou dany dvé navzdjem rovnobézné primky b,c a mimo né¢ bod A. Sestrojte rovnostranny

trojuhelnik ABC s vrcholy B € b a zarovenl C € c. [4, strana 63, pt. 11.6]

. Jsou dédny pfimky p,q abod S. Sestrojte ctverec ABCD o stfedu S tak, aby byla splnéna jedna

z nésledujicich podminek:
a) Pro dva sousedni vrcholy A,B plati A € p, B € q.

[4, strana 64, pt. 11.11]

. Do ¢tverce ABCD vepiste rovnostranny trojuhelnik KLM, jestlize K € AB.

[8, strana 94, pr. 20.11]

. Jsou ddny dvé pfimky /1,/,, bod A a dhel . Sestrojte kruznici k se stfedem v bodé A tak,

aby platilo: |[<BAC| = a, kde B€l;NkaC € l,Nk. [2, strana 15, pt. 16]

Sestrojte rovnostranny trojihelnik ABC, jehoZ vrcholy lezi na tfech danych soustiednych
kruZnicich. [2, strana 14, pt. 14]

Jsou dédny dvé€ soustiedné kruznice k;(S;4cm),k(S;3c¢m) a bod A(|SA| = 2cm). Sestrojte
vSechny

a) rovnostranné trojihelniky ABC tak, aby B € k{,C € k,
b) ctverce ABCD tak, aby B € ky,D € kj.

[11, strana 151, pt. 3.51]

. Jsou dany dvé rdznobézné piimky a,b a bod A, ktery nelezi na Zadné z nich. Sestrojte

¢tverec ABCD tak, aby B€ aa D € b. [2, strana 15, pr. 17]

Je déna kruznice k(S;3 cm) a bod A(|SA| = 1,5cm). Sestrojte viechny tétivy XY kruznice k
o délce 5,5 cm, které prochdzeji bodem A. [11, strana 151, pt. 3.55]

V mezikruZi tvofeném soustfednymi kruznicemi k a 4 je dan bod M. Sestrojte usecku, kterd
prochazi bodem M, mé kazdy z krajnich bodd na jedné z kruZnic a ma pfedem uréenou
délku d. [4, strana 64, pr. 11.12]

Je ddna kruZnice k(S; 5cm) abod X, |XS| = 4 cm. Najdi vSechny tétivy AB kruZnice k takové,
aby prochazely bodem X a mély délku 7 cm. [7, kapitola 3.5.9, pr.5]

Je dana kruZnice k, pfimka g a kladné ¢islo d. Naleznéte na pifimce g takovy bod M, z néhoz
teny sestrojené ke kruZnici £ budou mit délku d, tj. vzdélenost bodu M od bodu dotyku
ziskané teCny s kruZnici bude pravé d. [4, strana 64, pr. 11.13]
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Skladani shodnych zobrazeni

Text teorie prislusny k této kapitole je bran z knihy Matematika pro gymndzia: planimetrie.[11]

Jsou ddna dvé shodnd zobrazeni Z1,Z5 a X je libovolny bod (roviny); Z; : X — X', Z5: X' — X"
Zobrazeni Z : X — X" se nazyva zobrazeni sloZené ze zobrazeni Z1,Z, v tomto poradi.

Pro sklddani zobrazeni se pouZziva oznaceni o. Zobrazeni Z sloZené ze zobrazeni Z1,Z» v tomto
poradi pak zapiSeme Z = Z, 0 Z;.

SloZenim dvou osovych soumérnosti vznikne vZdy jedno ze shodnych zobrazeni: identita, posunuti
a otocenti (pfip. sttedova soumérnost jako zvlastn{ piipad otoceni).

Zobrazeni sloZené ze ti{ osovych soumérnosti je bud’ osovd soumérnost, nebo posunutd osova sou-
mérnost.

Libovolné shodné zobrazeni je bud’ osova soumérnost, nebo se da sloZit ze dvou, popf. tif osovych
soumérnosti. Existuji pouze ndsledujici shodnd zobrazeni: osovd soumérnost, identita, posunuti,
otoceni (prip. stredova soumérnost jako zvlastni pripad otoceni) a posunutd soumérnost.

Protoze je sloZzenim dvou piimych shodnosti opét pfima shodnost, dostdvame tak, Ze skladani po-
sunuti a otocenf je opét posunuti nebo otoceni. To, Ze sloZenim dvou posunuti je opét posunuti je
ziejmé. Podobné se snadno nahlédne, Ze sloZenim posunuti a otoceni je opét otoCeni o stejny thel
kolem jiného stfedu. Novy stied oto¢eni je ov§em zdvisly na tom, v jakém potadi tato dvé zobrazeni
sloZime. [3]

Jednoduché priklady principu skladani

Zobrazeni usecky

Jsou ddny dvé shodné tseCky AB, A’B’. Urlete zobrazeni, v nich? je tise¢ka A’B’ obrazem tsecky AB.
Vytvorte tato zobrazeni slozenim osovych soumérnosti. [11, strana 160, pr. 3.62]

_4]—
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Reseni

Obr. 6.1: Zobrazeni usecky

/

Obr. 6.2: Zobrazeni usecky

Zavér
ZéleZi na poloze piimek.

Jestlize si zvolime dsecky AB,A’B’ tak,
7e A=A"a B =B, zobrazeni pfitazujici
tiseCku AB tseéce A’B’ takovymto zpliso-
bem bude identita.

Pokud tusecky budou opét totozné, ale
bude platitA = B’ a B =A’, hledané zobra-
zeni bude osova soumérnosti podle osy o,
kdeo L. ABAS € o akde bod S je stredem
usecky AB.

V piipadé, kdy AB bude rovnob&Zna rtizna
s usetkou A|B), budeme mit posunuti
o orientovanou tse¢ku AA}. Toto zobra-
zeni mlizeme sestrojit taky pomoci osy o1,
ktera je osou pasu uréeného useCkami AB
aA|B).

Budou-li dané tsecky rtiznobézné, budou
mit bud jeden spolecny bod, nebo jejich
prusec¢ik bude leZet na primkach vedou-
cich témito udseckami. Zobrazeni, které
hledame, bude otoenim v téch bodech
priniku o urcity dhel.

Stejny obraz tisecky AB dostaneme i v pfi-
padé, kdyZ pouzijeme osovou soumérnost
podle osy, kterd bude osou uhlu otdceni.

V ptipadé A = A’ AB = B’ dostaneme identitu, pro A = B’ A B = A’ budeme mit osovou soumé&rnost,
pro AB || A B} bude hledané zobrazeni posunutim a pro moznost AB }f A, B, bude oto¢enim.

Nyni si ukaZeme nékolik feSenych prikladli na skladani shodnych zobrazeni.
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Priklad 1

Jsou diany dva body A a B, leZici na téZe strané¢ od dané pifimky XY. Naneste na tuto piimku
usecku MN dané délky / tak, aby lomend ¢ara AM + MN + NB byla nejmensi délky.
[5, strana 80, pt. 75]

Reseni

Ozna¢me si XY, kterd uddvd danou piimku, jako orientovanou dsecku XY a zdroven |XY|=1.
Posuiime bod B na bod B’ smérem k bodu A po piimce rovnobézné s XY o vzdélenost |[MN|, tedy
pro nase oznaceni o orientovanou usecku YX. Potom budeme mit jiZ zndmou tlohu z kapitoly
o osové symetrii. Tedy pro ziskdni nejkratsi velikosti lomené ¢ary mezi bodem A bodem leZici na
pifmce XY a bodem B, zvolime osovou soumérnost podle osy XY a zobrazime bod B’ na bod B” .
Spojenim téchto bodl ziskame bod M na XY, ktery uruje onu minimdlni délku, nebof to plyne
z trojihelnikové nerovnosti.

Pak pfi posunuti M o orientovanou dseCku XY, dostaneme bod N, ktery lezi na XY a zaroven
IMN| = 1.
Pak bude soucet délek [AM|+ |[MN|+ |NB| minimélni.

B Popis konstrukce:

1. XY, orientovana usecka

2. B; T(YX):B— B

o¢—>»—— 3 piimka XY, osa soumérnosti
4. B"; O(XY):B — B’

5. M; M € XYNAB"

.B’ "

6. N; T(XY):M — N

A 7. |AM|+ |MN| + |NB|
je minimalni

Obr. 6.3: Priklad 1

Zavér
SloZenim posunuti a osové soumérnosti jsme nanesli na primku dsecku MN dané délky tak, aby
zadand lomen4 ¢4ra byla nejmensi délky.
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Piiklad 2

Je dan trojihelnik ABC. Urcete, jaké shodné zobrazeni vznikne sloZenim stfedovych soumé&rnosti
S1, Sz, Ss, jejichz stfedy jsou po fadé body A, B, C. [2, strana 17, pt. 36]

Reseni

Zobrazime-li trojuhelnik ABC postupné ve stfedové symetrii S1, S, S3 se stiedy v bodech
A, B,C, dostaneme vysledny trojuhelnik A;.B.C. Sestrojime tsecky AAr, BB, CC(. a tim ziskdme
prisecik S, ktery je zdrovefi stfedem soumérnosti trojihelnikii ABC a A-B.C(.. Vzniklé shodné
zobrazeni je stfedovou soumérnosti.

Popis konstrukce:

By 1. A,B,C; stiedy soumé&rnosti

2. AAB,C); S1(A):
AABC = AAB,C),

c, 3. AALBLCh; Sa(B) :
AAB,Cy — NALBCh

A ) 4. NALB.Cr; S2(C)
b Bp A ApByCly — NALBC}.

5.5, 8¢ AA’COBB’CHCC’C,
stifed soumérnosti

Obr. 6.4: Priklad 2

Zavér
SloZenim tf{ sttedovych soumérnosti ziskdme opét sttedovou soumérnost.

Priklad 3

Dokazte, Ze posunutd soumérnost P se dd slozit ze stiedové soumérnosti S(S) a osové soumér-
nosti O(0), S ¢ o v libovolném poradi. [11, strana 160, pf. 3.66]
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ReSeni

M¢jme libovolny tutvar, napiiklad trojihelnik ABC, stied S a osu o.
Posunutd osova symetrie je sloZenim osové symetrie a posunuti ve sméru osy o nenulovy vektor. Je
tedy posunutd osova symetrie sloZzenim tif osovych symetrii, pfitom jsou dvé osy symetrie rovno-
bézné a kolmé na tieti osu. [3]
Proto sestrojme osu 01 || 0 a osu 03 L 0] AS € 01 No,. Slozenim osovych soumérnosti podle os 0
a 0y dostaneme stfedovou soumérnost se sttedem v bodé S a obraz trojihelnika ABC, trojihel-
nik A,BSC).
Zobrazenim trojihelnika A B,C) v osové soumérnosti O (o) vznikne trojihelnik A’B'C’. Tento troj-
uhelnik je zobrazen v posunuté symetrii, kterd je sloZenim osové symetrie podle osy 0, a posunuti
o orientovanou tsec¢ku B,B’ .
Pak jisté& plati, Ze P = S(S) 0 O(0) = O(02) 2 O(o
a 0(02) o T(B'B)) = 0(02)00(01)00(0) =

Popis konstrukce:

1. S, stied soumérnosti

2. o0, 0sa soumernosti

3. 01; 01 ||]oAS €0

4. 03, 00 Log AS €0y

5. AALBLCY:
S(S)=0(01)00(07) :
ANABC — AA/ZB’ZCQ

6. NA’B'C’; O(0) :
NALBLCY — AA'B'C

Obr. 6.5: Priklad 3

Zavér
Dokaézali jsme, Ze posunutou soumérnost P 1ze sloZit z takto zadané stfedové a osové soumérnosti
v libovolném poradi.

Priklad 4
Je dén rovnobéZnik ABCD, jehoZ vSechny Ctyfi strany jsou shodné. VysSetiete, jaké shodné zobrazeni

vznikne sloZenim osovych soumérnosti, jejichZ osy jsou po fadé pifimky AB, BC,CD, DA.
[2, strana 17, pf. 35]
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ReSeni

Zobrazme dany rovnobéZnik ABCD v jednotlivych osovych symetriich podle danych os AB, BC,
CD, DA. Obrazem ABCD pii aplikaci tohoto slozeného zobrazeni je kosocétverec A} B,C,D),. Zobra-
zeni, které nam vzniklo, ozna¢me Z. Z je sloZzenim dvou rotaci, nebof plati, Ze otoceni je slozenim
dvou osovych symetrii s riznobéZznymi osami.

Tedy 0(02) 00(01) =R: A 0(04) 00(03) =Ry, — Z=Ry0Rj.

Slozenim dvou otoceni (obecné podle rtiznych stfedi i Ghll) je bud'to posunuti, nebo otoéent.
Dvé sloZend otoeni jsou otoCenim o thel o + 8 # 2 7, kolem bodu, ktery dostaneme jako samod-
ruzny bod sloZeného zobrazeni. Pro rizné poradi sklddani jsou to rizné body.

Specidlné pro o + B = 7, jde o stiedovou symetrii. Pro o + 8 = 2w dostaneme bud’ identitu (pro
stejné stiedy otaceni), nebo posunuti (pro rizné stiedy otaceni). Pro rtizné potadi skladani jsou to
rtzna posunuti. [3]

V nasem pifpadé otd¢ime dany kosoctverec v rotaci Ry kolem bodu B o velikost thlu <CBC}
v kladném smyslu. V Ry oto¢ime vznikly kosoétverec ASBCLD), se stfedem rotace v bodé D
o velikost thlu <C,DC} opét v kladném smyslu. Ze symetrie koso¢tverce si mizeme uvédomit, Ze
|<<CBC)| = |<C,DC)).

Vysledny obraz A} B,C,D), je dostaneme tedy sloZenym zobrazenim, které je rotaci
Z =R(S; |[<ASA}) : ABCD — A|B,C, D), kde S je pruse¢ikem os usecek AA)j, BB}, CCy, DD).

Popis konstrukce:

1. 01,02,03,04; AB = 01,
BC = 072, CD = 03, DA = 04,
0sy soumeérnosti

2. ABC{D/; O(oy) :
ABCD — ABC, D),

3. ASBC,D); O(0y) :
ABC| D/, — A,BC,D),

4. AB,CiD5; O(03) :
,BC,D, — ASB,C, D),

5. AyB,C,D}; O(04):
ALBiC\D, — A, B,C,D),

6. Z:ABCD — A,B,C,D),

7. Z=Ry0oR;

8. Z=R(S; |<ASA)) :
ABCD — A,B,C,D),

Obr. 6.6: Priklad 4

Zavér
Slozenim zadanych shodnych osovych zobrazeni dostaneme rotaci R(S; |<ASA)).
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Priklad 5

Je dan rovnostranny trojihelnik ABC. Urcete, jaké shodné zobrazeni vznikne sloZenim rotaci o vr-
cholové uhly se stfedy, kterymi jsou po fadé jednotlivé vrcholy A, B, C daného trojtihelnika.

Reseni

Slozené zobrazeni ozna¢me Z, priCemZ Z = R3 0 Ry 0 R1. KdyZ postupné zobrazime jednotlivé
rotace kolem danych stfedt o Ghly +60°, dostaneme trojihelnik A;BC}.
V ptedchozim piikladé jsme si fekli, Ze sloZzené otdCeni, kde pro thly jednotlivych otoCeni plati
o+ B + v =180°, je sttedovou soumérnosti, kterd je zdroven oto¢enim o +180°.
Pak tedy plati, Ze Z = R(B; —180°) = S(B), kde bod B je stfedem usecek CC}, AA% a stiedem
symetrie.

Popis konstrukce:

1. AACCY; Ri(A; +60°) :
AABC — NACC)

2. NACLAL; Ry(B; 460°) :
AACC, — AACLAL

3. AALBCY; R3(C; 460°) :
AAC,AL — AALBC)

4. 7 =R3z0Ry0R;

5. Z=R(B; —180°) = S(B)

Obr. 6.7: Priklad 5

Zaver
SloZenim zadanych rotaci jsme dostali stfedovou soumérnost podle bodu B, ktera je specidlnim
pfipadem oticeni.
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Priklady na procviceni

1. Je dana primka p, kruZnice k abod M. Vzajemnou polohu p, k, M volte stejné, jako v iloze 37.
Sestrojte vSechny ctverce ABCD tak, aby platilo BE kAD € pANA =M.

(pf. 37: Je déna useCka OP, |OP| = 4cm. Sestrojte kruznici k(0;2,5cm) a pitimku p,
p L OPAP € p. Dile sestrojte jeden bod M, pro ktery plati |OM| =3 cm a |[<POM| = 30°.
[10, strana 79, pt. 39]

2. Jsou dény tfi rzné body S1,S3,A tak, Ze bod S; je stredem tisecky S;A. Urcete, jaké shodné
zobrazeni vznikne sloZenim Rj o T o Ry, kde Rj, Ry jsou rotace se stfedy Si, S» a T je
translace, kterd prevadi bod S; v bod A. [2, strana 17, pt. 37]

3. Je dan duty tihel <ASC, jehoZ osou je polopiimka SB. Urcete, jaké shodné zobrazeni vznikne
slozenim T1 o0Ro Ty, kde Ty, T» jsou translace, jejichZ sméry jsou po fadé kolmé na
piimky SA, SB a R je rotace, kterd prevadi polopiimku SA v polopiimku SC.

[2, strana 17, pr. 38]

4. Je dan pravidelny osmithelnik ABCDEFGH se stfedem S. UrCete zobrazeni, v némZ je
obrazem trojihelniku ABD trojihelnik
a) AHF
b) HGE
c¢) EFH
d) BCE
e) CHB

Vytvorte tato zobrazeni sloZzenim osovych soumérnosti. [11, strana 160, pr. 3.64]



Zaveér

Préce obsahuje vZdy v kazdé kapitole ¢4st teoretickou i praktickou, kde jsou feSeny typové piiklady.
Do vybéru fesenych tloh jsem zahrnula konstrukéni i diikazové priklady.

V prvnich prikladech jednotlivych kapitol jsem ndzorné ukdzala elementarni principy daného
zobrazeni.

Text teoretické ¢asti i nasledné zpracovani jednotlivych tloh je prizptisobeno tak, aby odpovidal
béZné probiranému stiedoskolskému ucivu. Budu rada, kdyZ tato prace i naddle najde vyuZiti
u nékterych uciteltl pfi vyuce na stiednich Skoldach nebo u zZaki alespon pri jejich samostudiu.

P1i tvorbé své prace a diky nf jsem ziskala mnoho novych zkusenosti, které budu moci vyuZit ve
svém budoucim povolani. Osvojila jsem si znalosti z u¢iva planimetrie a shodnosti. Zdokonalila jsem
si jazykové schopnosti, zvlasteé formulaci svych myS$lenek a jejich nasledny pfevod do smysluplnych
vét. Zlepsila jsem se v prici se sdzecim systémem IXTEX a naucila jsem se obstojné pracovat

v programu GeoGebra.
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