Exponencialni a logaritmické funkce, rovnice a nerovnice
e Mocnina a” je definovana v téchto pripadech:

(i) a e R,z €N,

(i) a e R—-{0}, z € Z,
(ili) a« € RT U{0}, z € RT,
(iv) a e R, z € R.

o Zakladni vlastnosti mocnin:

at=a; a*-ad’=a"";
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a>0 = (a"=0d" <= (a=1Vz=y)).
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e Cislo z = log, b definujeme vztahem a” = b pro véechna a € Rt — {1} a b € R*. Misto log;, a piSeme
pouze log a a misto log, a piSeme Ina.

e Zakladni vlastnosti logaritmi:

1
log,1=0; log,a=1; log, (_) =—1;
a

log, (zy) = log, v +log, y; log, (E) = log, x — log, y; log, (z¥) =y - log, z;
y
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log,, (—) = —log,z; log,x =
x
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e Exponencidlni funkci rozumime libovolnou funkei f tvaru f(z) = a”, kde a € Rt —{1}. Plati D(f) =
R, H(f) = R*. Exponencidlni funkce je pro a € (0;1) klesajict, pro a > 1 rostouci. To znamené, Ze
kazda exponencialni funkce je prostd, a proto k ni existuje funkce inverzni. Exponencialni funkce neni
suda, licha ani peritodicka.

e Logaritmickou funkci rozumime libovolnou funkci g tvaru g(z) = log, , kde a € RT — {1}. Logarit-
micka funkce je inverzng funkci k funkci exponencialni (tj. g(x) = f~'(x)), to znamena, 7e pro stejné
a jsou grafy funkci f a g soumérné podle primky y = x. Z uvedené skutecnosti vyplyvaji i dalsi vlast-
nosti logaritmické funkce, tedy D(g) = R*, H(g) = R, pro a € (0;1) je logaritmické funkce klesajici,
pro a > 1 rostouct, logaritmickéa funkce neni suda, licha ani periodicka. Inverzni funkci k logaritmické
funkci je opét funkce exponencidlni, tj. f(z) = g~ ().

e Pii TeSeni exponencialnich a logaritmickych rovnic a nerovnic lze v mnoha pfipadech uzit vhodné
substituce a prevést je na zdkladni rovnici a® = b, resp. log, x = b, nebo na zakladni nerovnici a® > b,
resp. log, x > b. U takovych nerovnic vyuzivame nasledujici pravidla:

— je-lia > 1, pak
a* <a’ <= z<y; log,x <log,y <= = <uy;

—jeli0<a< 1, pak

a* <a’ <= z>y; log,x<log,y <= = >y.



Ulohy:
1. Porovnejte cisla
49\ 160 3 ~320
—— a — :
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2. Urcete defini¢ni obory nésledujicich funkeci

2 —2x+1 2

—— X a g(x)= :
2 w2 9(z) 1 — y/logg(z —1)3

3. Najdéte vSechny hodnoty parametru a € R, pro které je funkce f definovana predpisem
1—a?\"
xTr) =
/() ( 24a )

4. Urcete vSechna x € R, pro ktera nabyva funkce

klesajici exponencialni funkci.

5
— log:
f(z) =logy —

nezapornych hodnot.

5. Necht jsou dany funkce
Ji: y:log%(x—l) a foiy=2"2_75

Do jednoho obrazku nacrtnéte vérné jejich grafy (vyznacte v nich dilezité body, pfipadné prvky
soumérnosti, priseciky se soutradnicovymi osami) a urcete jejich definiéni obory a obory hodnot. Na
zakladé téchto grafit najdéte vSechna feseni rovnice

log%(x —1)=2""2-5.
Zduvodnéte pritom, pro¢ ma tato rovnice Vami uvadény pocet feseni.

6. V R vyfTeste rovnice

1
37T =81, =1 107%=5 2" 42U =096

7. V R vyfeste rovnice

2(:074)‘\/m: 1’ 3y_2y :2y+1+3y727 49% _94% :56%

8. V R vyfeste rovnice

2log 3z

_S8%E
log(2 — 7z)

log;(6z +1) =2, logylogs(1+20log,y) = -2,

9. V R vyfeste rovnice

3
3log 222 + 2log 3z = 5logx + 2log62®, logsy + 2log, y = 3, 10g2z—log4z+log16,z:z



10. V R? vyfeste soustavy rovnic

logx +logy = 2, V/Bu . \/3v = 45,

Qlosz . gloey — (/54 v = 12.

11. V R vyfeste nerovnice

27 . 4% < 64, 25Y—9-5Y4+20<0, 2Vv0<8. <

12. V R vyfeste nerovnice

1\* s
)

log%(2x+4)2—3, log,2>1, logz-log(z+1) <0, logiu—i-log%uzz
3

Vysledky tuloh:
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D(f) = (=2;00) — {1}, D(g) = (2;00) — {3} (ndvod: 0 <logg(x — 1)* # 1),

. a € (=1;1) (navod: 0 < 52 < 1),

.z € (8;00).

Protoze f; je klesajici funkce a fy naopak rostouci funkce v celém svém definicnim oboru, mohou
se jejich grafy protnout nejvyse v jednom bodé. Na zakladé vlastnosti obou funkci snadno najdeme

x-ovou souradnici jejich priseciku, coz je kofen resené rovnice: x = 4.

r =10, y = 10/10, u; = 3, v; = 4, uy = 6logy 3, vy = 2log, 5,
xr € (—00;2), y € (logs4;1), z € {6} U (10; 00),

r € (—=2;2),ye (1;2),z€ (0;1),u e (O; §> U (9; 00).



