Kvadratické rovnice 1 1

Definice. Kvadratickou rovnici rozumime rovnici tvaru
ar’? +br+c=0, kdea#0,a,b,ceR.

Cisla a, b , ¢ nazyvame koeficienty kvadratické rovnice, vyrazy az?, bx a ¢ nazyvame ¢leny této rovnice, a
to po fadé kvadraticky, linearni a absolutni.

Odvozeni vzorce pro reseni kvadratické rovnice. Po vydéleni rovnice nenulovym ¢&islem a dostaneme

b
24—+ =0,
a a

Jeji levou stranu upravime pomoci doplnéni na ¢tverec
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Oznacéime-li D = b? — 4ac, miiZzeme psat
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Vzhledem k tomu, Ze leva strana této rovnice je nezdporna a jmenovatel pravé strany kladny, bude mit
feSena kvadraticka rovnice v R TeSeni prave tehdy, kdyz D > 0. Dostavame tedy tii pripady:

1. Jestlize D < 0, rovnice v R nema zadné reSeni.
2. Pokud D = 0, plati
42 2 0 < b (1)
r+— | = r=—-——
2a 2a’
rovnice tedy ma 1 (tzv. dvojnasobny) kofen.

3. Pro D > 0 po odmocnéni, které je v této situaci ekvivalentni apravou, obdrzime
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coz znamena, 7ze feSenim rovnice jsou dva rizné koreny.

Vsimnéte si, ze odvozeny vzorec (2) lze pouzit i v situaci, kdy D = 0, nebot vyjadieni (1) je vlastné jeho
specidlnim piipadem.

Vyraz D = b? — 4ac nazyvame diskriminant kvadratické rovnice.

Pomoci odvozenych vzorctu lze vytesit jakoukoliv kvadratickou rovnici. Ma-li v8ak feSené rovnice néjaky
specialni tvar (napf. b = 0 nebo ¢ = 0) byva rychlejsi se uziti téchto vzorci vyhnout a pouzit piimy
vypocet. [lustrujeme to na nésledujicich prikladech.

IP¥ipadné naméty k tomuto textu prosim adresujte na e-mail akob@jaroska.cz. Dékuji Ale§ Kobza (autor materilu).



Resené priklady. V R vyieste rovnice

1.
V322 =5z —2V3=0,

2.

4ot — 2?2 —18=0,
3.

252 — 3004+ 9 =0,
4.

92% + 422 + 50 = 0,
D.

V22? + V8 =0.

Reseni.

1. Dle nami pouzivaného znaceni je @ = /3, b = —5 a ¢ = —2+v/3. Vypoctem diskriminantu zjistime,

e D=0 —4dac=25—4-/3- (—2\/5) =49 > 0, takze FeSené rovnice ma dva realné rizné koteny.

Ty najdeme uzitim vztahu (2). Plati
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Veskeré upravy byly ekvivalentni, zadné podminky stanovovat neni tieba, zkousku provadét nemu-

sime. Dostavame tak zavér, ze K = {2\/_; _\/Tg}

1

2. Vsimneme-li si, Ze vSechny mocniny neznamé z jsou sudé, nabizi se provést substituci y = x2. Po jejim
zavedeni je nagim tkolem Tesit rovnici 442 —y—18 = 0. Jeji diskriminant je D = (—1)* —4-4- (—18) =
289 = 172 > 0. Proto ma pomocna rovnice s neznamou y dva realné riizné kofeny, a to

_l+17 18 9 117 16 9
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Zbyva se vratit k pivodni neznamé. Plati
5 9 3 9 5
r] = 1 & Tign = iﬁ a x5 = —2, coz v R nelze.

Dostavame tak zavér K = {i%}

3. Kdyz si uvédomime, ze 2522 —30x+9 = (bx — 3)2, ihned uvidime, Ze jedinym korenem fesené rovnice
jex = % Samoziejmé lze tuto rovnici Tesit ,otrocky“ uzitim vzorce podobné jako v predchozich
ulohach. Neni to vSak vyhodné. Pfi tomto postupu vychazi D = (—30)2 —4-25-9 =0, takZe podle

(1) obdrzime x = 20 = 2, takze K = {2}.

4. Tentokrat neni leva strana uvazované rovnice piimo Ctvercem, piesto lze postupovat podobné jako
v piedchozi tloze. Plati 922 + 42z 4 50 = (922 4 422 +49) + 1 = (3z +7)> + 1 > 0, proto rovnice
9224422+ 50 = 0 v R nemé zadné fefeni, K = (). Samoziejmé bychom toto zjistili i pomoci vypocétu
diskriminantu, ktery vychazi zdporny: D = 422 —4-9-50 = —36.

5. Uvedenou rovnici je vyhodné fesit rozkladem na soucin. Plati

V2l +V8r =0 & \/§:L’<:U—|—\/4_l>:O & z(r+2)=0 = K={0;-2}.



Vztahy mezi koreny a koeficienty kvadratické rovnice (tzv. (Newton)-Viétovy vztahy).

Ozna¢me z; a xo kofeny uvazované kvadratické rovnice az? + bx + ¢ = 0. Tu miZeme vyiesit rovnéz tak,
ze jeji levou stranu rozlozime na soucin, tj.

a(x—x1)(x—29) = a2z’ + b +c=0.
Po roznésobeni tedy mame
ar® — a(xy + 22) x4+ avywy = ax® +br +c.

Porovnanim koeficient u lineadrniho a absolutniho ¢lenu dostaneme

b
—a(x1+x9) =b & x1+x2:—5

C
ariTo = C <> T1To = —.
a

Uvedené vzorce sice nenahrazuji vzorec (2), ale zato plati i v situaci, kdy D < 0. MuZeme s nimi tedy
pocitat i v pfipadé, Ze kofeny kvadratické rovnice nechceme ¢i neumime najit.
Resené priklady.

1. Vyraz V = ﬁ + w—12 vyjadriete ve tvaru, ktery obsahuje jen soucty ¢i souc¢iny hodnot x; a x-.
1 2

2. Aniz Fesite rovnici 22 — 2 + 16 = 0, najddte alespont jednu kvadratickou rovnici, jejiz kofeny jsou
(druhymi) odmocninami kofenti zadané rovnice.

Reseni.

1. Plati )
1 1 23+23 (x4 22)" — 27129
St = _

1

V = - —
I% (3311152)2 (1’1552)2

T

2. Oznaéme x; a 5 kofeny rovnice 22 —z+ 16 = 0. Plat{ tedy pro né o1 +x5 = 1 a 2125 = 16. Hledejme
vyhovujici rovnici ve tvaru ay?® + by + ¢ = 0. Pro jeji kofeny 3,2 1y, ma podle zadani platit y; = /7
a Yy = 1/To, podle Vietovych vztaht pak y; + yo = —g a y1y2 = <. Pocitejme

v+ 2 = VIV =\ (VBT + V) = o+ 2VE VI 1y = \J1 + 2+ 2/ =
b
=/1+2V16=V9=3=—

aa
c
Y12 = /T1 /T2 = \/T102 = V16 =4 = .

Protoze chceme najit jednu z vyhovujicich rovnic, miizeme si napiiklad zvolit a = 1. Potom z praveée
provedenych vypocétt dostaneme b = —3 a ¢ = 4, takZe hledana rovnice je tvaru y*> — 3y +4 = 0.
Poznamenejme, Ze vyhovujicich rovnic je nekone¢né mnoho, vzajemné se 1isi nenulovym nésobkem,
nebot jde o ekvivalentni Gpravy nalezené rovnice.



Rovnice - zadani aloh.

V R vyteste rovnice

1.

10.

11.

12.

\/§x2—5x+\/§:0,

\/§x2—\/§x—\/ﬁ:0,

Vit — 222 — V32 =0,

V318 +v/322° — V192 = 0,

62> +7r—3=0,

422 + 11z +6 =0,

622 — 192 +10=0,

825 — 2152% — 27 =0,

92% + 422 +49 =0,

252> —9 =0,
—162* +81 =0,
262 —3x =0.



Rovnice - navody k reseni a vysledky dloh.

V tlohach 9. - 12. je vyhodné&jsi pocitat bez uziti vzorce (2).
LK ={2v2 &1,
2. K = {\/_—‘/76}
3. uzijte substituci 2% = y, K = {£v/8},
4. uzijte substituci 2% =y, K = { ¢/3; —\G/ﬂ},
5. K= {33}
6. K ={-2;-2},
T K={33}

8. uZijte substituci 23 =y, K = {—%;3},

9. K = {-1},
10. K = {2},
11. K = {+%},
12. K ={0;3}.

Uziti Vietovych vztahd - zadani dloh.

1. Nasledujici vyrazy vyjadiete ve tvaru, ktery obsahuje jen soucty ¢i souciny hodnot z; a x,.

a)

Vi= (e a7,

3 3

Va=+V14+x+vV1+2,.

2. Uvazujme rovnici 422 — 11z + 5 = 0. AniZ tuto rovnici feite, najdéte alespoii jednu kvadratickou
rovnici s celo¢iselnymi koeficienty, jejiz koreny jsou

a) opacna ¢isla nez kofeny uvazované rovnice,
druhymi mocninami kofent uvazované rovnice,
prevracenymi hodnotami kofent uvazované rovnice,
¢isla o 2 vétsi nez kofeny uvazované rovnice,

¢isla 4 krat veétsi nez koreny uvazované rovnice.



3. Oznacme z; a x5 kofeny rovnice 22 + x + 2 = 0. AniZ tuto rovnici FeSite, najdéte alesponi jednu
kvadratickou rovnici, jejiz kofeny jsou ¢isla

1 1
— a —.
3 3
Iy Lo

Uziti Vietovych vztahd - navody k reseni a vysledky dloh.

1. Pocitejme

a)

1 X2 129 Ty + T3)

Vo = a3 4+ a3 = (%? + 322wy + w122 + x%) — 3232y — 3x12% = (21 + x2)3 —3x12o (1 + x2)

V3=\/1+x1+\/1+:c2:%(\/1+:c1+\/1+x2)2=

:\/1—1—;1:1+2\/1—|—a:1\/1+x2+1+x2:\/2+(x1+x2)+2\/1+(x1+x2)+x1x2.

2. Pro kofeny ; a x5 rovnice 422 — 11245 = 0 plati 1 +25 = % axr1Ty = %. Aby nedoslo k duplicitnimu
znaceni hledejme rovnici ve tvaru ay? + by + ¢ = 0.

a) Ma platit y; = —z1 a yo = —x9,

b B 1
y1+y2——a——xl—xz——($1+$2)——z
a
o c B 9
Y1y2 = P —x1 - (—x2) = 170 = 1
Zvolime-li a = 4, dopoc¢teme b = 11 a ¢ = 5. Jedna z vyhovujicich rovnic je tedy tvaru

4y + 11y +5 = 0.

b) Napf. 16y% — 81y + 25 = 0,
c) napt. 5y? — 11y +4 = 0,
d) napt. 4y? — 27y + 43 = 0,
e) napt. y?> — 11y + 20 = 0,

3. Napt. 8% — 5y +1=0.



