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Abstrakt

V této bakalarské praci se vénujeme logice jakoZto ucivu stiednich Skol. Probirame zde histo-
rii logiky jako védy, rozdily mezi formdlni a neformdlni logikou, zabyvame se také argumentaci
a pochopitelné také vyrokovou logikou. Tedy vyroky jednoduchymi nebo sloZenymi, jejich ne-
gacemi, spojenimi a kvantifikacemi. Ve druhé ¢asti textu predkladame piiklady na procviceni
uciva z vyrokové logiky, to znamend tlohy na rozeznani vyrokd, jejich formalni zapis, tabulky
pravdivostnich hodnot a s tim souvisejici isudky o pravdivosti vyroku. V posledni sekci se vénu-
jeme netradi¢nim piikladiim, které nezapadaji do osnov, zejména rtizné logické hadanky a tlohy
z matematickych olympiad.

Abstract

In this thesis we study logic as a subject of teaching in secondary schools. We discuss history
of logic as a science, differences between formal and informal logic, we also deal with argu-
mentation and proposional calculus as well. Namely, with simple and compound propositions,
its negations, combining and quantifications. In the second part of this text we submit exercises
to practice propositional calculus which means tasks of identifying the predicaments, their sym-
bolical expression, truth tables and related assession of the truth value of those predicaments.
In the last part we pursue unconventional problems, which are not included in the curriculum,
especially logical riddles or tasks included in mathematical olympiads.
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Prehled pouzitého znaceni

Pro snaZsi orientaci v textu zde ¢tendfi predkladdme prehled zakladniho znacendi, které se v celé

praci vyskytuje.
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(an):zozl

mnoZina vSech piirozenych ¢isel

mnoZzina vSech celych ¢isel

mnoZina vSech redlnych Cisel

a je prvkem mnoZiny A

a neni prvkem mnoZiny A

mnoZina dana vyctem prvki

mnozina prvku x splitujicich podminku V (x)
prinik mnozin A, B

sjednoceni mnoZzin A, B

mnoZzina A je podmnoZzinou mnoZiny B
negace vyroku A

konjunkce vyrokt A, B

disjunkce vyrokt A, B

implikace vyroku A, B

ekvivalence vyrokl A, B

pro kazdé a z mnoziny A plati V(a)
existuje @ z mnoZziny A, pro které plati V(a)

posloupnost prvkil aj,as,as, . ..
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Uvod

Tématem této bakaldiské prace je logika, zvlast€ pak ta matematickd. Toto téma jsme zvolili
zejména proto, Ze byva ve Skoldch opomijena celd site jeho moZnosti. Matematick4 logika prolina
vSechna témata stiredoskolské matematiky, a to zejména v definicich a vétach. Na mnoha stfednich
Skoléch se ale ani v dnes$ni dobé€ nedozvime mnoho zajimavych a obohacujicich informaci, které
nam logika poskytuje.

Cilem prace je tedy priblizit vétsi spektrum moZnosti, které ndm logika proptijcuje, nez
poskytuje bézna stiedoskolska ucebnice a nabidnout souhrn piikladd k procvicovani v hodinach
matematiky i mimo né. V prvni Casti textu formou snadno pristupnou rozebirame historii logiky,
neformdlni logiku, matematickou logiku tak, jak ji zndme z ucebnic, ve druhé ¢4sti uvadime jiz
zminénou sbirku podrobné fesenych piikladu.

Zaméfujeme se zde na Ctenafe, ktefi se jiZ v minulosti s logikou setkali a znaji tedy zékladni
pojmy formadlni logiky, jako jsou vyrok nebo logické spojky, podobné jako symbolické znaceni
s tim souvisejici. Text samotny je proto zamyslen jako studijni materidl pro posluchace ucitelstvi
matematiky s moznosti vyuZiti v jejich budouci profesni praxi.

Téma logika je na elementdrni a popularizacni urovni rozpracovdvano mnoha autory, af uz
¢eskymi nebo zahrani¢nimi. O neformdlni logice se l1ze dozvédét vice napiiklad v knize Logika
pro stredni Skoly [6] od O. Seluckého, zdjemci o podrobné€jsi informace o formdlni logice by
mohli najit pouceni na strankach L. Dostdlové [12] a [13] zabyvajicich se vyukou tohoto tématu
a dalsi, neobvyklé, ptiklady jsou k nalezeni mimo jiné v knize Jak se jmenuje tahle knizka? [7]
od R. M. Smullyana.

Zdiraznéme, Ze pii pripraveé bakalarské prace jsme se vliibec nezabyvali matematickou logikou
na vysokoskolské trovni, jak byla tfeba prezentovédna ve skriptech MFF UK Matematickd logika
autora P. Stdpdnka. K soustavnému &teni a vaznému studiu je uréena unikétni 400strankové
monografie Klasickd matematickd logika sepsand A. Sochorem.



Kapitola 1

Teoreticky zaklad

1.1 Vznik, vyvoj a ¢lenéni logiky

1.1.1 Vznik logiky

PoloZme si na za¢atek otazku: ,,Kdy vznikla logika?*, nebo snad jesté jinak: ,,Jak vzniklalogika?*,
¢i mozndé: ,,Co je to vlastné logika? V béZném Zivoté rozumime pod pojmem logika jakousi
myslenkovou cestu, kterd vedla k danym zavérim. Chceme-li vSak definovat védu s nidzvem
logika, fekli bychom, Ze tato véda zkouma pravé zplisob vyvozovani zavért. [19]

Jak ale logika vznikla? I zvitata se fidi podvédomymi logickymi zdkony fikajicimi snad: ,,UZ
jsem okousal tenhle kef, tak budu muset jit k jinému.* JenZe pravé od zvitat se liSime jazykem,
ve kterém dokdzeme formulovat naSe mySlenky a ndpady. DokdZeme ale popsat tento jazyk? Co
si predstavime pod pojmem ,,jazyk*? Zkusme zacit né¢im jednodussim. Co je to ,,slovo*“? Mohli
bychom fici, Ze slovo se skldd4 z urcitého poctu pismen a dokdZeme jej skloniovat, Casovat, umistit
jej do véty? Dobrd. Reknéme tedy, Ze mame slovo ,,lalika“. Toto slovo se bude sklofiovat podle
vzoru Zena a umime vytvorit napiiklad vétu: ,,Nevim si s lalikou rady.* NasSi definici toto slovo
spliiuje. Za existujici bychom jej vSak neoznacili. Zkusme tedy na$i definici doplnit o ,,vyznam®.
Tedy slovo musi mit néjaky vyznam. Vezméme si tedy nyni kupiikladu slovo pes. Vyznamem psa
je bezesporu skutecné zvite. Ale které z nich? Jedno zvite, nebo vSechna zvitata? Oznacime-li
slovem pes vSechna tato zvifata, méli bychom pro pochopeni celého rozsahu pojmu ,,pes* znat
vSechna zvitata. Minuld, soucasnd 1 budouci. Ale kazdy si jist€ dokdZe pfedstavit celou fadu
pst, tedy chdpe vyznam tohoto slova. Reknéme proto, 7e vyznamem slova pes je jakysi souhrn
vlastnosti, které délaji psa psem, tedy to, co je v§em psiim spole¢né. Tento souhrn vlastnosti
nazveme ,,pojem* psa. Tedy vyznamem slova je jeho pojem. Vrafme se nyni k nasi definici. Slovo
je tedy néjaky z pismen sloZeny, napsany nebo vysloveny celek, ke kterému patii jeho vyznam,
kterym je pojem véci. [6, str. 14]

Vidime jisté, jakou praci ndm dalo definovat ,,slovo“. Pojmy jako véta, jazyk nebo fe¢ jsou
tedy definovatelné jen velmi obtiZné. Jazyk je totiZ skutecnost, kterd ma své vlastni zakony (je
autonomni), a navic si jej museli lidé sami vymyslet. Kazdy narod tedy hovofi jinou feci. Je ziejmé
vice cest, jak vyjadfit jednu skute¢nost. Z toho plyne, Ze jazyk a mysleni nejsou totéz. Jen pro
ilustraci — mame rizné typy jazyku (slovni, psany, kresleny (jako ve hie Aktivity), znakovou fec¢

_2_



Kapitola 1. Teoreticky zdklad 3

nebo pantomimu). Podivejme se dile na slova mnohozna¢na (koruna, list, oko, ucho,. . .), rizna
vyjadreni tychZ mySlenek (myslim si — domnivdm se, jsem unavena — chce se mi spat,. . . ) nebo
metafory (zlaty heb, studna informaci, zub Casu,...). Je jasné, Ze jednu mySlenku jde vyjadrit
mnoha zpisoby, pod jednim slovem si 1ze piedstavit vice vyznamil. Z téchto divodi je nékdy lepsi
pouZzivat cizi terminy, které jsou pfesnéji definované, nez nase Ceska slova. Mysleni ale pfesahuje
jazyk napftiklad v intuici, kde skute¢nost pochopime, ale neumime ji vyjadrit. Jednd se napiiklad
o pocity nebo tieba barvy (je to pomnénkové modrd nebo blankytnd, merutikova nebo lososova,
nebo néco mezi tim?). Jednim z nejvétSich kamentl drazu je jiZ zmifilovand mnohoznacnost.
V okamZiku, kdy si pod jednim pojmem dva lidé pfedstavi néco jiného a snaZi se o véci bavit,
dochdzi k mnoha nedorozuménim a misinterpretacim. Zkratka a dobie je lepsi pouzivané pojmy
vysvétlit, nez je poprvé zminime. V béZném rozhovoru to samoziejmé nebyva potieba. Tyka se
to predevsim osvétovych prednasek a uéenych disputaci, popiipadé politickych projevi.

Jazyk je tedy prostiedkem pro formulaci myslenek. PribliZme si nyni proces mysleni, které
miZe byt nahodilé nebo védecké. Védecké se od nahodilého 1isi zejména v cilevédomosti, sméto-
vani dvah uréitym smérem a ve zjisfovani zavérd. Jakkoliv se to zdd zvlastni, Zadny piredmét
zkoumani nenf zcela trividlni. Pfikladem muize byt Cervend skvrna. MiZeme zkoumat, na jakém
podkladu byla vytvofena, jakou ma velikost, tvar, odstin, sytost, je-li leskla ¢i matnd, popfipadé
je-li souvisla. A existuje mnoho dalSich kritérii, které tu ani nezmifniujeme.

V tomto piipadé byl objekt dan, mohu jej tedy snadno popsat. V piipadé€, Ze objekt neni dan
(jedna se o vzdaleny nebo abstraktni pojem), musim se o ném dozvidat informace usuzovanim.
Pro pfedstavu si uvedme piiklad 5-7 =?. K vysledku musim ziejmé dojit usuzovanim. Zcela jisté
nemohu z tohoto rfadku vycist odpovéd pouze svyma ocima. Co si tedy pfedstavit pod pojmem
usuzovani? Usuzovani je zpravidla soustava premis (pravdivych nebo uzndvanych) spole¢né
s pravidlem, podle kterého postupuji (Jestlize A, pak B. Plati A. — Tedy B.). Uvedeny postup
jisté funguje, i kdyZ ne stoprocentné. Zde je jeden z prikladu: ,,Pan X chodil vZdy v nedé€li
odpoledne do kavarny na rohu.* Vétu Ize jisté prepsat do tvaru: ,,Jestlize je nedéle odpoledne, pan
X pfijde do kavarny na rohu.* JenZe jednoho nedélniho odpoledne uz pan X do kavarny na rohu
neprisel. Z tohoto diivodu se do usuzovani, pfedpokladi a hypotéz micha také pravdépodobnostni
pocet. Jak se s tim ale v Zivoté vypotddat, kdyZ vime, Ze véda mnoho véci pravé takto jen
odhaduje? Nutno fici, Ze véda je to nejlepsi, co mdme a v mnoha vécech je nepochybné uzite¢na.
V téch ostatnich situacich je jisté na misté pouZzit kritické mysleni nebo selsky rozum. Pojd'me se
ale nyni podivat na to, jak se logika vyvijela.

1.1.2 Vyvoj logiky

Jiz od samych pocatki lidského vyvoje se objevovaly prvni logické dsudky, zaznamenané zejména
v pfislovich, pranostikidch a hadankach, navazujici na kaZzdodenni zkuSenosti s realitou. Jisté si
dokdZeme predstavit, Ze tato moudra se tykala pfedevsim trody, pocasi, pfipadné chovani lidi a
zvitat. Detailnéjsi vhled do této discipliny vnesl SOKRATES (469-399 pi.n.l.), ktery se pomoci
dialogu snazil navést své zaky k definovani néjakého zdanlivé jednoduchého pojmu. Vybral si
velmi ¢asto néjaky obecné zndmy pojem (miska, stdl, pes) a snazil se dopracovat k co nejpiesné;si
definici. MiiZzeme si jisté predstavit, jak takové dialogy probihaly. Zcela jist¢ vyvstavaly otazky
jako: ,,Co je to stal? ,,Stul je Ctvercova dievéna deska se Ctyfmi nohami.” ,,Mam pfitele, ktery
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ma kulaty stil.“ ,,Stil je tedy dievéna deska libovolného tvaru se ¢tyfmi nohami.” ,,Myslim, Ze
jsem vidél stll o tfech nohdch, nejspis i stil o jedné noze.” ,,Dobra tedy. Stdl je ... NadSeny
¢tendr si jisté dialog domysli a tfeba si zkusi sdm definovat néjaky zdanlivé jednoduchy pojem.
[6, str. 12—14]

Sokratv zdk PLATON (428-347 pt.n.l.) vyjadiil myslenku logického zdkona, kde existuji jak
bozské zdkony fidici pohyb hvézd a prirody, tak zdkony fidici lidské mysSleni. My lidé ovSem
tyto zdkony neustéle porusujeme a tedy se mylime. Platon zastdval mySlenku, Ze k racionalizaci
mySsleni je nutné zminéné zdkony dobie poznat a fidit se ddle podle nich.

Logiku, jakoZto védeckou disciplinu, zaloZil ve 4. stol. pf.n.l. ARISTOTELES ZE STAGEIRY
(384-322 pt.n.l.). Chdpal ji jako metodu spravného vedeni rozumu. ,, Kostrou Aristotelovy logiky
Jje sylogismus, ndstroj, kde pomoci dvou zndmych pravd Ize ziskat novou pravdu, zdaver. “ 3, str. 46]
Mezi nejznaméjsi piiklady patii bezesporu nasledujici: ,,Kazdy ¢lovék je smrtelny.” ,,Sokrates
je Clovék.” Tedy ,,Sokrates je smrtelny.” Pozor ale na chybné implikace, tzv. sofismy: ,,Mys
je slabika. Mys seZrala syr. Tedy slabika sezrala syr.“ [3, str. 45] Aristoteles nds dale nabada,
abychom nepfipoustéli nesmysly, pak totiZ mizeme odvodit cokoliv z ¢ehokoliv. Také zaména
implikace a ekvivalence nebo zdména protikladu a negace patfi podle néj k neodpustitelnym
chybam. Zajisté mizeme fici, Ze véta: ,,Kdyz bude tma, rozsvitim svétlo,” by davala vétsi smysl
pronesena takto: ,,Pravé kdyz bude tma, rozsvitim svétlo.” Nestane se totiZ, Ze bude-li tma, ja
presto nerozsvitim. Co se tyce negace a protikladu: jestliZe chci znegovat vétu: ,.VSechny vrany
jsou ¢erné.”, dostanu ,,Alespori jedna vrana neni ¢ernd.* Protikladem pivodni véty bude ale spise
»Alesponl jedna vrdna je bild.“ V tomto pfipadé jsou protiklady cernd — bila, ale co kdyZ na
jednu z vran zrovna spadla plechovka s barvou a ona vrdna je nyni modra? Nebo cervena? Proto
nemuizeme obecné oznacit vétu ,,Alespoii jedna vrdna je bila“ za negaci piivodni véty.

Zajisté je vhodné zminit také logiku megariku a stoikii (4.-2. stol. pf.n.l.), obvykle nazyvanou
pouze logika stoikii, kterd se zabyvala sloZzenymi vyroky a vyrokovymi spojkami, zkoumala
vztahy dale jiZ ned€litelnych vyrokd. Z historického hlediska nabyla tato ¢ast vyznamu teprve az
dlouho poté, a to na pielomu 19. a 20. stoleti.

Logika stiredovéku se zabyvala zejména technickou strankou, tedy riznymi postupy nebo
mnemotechnickymi pomiickami. Diiraz byl kladen zejména na zapamatovani operaci a procesu.
Tento myslenkovy proces se odvijel ze soudobé vyuky. Ta probihala ve tiech vrstvach - gramatika,
rétorika a logika. Aby se obsah uciva priblizil méné nadanym Zaktim, zizila se logika pravé
na memorovani postupt a nikoliv na rozvijeni mysleni. ,,Ve svém tviircim obdobi vypracovala
logika stredoveéku hlavné dvé vyznamné teorie. V teorii tzv. supposotio, Cili podkladu terminii,
vyskytujicich se ve vyrocich, jde o to presné vymezit vyznam daného terminu ve vyroku. Napriklad
ve vyroku ,,Housle jsou hudebni ndstroj“ md termin ,,housle presny vyznam ,,housle obecné
vzato“. Naproti tomu reknu-li ,,Rozbily se mi housle“, podkldaddm témuZ terminu , housle* jiny
vyznam: ,,moje konkrétni housle “. Teorie podkladu byla ve stredoveku velmi detailné vypracovdana
za ticelem vyhnuti se nedorozuménim a nepresnostem, zvldst v obtiznych filosoficko-teologickych
diskusich. Druhou vyznamnou teorii stiedovéku je teorie tzv. consequentiae, Cili podminkovych
vyrokit typu: JestliZe,. . . pak. . . Soucasnd matematickd logika v ni nachdzi vypracovdni mnohych
logickych zdkonit a formuli, o jejichZ systematizaci sama usiluje.* [6, str. 118]

Renesan¢ni logika je téméf zapomenuta a nahrazovana rétorikou. Dilematem doby bylo mimo
jiné presvédcovani, které jisté zvladne 1€pe rétor nez logik. Aristoteles je nahrazovan Cicerem a
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logika je nahrazovana terminem dialektika.

NIZ (1646-1716), jehoZ Zivotnim cilem bylo zpracovat dva projekty. Prvni z nich nazval lingua
characteristica universalis. Jednalo se o jakysi univerzdlni symbolicky jazyk, pomoci kterého
bychom byli schopni vyjadrit veskeré poznatky symbolickym zdpisem. Tyto symboly by mély
pfesné definovany vyznam a jasné dand pravidla pouZivani. Leibniz se inspiroval zejména ma-
tematikou a jeji preciznosti. Chtél tento postup uplatnit i v jinych oblastech Zivota, zejména ve
filosofii a mordlce, tedy tam, kde nejcastéji dochazelo ke sporim. Cilem bylo pfedejit nedoro-
zuménim a omylim. Druhy z projektt dostal ndzev calculus ratiocinator a jeho tcelem bylo dat
kazdé myslence takovou formu, aby bylo zfejmé, zda je pravdiva nebo nikoliv. Leibniz témito
projekty zavedl symboli¢nost jazyka a formélni charakter matematickych operaci. Nutno dodat,
Ze souCasna symbolicka logika byla formovana v poloving 19. stoleti, a to nezdvisle na Leibnizovi.
Teprve dodate¢né si tvirci v§imli podobnosti v jeho dile a pfihlasili se k nému. Za svij Zivot
Leibniz stihl projekty pouze teoreticky navrhnout a jejich realizaci pfenechal dalsim. Do logiky
ale prispél také zdkonem totoZnosti: a = b znamen4, Ze a ma kazdou vlastnost, kterou ma » a b ma
kazdou vlastnost, kterou ma a. Ctendf miiZe tento fakt povazovat za samozirejmost, ale 1 takovato
trivialita m4 v matematice velky vyznam, podobné jako ve starovéku zavedeni ¢isla nula. [3]

Na Leibnize navazali GEORGE BOOLE (1815-1864) a AUGUSTUS DE MORGAN (1806—-1871),
ktefi zanedbali sémantickou stranku vyrokl a zaméfili se pouze na jejich obsah. Vysledkem
jejich prace jsou De Morganova pravidla (zdkony) pojedndvajici o negacich konjunkci a disjunkci
vyroki (—=(A AB) < —A V-Ba—(A VB) < —-A A-B) a také Booleova algebra, o které si nyni
fekneme vice.

Booleova algebra logiky vychdzi z podobnosti mezi algebrou a raciondlnim myslenim — v obou
oblastech jde o snahu co nejptfesnéji podchytit dosaZené poznatky a co nejlépe je dokdzat, aby se
o nich jizZ v budoucnu nemuselo diskutovat. Algebra vSak, narozdil od mysleni, dokdZe pracovat
pouze se symboly, bez navaznosti na bézny jazyk. Také dikazy jsou v algebie provadény podle
pfesnych formélnich pravidel, kdeZto logika spoléhé také na intuici a obsah mysleni. Boole se
proto snazil dat logice formu podobnou algebfe. Zacal tim, Ze klasifikoval algebraické symboly
podle jejich funkce. Déle se snaZil najit analogii s béZnym jazykem a ve findle nalezené formy
oznacil symboly stejnymi nebo podobnymi jako v algebte. V dile Laws of thought formuluje
zaver takto: ,,Vsechny jazykové operace, povaZované za ndstroj mysleni, mohou byt uskutecnény
pomoct systému symbolii, sloZeného z ndsledujicich prvkii:

1. Symboly majici charakter pismen, napr. x, y atd., které reprezentuji véci, jeZ jsou predmétem
nasich pojmii. (podstatna jména, pfidavna jména, popisné vyrazy)

2. Operativni znaménka, napr. +, —, -, kterd reprezentuji myslenkové operace, jimiz jsou
pojmy ci myslenky navzdjem kombinovdny tak, aby vznikly nové myslenkové iitvary sloZené
z téchto prvkii. (a, nebo, kromé,. . . myslenkové operace)

Vv

3. Znaménko totoZnosti, =. (slovesa — vSechna se daji prevést do tvaru ,,byt ... kupf. bézim
— jsem bézici)
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Uved'me k témto zdkoniim mysleni ilustra¢ni tabulku podle [6, str. 144]:

Syntax algebraickd | Syntax logickd
xy =yx | bili lidé = lidé bili
x+y=y+x | ovce a berani = berani a ovce

z2(x+y) =zx+2zy | evropsti (muzové a Zeny) = evropsti muzové
a evropské Zeny
72(x—y) =zx—zy | evropsti (muZové, ale ne Zeny) = evropsti
muzové, ale ne evropské Zeny
(x=y+z)=(x—z=y) | hvézdy jsou slunce a planety = hvézdy,
kromé planet, jsou slunce”

Vyjimku tvoii zdkon x" = x, nebof vyndsobime-li naptiklad ,,vSichni Evropani* - ,,vSichni
Evropani®, nikdy ndm nevyjde nic jiného, neZ ,,vSichni Evropani®“. V okruhu redlnych ¢isel
existuji pouze dva piipady, kdy je tento pfiklad v pofadku, ato 1” =1 a 0" = 0. Boole tedy zavedl
specidlni druh algebry pouze s Cisly 1 a 0 a dokézal, Ze zde plati komutativita a distributivita
sCitani (sjednoceni) a nasobeni (pruniku). Touto algebrou byl vytvoien pouzitelny abstraktni
kalkul.

Dals$im vyznamnym logikem byl brnénsky rodak KURT GODEL (1906—1978), ktery formuloval
dvé véty o netiplnosti. Tyto véty potfebuji hlubsi zdklad z teorie mnoZin, proto je zde pomineme.

V soucasné dobé se matematické (Casto téZ symbolickd) logika nékdy fadi mimo rdmec mate-
matiky, mnohdy ma na univerzitich samostatné katedry, pofadaji se logické kongresy, objevuji se
nové otazky této discipliny, které obc¢as vedou ke vzniku novych podoborti. Mezi jednu z mnoha
jejich tendenci patii tzv. axiomatickd metoda, kterd se zabyva konstruovanim teorii, pfi kterém
ovSem symboly nemaji redlny vyznam. Ten se jim pfisoudi teprve konkrétni interpretaci.

1.1.3  Clenéni logiky

Jak jsme si jiz fekli, logika se zabyva zdkony, formami a prostfedky sprdvného usuzovani. Je
¢lenéna na velké mnozstvi podkategorii, které se rizné prolinaji. My ji budeme délit na formalni
(matematickou) a neformdlni, ddle vyc¢lenime logiku vyrokovou a aristotelskou. Za¢néme nyni
pribliZzenim obsahu formdlni a neformdlni logiky.

,Jako formdlni se oznacuje kazdy systém logiky, ktery se zaméruje vyhradné na formu tvrzeni
(a nikoliv na jeho obsah). To znamend, Ze pravdivost tvrzeni nebo vztah vyplyvdni mezi tvrzenimi
zkoumd pouze natolik, nakolik zdavisi na formé tvrzeni. V jistém smyslu byla formdlni jiZ tradicni
aristotelskd logika. Duisledné formdlni vSak je aZ logika moderni. Aby byla forma tvrzeni patrnéjsi
a prehlednéjsi, pomdhd si formdlni logika pouZivdnim symbolii. A proto se ji také rikd symbolickd.
Naopak neformdlni logika, jak uZ sam ndzev napovidd, ziistdvd zcela na virovni prirozeného jazyka
a intuitivniho mysleni. Prostredky, které nabizi, a problémy, které zkoumd, se netykaji ani tak
prisné védeckého odvozovdni, jako spis béZného lidského zpisobu uvazovdni. S tim pochopitelné
tizce souvisi rozbory postupii argumentace a rétorika vitbec. “ [13]

Co se tyce neformalni logiky, argumentaci a béZnému zplisobu uvazovani se budeme vénovat
v podkapitole 1.2.
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Formalni (matematickd) logika se zabyva zpisoby vedeni dikazii, budovanim teorii a s tim
souvisejicimi otdzkami jejich axiomatizace, bezespornosti, Uplnosti a rozhodnutelnosti. Jedna
se zfejmé o exaktni védu, kterd m4 jasné vymezené objekty a operace s nimi. Tato Cast logiky
vznikla v ndvaznosti na tfeti krizi matematiky. Ta vypukla na pfelomu 19. a 20. stoleti a byla
zapfi¢inéna antinomiemi v tehdejsi teorii mnoZin. Mezi nejzndméjsi antinomie patii Russelova
(V8echny mozné mnoZziny X rozdélme do dvou mnozin: A={X | X e X}aB={X |X ¢ X}. Do
které z mnoZin patii B?) nebo krokodylovo dilema (Krokodyl sebral matce dité. V ptfipad¢€, Ze mu
matka spravné odpovi na otdzku, jestli ji dité vréati nebo ne, krokodyl ji ho vrati. Jestlize odpovi
Spatné, krokodyl dité sezere. Co se ale stane, kdyz matka odpovi, Ze ji krokodyl dité nevrati?) a
¢tendr by jisté objevil mnoho dalSich piipadi, kdy zdstava rozum stét.

Ve dvacdtém stoleti jako vychodisko z naznacené krize vznikla formdlni logika budovana
axiomaticky. Takovy pfistup k definovani matematickych objektt, jejich vlastnosti a vztaht nyni
stru¢né objasnime. Méjme tedy né€jaky systém objekti s jistymi vlastnostmi, které jsou provazany
vztahy. Misto toho, abychom definovali kazdy objekt, kazdou vlastnost, kazdy vztah zvlast,
uréime fadu presnych tvrzeni, kterd nas systém spliiuje. Tato tvrzeni nazveme axiomy. Témito
axiomy jsou déle definovany vSechny systémy objekttl spliiujici dana kritéria. Obrazné feceno:
axiomy jsou sito, kterym propadnou jen ty systémy (lidi, narodd, ¢isel,. . . ), které spliuji dané
axiomy. Kazdé tvrzeni odvozené dedukci z axiomt nazyvame teorém a plati v kazdé interpretaci.
Interpretaci systému axiomtl rozumime ddle kazdou skupinu objektt, kterd ,,propadla sitem®,
tedy takovou skupinu, ve které jsou tyto axiomy pravdivé. Interpretace se mimo jiné pouzivaji
také k dikaziim bezespornosti a nezavislosti axiomd. V bézném zivoté totiz nemizeme dokazat
tvrzeni i jeho opak, najdeme-li tedy interpretaci systému axiomu, je onen systém bezesporny.
Nezévislost axiomd, tedy skutecnost, Ze nelze jedno ze zahrnutych tvrzeni odvodit z ostatnich,
se dokazuje tak, Ze nalezneme interpretaci systému axiomd, kde misto daného tvrzeni pouZijeme
jeho negaci. Je-li zvoleny axiom odvoditelny z ostatnich, musel by byt v novém systému pritomen
jak on, tak jeho opak, coz vede ke sporu. MizZeme-li tedy najit interpretaci nového systému, je i
ten stary nezavisly.

Vratme se ale k matematické logice. Jejimi zakladnimi principy jsou: princip identity, princip
sporu a princip vylouceného tretiho. Princip identity miZeme vyjadfit takto: ,,Dvé tvrzeni jsou
identickd, shoduji-li se vSechny jejich vlastnosti“. Princip sporu prohlasuje, Ze nemiZe platit
tvrzeni i jeho opak. Posledni z principti ndm fika, Ze jsou-li dva vyroky ve sporu, je pravdivy pravé
jeden z nich (z toho napiiklad plyne, Ze dvakrat znegovany vyrok nabyva ptvodni pravdivostni
hodnotu). V béZném Zivoté se ndm vSak velmi Casto stdva, Ze tyto principy neplati. Vezméme
si uZ jenom odvéky boj mezi dobrem a zlem. Mezi t€émito dvéma meznimi hodnotami existuje
mnoho mezistupiid, stejné jako mezi cernou a bilou je mnoho odstint Sedé.

Segmentem matematické logiky je nejstarsi aristotelska logika. Jejimi zdkladnimi stavebnimi
kameny jsou pojmy, soudy a visudky. Pojmy (slova) jsme si pribliZili v podkapitole 1.1.1, proto
nyni jiZ jen struéné. ,,Pojem* je tedy to, co je minéno né¢jakym smysluplnym slovem nebo slovnim
spojenim, které samo o sobé vyjadiuje néjakou skutecnost. Pojmy samy o sobé€ jist¢ nemohou
byti pravdivé nebo nepravdivé. Veskeré soudy a usudky jsou déle tvofeny na zdkladé vztaha
mezi pojmy. Soudy konkrétné¢ miizeme predstavit jako , kaZdou myslenku (vétu) o tom, Ze se
véci maji tak a tak. Soudy vidy néco vypovidaji (respektive popiraji), a proto maji tu vlastnost,
Ze jsou pravdivé nebo nepravdivé.“ [12] Aristoteles se v§ak omezuje pouze na soudy subjekt-
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-predikdtové, tedy soudy tvaru subjekt je predikdt (napf. Sokrates je ¢lovek). Jak jsme jiZ zminili
v podkapitole 1.1.2, vSechny jednoduché véty se daji prevést do tohoto tvaru. Predikat miize
o subjektu néco vypovidat (Sokrates je ¢lovék) nebo naopak néco nevypovidat (Dim neni bily).
Jisté si uvédomime, Ze soud muze byt pravdivy i nepravdivy v obou uvedenych piipadech. Déle
rozliSujeme soudy obecné (Kazdy Elovék je Zivodich, Zddny ¢lovék neni &tvernoZec) a soudy
cdstecné (Néktery Clovék je hluchy). Mezi soudy existuji nasledujici vztahy:

* ze dvou odporujicich si soudi je prave jeden pravdivy (Nebe je modré — Nebe neni modré)

* ze dvou obecnych soudt, které si navzdjem protifec¢i, mize byt nejvyse jeden pravdivy
(Kazdy mic je bily — Kazdy mic je ¢erny)

* ze dvou cCasteCnych soudt, které jsou navzdjem podprotivné, je alespon jeden pravdivy
(Nékteré houby jsou jedlé — Nékteré houby nejsou jedl€)

* vztah mezi obecnymi a ¢asteCnymi soudy: je-li obecny soud pravdivy, je pravdivy i ¢astecny
soud. Je-li ¢astecny soud nepravdivy, je nepravdivy i obecny soud. (Kazdy delfin Zije ve
vod€ — Delfin Sunny Zije ve vodé; Néktefi lidé maji modré oci — VSichni lidé maji modré
o¢i)

Podivejme se jeSt€ na posledni fundament aristotelské logiky, totiZ na usudky. ,,Je to my-
Slenkovy proces, ve kterém ze zndmych soudii odvodime dosud nezndmy zdvér.“ [12] Usudky
se déle d€li na sylogismy (viz podkapitola 1.1.2) a na obraty. Ty miiZeme ov§em pouZit jen ve
specifickych situacich: ,Z4dné S neni P, tedy ani zddné P nemize byt S.*, , Nékteré S je P, tedy
nékteré P musi byt S, ,, Kazdé S je P, tedy n&které P musi byt S.“ a ,,Zadné S neni P, tedy n&které
P nemuize byt S“. [12]

Nejvyznamnéjsi ¢asti formdlni logiky je logika vyrokova, které se podrobnéji budeme véno-
vat v podkapitole 1.3. Vyrokova logika je Casto charakterizovédna jako logika zkoumajici logické
vztahy mezi vyroky. Vyrok definujeme jako tvrzeni, o kterém ma smysl rozhodnout, zda je
pravdivé nebo nepravdivé. Ptejme se sami sebe: mizeme rozhodnout, zda jsou néasledujici véty
pravdivé nebo ne? ,,Snézi?* ,,Zavfi, af sem nenasnézi.* ,,Jéje, toto snézi. Jisté je tedy na misté bréit
v tvahu pouze oznamovaci véty, a to dokonce jen nékteré. Napiiklad véty: ,,Ahoj* nebo ,,Ano*
jsou zfejmé oznamovaci a presto nenesou hodnotu pravdivosti. Vyroky délime na jednoduché a
slozené. Slozené vyroky vznikaji za pomoci logickych spojek z jednoduchych vyroku. Ty jsou re-
prezentovany vyrokovymi proménnymi (obvykle zna¢enymi velkymi pismeny), vyrokové spojky
jsou vyjadienim pravdivostni funkce. Tim, Ze vyrokova logika pracuje pouze s hodnotami pravda
—nepravda, uplatiiuje princip dvouhodnotovosti (kazdy vyrok je bud pravdivy, nebo nepravdivy).
Predpoklada se, ze pravdivostni hodnota sloZenych vyrokl zavisi pouze na pravdivostni hodnoté
jednoduchych vyrokl v nich obsaZenych (nikoliv na jejich obsahovém vyznamu) a na piesné
definovanych logickych spojkéach.
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1.2 Neformalni logika

1.2.1 Neformalni logika a jeji tsudky

Jak uz jsme zminili, neformdlni logika nehledi tolik na formdlni strdnku véci, ale spiSe na tu
obsahovou. Kde se formélni logika pokousi o symbolické zdpisy, tam se neformalni logika kouka
na b&zny Zivot, silu zkuSenosti a presvédcovacich dovednosti. Usudky provadéné neformdlni
logikou miizeme rozdélit do nékolika skupin.

Prvni z nich je indukce. ,, Indukce je uisudek, ktery na zdkladé konstatovdni jisté vilastnosti
u nékolika jedincii daného druhu vyslovi obecny zdkon: ,,Vsichni jedinci tohoto druhu maji danou
vilastnost. “* [6, str. 49] PfibliZme si to nyni na ptikladu: ,,Minuly tyden jsem si na krdjeni mrkve
vzala tupy nuz a fizla jsem se. Tento tyden stejnym noZem krdjim okurek, takZe se nejspiS také
fiznu.“ Problém nastdva tehdy, kdy prehlédneme néjaky dilezity fakt. V tomto pripadé napiiklad
fakt, Ze v patek priSel muj bratr a vSechny noZe mi peclivé nabrousil. Dal§im zddrhelem je
lidska svoboda. Pouzivame-li induktivni dsudky na prirodni zdkony, je to zcela v porddku. Lidské
mySleni se ovS§em vymykd kontrole. TakZe prestoze se 23. listopadu 1989 v Praze shromézdilo na
300 000 lidi a vlada po nékolika tydnech odstoupila, bylo mozné, ze se 23. ¢ervna 2019 v Praze
shromézdilo ptes 258 000 lidi a vlada presto neodstoupila.

Indukci miiZzeme rozdélit na dplnou a nedplnou. Upind indukce je ve své podstaté vyjadient
faktl. Napriklad: kazdy zak tfidy 4.C umi nakreslit kyticku. Jestlize chceme védét, Ze je tato véta
opravdu pravdiv4, musime jeji obsah experimentdlné dokazat (aby se ndm nestalo, Ze Jifik misto
kyticky namaluje dinosaura). Pokud ov§em nemtzZeme vSem jedinciim pfifadit danou vlastnost,
jednd se o indukci netiplnou. V béZném Zivoté se ndim ovSem Casto stava, Ze tato netplna indukce
je zaménovana s uplnou. Kupfikladu ,,zaskatulkovani* hodného nebo zlobivého Zdka ve tfidég,
nebo rasova diskriminace — ,,VSichni Romové kradou“.

Chceme-li ovSem skute¢né€ odvodit obecny zakon, néjakou pravidelnost, je tfeba zajistit dosta-
te¢ny vzorek s reprezentativnimi vlastnostmi, jejichZ vyznamnost musime ovSem peclivé zvazit,
a jejichZ pivod musime patficné dohledat (napf. je-li neschopnost naudit se matematiku zavinéna
dyskalkulif nebo partou kamarada s rozptylujicim vlivem — tedy je-li pficina odstranitelna nebo
neodstranitelnd). A ddle je tfeba zvaZzit, zda se pozorované vlastnosti vzorku vztahuji na celou
jeho populaci. Jak o tom svéd¢i humorna pithoda z Alp: ,, Matematik, fyzik a inZenyr leti v balonu
nad Alpami, inZenyr vykoukne pres okraj kose a vidi na hrebenu kamzika, ukdze prstem a rikd:
., Koukejte, v Alpdch Ziji hnédi kamzici!“ Fyzik ho opravi: )V Alpdch Zije alespori jeden hnédy
kamzik.“ Matematik opravi fyzika: ,,V Alpdch Zije alespori jeden kamzik alespori z jedné strany
hnédy!*“* Tomuto procesu, kdy z dostatecné reprezentativniho mensiho vzorku usuzujeme na
celou populaci, se 1ika statistickd indukce.

Dalsim typem je védeckd indukce. Zatimco v oblasti pfirodnich a humanitnich véd oznacuje
pojem indukce zptisob mysleni, ktery jsme si jiZ popsali, v roviné filosofické se bavime o indukci
jako o pfedmétu zkoumani. Nejlépe tento filosoficky problém znédzortiuje Aristoteles, ktery zavadi
pojem prirozenosti. Ten vyjadiuje, zZe si véci zachovavaji stejnou strukturu, tedy stily zptisob
¢innosti (kocka mioukd, pes Stékd). Nasledkem téchto pravidelnosti usuzujeme, Ze i zitra bude
nas pes Stékat a sousedova koCka mnoukat. Ale je mozné tento zavér udélat vzdy? Na zdkladé
pravidelnosti a stalych vzorct chovani? Ano, je. Dilkaz vSak neni konstruktivni, ale existenc¢ni.
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To znamen4, Ze 1 kdyZ nevime, jak odvodit zavér, vime, Ze je to moZzné. [6, str. 55-56]

Samoziejmé& nesmime zapomenout ani na matematickou indukci. Jedna se o ponékud vycni-
vajici piipad, protoZe se jednd o presné dany postup s jasné danymi pravidly, bez vyjimek, ktery
se jeSté navic da vyjadrit axiomaticky. Jak tedy v matematické indukci postupujeme? Ukazme si
to na piikladu. M&me tvrzeni: ,,Pro v§echna pfirozend ¢isla plati: 3 | n® +2n“. V prvnim kroku
matematické indukce dokaZeme dané tvrzeni pro prvni &islo (pro jedni¢ku): 12 +2-1 =3 <3 3,
coz plati. Indukénim predpokladem je v tomto piipad€, Ze tvrzeni plati pro urcité m € N. Nyni
tvrzeni dokdzu pro m + 1:

(m4+1)3+2(m+1) =m> +3m? +3m+ 1 +2m+2 = (m> +2m) + (3m?> 4+ 3m +3)

Prvni zavorka je délitelna tfemi podle indukéniho pfedpokladu a druhd zévorka je dé€litelnd tfemi,
protoZe je souctem tif ndsobku ¢isla 3. Tedy jsme dokazali, Ze tvrzeni opravdu plati pro v§echna
prirozena Cisla.

Dal$im typem usudku je deduktivni uisudek. Jedna se o usudek, kdy je-li néco déno, néco
dalsiho je tim padem jiZ ur¢eno. MiZeme zde uvést piiklady jako sudoku, kde je-li dano, Ze zde
bude cislo 3, je tim také dano, ze Cislo Ctyfi bude zase onde. Dal$im piikladem budiz prohlaSent:
,,Cela tfida ma jednicku.*, z ¢ehoz plyne, Ze Kéfa, ZaCka této tfidy, dostala jednicku. ,,V nasem
prikladu je nutnost vyplyvdni zdvéru z predpokladu zaloZena na principu, ktery md v logice
klasicky ndzev ,,dictum de omni et nullo““; znamend to ,,pravidlo o kaZdém a Zddném*. Rikd toto:
,» Co plati o vsSech, plati i o kaZdém jednotlivci zvldast. Co neplati o nikom, neplati ani o Zddném
Jednotlivci zvldst. ““ [6, str. 62] Dilezité je ovSem také, abychom pii dedukci neuzivali dalSich
predpokladi. To je dilezité zejména pro formalizované axiomatické systémy dnesni logiky.

Cilem deduktivniho usuzovani je vSak nejen vysloveni zavéru, ale také jeho odivodnéni.
Odtvodnény zavér je mozné v tomto piipadé udélat dvéma zplsoby. Primy zdvér indikuje, Ze
z premis piimo vyplyva (11 je prvocislo, tedy neni délitelné péti), neprimy zdvér nevychdzi
z premis, ale z popieni zavéru. UkaZzme si to na piikladu. ,, Detektiv chce dokdzat, Ze vrah mél
tmavy oblek. UvaZuje: ,,Dejme tomu, Ze viah mél naopak svétly oblek. Pak by ho ale svédkové i za
Sera muselividet. To je vSak v rozporu s jejich vypovédmi. Proto musel mit vrah tmavé obleceni. *“ “
[6, str. 68] Metoda nepifimého usuzovani byva také nazyvana jako dikaz sporem.

Metoda protiprikladu je zase zpusob, jak tvrzeni vyvrdtit. Jde o dokazani nepravdivosti
obecného tvrzeni pomoci konkrétniho piikladu. Ilustrujme si to takto (A, B, C jsou libovolné
pojmy):

Predpoklady: VSechna A jsou C.
Vsechna B jsou C.

Zaver: Vsechna A jsou B.

Lze jisté najit mnoho protipiiklad. Zmifime si tady alespon tento: Z tvrzeni, Ze vSichni lidé jsou
zivocichové a vSechny opice jsou Zivocichové, jisté neplyne, Ze vSichni lidé jsou opice.
1.2.2 Argumentace

Druht argumentace je mnoho, maji v§ak spolecny cil: pfesvédcit oponenta o spravnosti naseho
tvrzeni. Na zacatek bychom méli objasnit rozdil mezi pojmy argument a ditvod. Divodem se
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snazim podloZzit své Ciny, argumentem se snazim pfesvédcovat. Je nasnad€, Ze argumentace
se mlize velmi rychle zvrhnout ve vydirani, tedy argumentaci vyhrtizkou. Za¢néme ale jinak.
Existuje zajisté korektni a pfiméfend argumentace, kdy si oponenti vyméni logické (popft. citové)
argumenty a bez zbyte¢nych okolki se dohodnou na zavéru, af uz tezi jednoho, druhého, ¢i zvoli
moZnost kompromisu. V praxi se vSak bohuzel Castéji setkdvdme s argumentaénimi uskoky a
podrazy. Zmitime alespon nékteré z nich.
Citovd argumentace je velmi snadno zneuZitelnd, zejména pokud si je osoba védoma svého
vlivu. Tento typ argumentace casto nesouvisi s tématem, i kdyZ si jist€é dokdZeme predstavit
situace, kdy je citovd argumentace zcela na misté (,,Radsi bych $la do zoo nez na hokejovy
zapas.”) Je velmi dulezité si fici, nakolik je argument opravnény. Pii posuzovani vhodnosti této
argumentace se zaméfujeme zejména na blizkost citové oblasti od pfedmétu diskuze, na zptsob
pouziti (dotcend, prosebna formulace, mimika, ignorace, slzy, nafek, v nékterych piipadech
az psychosomatické onemocnéni, jako je naptiklad bolest hlavy) a na G¢innosti argumentu (ta
zpravidla zavisi na projevu, citlivosti oponenta a na vzajemném vztahu protivnikll). S tim tzce
souvisi argumentace holi (vyhriizkou), kterd je spiSe extrémnim piipadem, neZ samostatnou
kategorii. [6, str. 87]
Dalsi chybou v argumentaci je poupraveni teze, kterou se snazime obhdjit. Jedna se zejména
o zdramatizovani dopadu teze, ktery posléze vyvracim argumentaci, dal$i metodou je tvrdit o néco
madlo vic, nez tvrdi pivodni teze, kterd se pak sndze vyvraci, a nakonec tvrdit o néco méné, nez
tvrdi ptivodni teze, ta se potom lépe obhajuje. V fad¢ chyb stoji také jakési nesmyslné zobecnéni
(nékteti maliti dosdhnou sldvy az po smrti — vSichni maliti dosdhnou sldvy aZ po smrti). V dal§im
pripadé€ je pouZit argument z autority — jak tvrdi . . . (Platon, Eukleides,. . .).
Velkou kategorii je argumentace ad populum, tedy argumentace k lidu, kterd vyuZziva existence
néjaké skupiny, jejtho ndzoru a nélezitosti jedince k ni. Cilem je, aby jednotlivec pfijal ndzor
skupiny, ucastnil se jejich aktivit a hdjil jeji zdjmy. Tato argumentace muize byt jak pozitivni
(jsem hrdy, Ze jsem skaut, Cech,...), tak negativni (kdyZ to neud&las, tak nejsi jeden z nds;
vyhrizky nésilim, prozrazenim tajemstvi,. . . ).
Jinym druhem je argumentace ad hominem, neboli argumentace k clovéku. Zatimco argu-
mentace ad rem hovoii vécné a k tématu, argumentace ad hominem se zamétuje na ziskani pfizné
konkrétniho ¢lovéka. Nemusi se v tomto piipadé jednat pouze o argumenty k véci, jako spiS
o argumenty, které vzbudi sympatie osoby. Jde tu piredevSim o lichoceni, apel na stejné zajmy
nebo sounalezitost. Neni vyjimkou ani pouZit rizné argumenty vici riznym lidem, aby se doséhlo
vytyceného cile. [6, str. 105-108]
Zdiraznéme zavérem dvoji smér, kam se cili pozornost argumentujiciho. Ten se zamétuje na:
a) obsah teze — zde miZe dojit ke klamu nebo omylu na ¢tyfech frontach: slovni vyjadieni
(metafory, viceznacCnost,. .. ), argumenty (mohou byt nepravdivé, CasteCné nebo cele, a
presto predkladdny jako védecky podloZené), teze (proména, zveliceni,. . . ) a plynuti teze
z argumenti (nakolik opravdu argumenty podporuji danou tezi),

b) Clovéka — snaha ziskat sympatie, najit mezeru v obrané, argumentace se obraci na fyzickou
i duSevni zranitelnost jedince (jsi mi sympaticky, tak ti vyhovim), na vlastnosti a nazory
jedince nebo na ztotoznéni jedince se skupinou.
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1.2.3 Logika v raznych oblastech Zivota

Na tomto misté bychom zminili nékterd odvétvi béZného Zivota, kterd se fidi (alespon Castecné)
podle jednozna¢nych logickych pravidel. Rekneme si néco o logice reklamy, vlivu a moci, uméni
a nakonec zminime historiografické mysleni.

Jestlize je tedy logika védou zabyvajici se lidskym mySlenim, je jasné, Ze logika reklamy je
jisté jeji ¢asti. Prodejci se snazi naladit se na mysleni kupujicich, aby na n€ co nejvice zaptisobili.
Zékladni taktikou je opakovani. Reklamu uvidite v televizi, na bilboardu, v tramvaji, na socidlnich
sitich, uslysite ji v radiu. Jak ¥{kd prastaré dslovi: ,,Opakovani je matka moudrosti“. Cim Cast&ji
reklamu zaznamendvame, tim vice si ji pamatujeme, a tim vice mdme pocit, Ze produkt zndme.
A pravé znamé produkty nakupujeme spiSe, nez ty neznamé. Jeden piiklad za vSechny: Muj tita se
Casto koukal na francouzské filmy, ve kterych se jako aperitiv objevuje alkoholicky ndpoj Pastis. Na
vyménném pobytu ve Francii se stavil v jedné restauraci a co si nedal jako aperitiv? S reklamami
se setkavame také v pribéhu projekci filmu. Jisté jiz jsme nesCetnékrat zazili, Ze v televizi je
film v nejnapinavéjSim misté prerusen sérii reklam, které nds ale ani troSku nezajimaji. Presto je
pretrpime, abychom se dozveédéli, jak film skonci. Timto zpisobem nds prodejci nuti shlédnout
jejich reklamy, které si Casto zapamatujeme (tatdz reklama se objevi tieba tiikrét i vickrat béhem
filmu). Dfive reklamni agentury braly ¢lovéka jako spiSe raciondlniho a podkladaly mu argumenty,
,pro¢ zrovna tento praci prasek je nejlepSi‘. Dnes se reklama zaméfuje spiSe na city. Malokdy uz
vidime dtivody, spiSe je naim predkladan smyslovy zazitek — usta, kterymi chutna ¢okoldda, dotek
Cerstvé vypraného pradla nebo nos, ktery voni vino. Dal$im zplisobem, jak zaujmout cilového
zékaznika, je uték od tématu. Reklama zac¢ne napiiklad dfevorubcem s motorovou pilou a konci
u piva s kamarady. Divdk se ze zacatku snazi odhadnout, co tato reklama predvadi, je zaujat a
vice si toho zapamatuje. DalSimi strategiemi ovlivnéni nakupujicich je naptiklad umisténi polic
s pecivem na konec prodejny, aby zdkaznik musel projit celou fadou regald, a to tam i zpatky,
tak, aby byl co nejvice navnazen koupit néco dal$iho, nez jen pecivo.

Logika vlivu a moci nds odkazuje na zpiisob, jakym volime své politiky a zastupce. Jak tedy
jeden Clovek ziskd vliv na fadu druhych? Je pro zacatek mozné néco pfislibit. Lidé maji touhu
véci vlastnit. Nemaji-1i tedy jinou mozZnost, jak véc ziskat, podpofi toho, kdo jim tuto véc slibi
do budoucna. Dalsi mozZnosti je intelektudlni autorita — pokud tento ¢lovék toho o daném tématu
vi vic, nez ja, tak mu budu divéfovat. Velkou roli hraji také politické cile a plany. Chceme-li
zaujmout prostého ¢lovéka, je vhodné formulovat své cile konkrétni (ty budi dojem splnitelnosti),
presné definované (ty presvédcuji o jasnych idejich tvirce), vypadajici jako prostiedek k dosaZeni
cile, které zastdvané s neochvéjnou jistotou jsou zdkladem pro image silné politické osobnosti.
DalSim krokem je bezesporu formulovat vSe tak, aby tomu i prosty ¢lovék rozumél (alespon
zdéanlivé), nebof pravé porozuméni feci je Casto kamenem trazu. [6, str. 178]

Mezi dalsi odvétvi, ve kterém vidime strukturu mysleni, je uméni. Dne$ni uméni se mize
leckomu zdat velmi abstraktni. I pfesto v ném nachdzime spoustu zdkont a pravidel, které lidsky
mozek jisté neprekvapi. Vezméme si napiiklad ¢aru. Obycejnou vodorovnou ¢aru. Takova Cara
vyjadiuje klid, harmonii, rovnovahu. Svisld ¢dra indikuje dynamiku a Sikmda Cdra sr$i akei a
energii. Zkuste si sami vzit Cisty bily papir, plny nekoneénych moZnosti, ¢ekajici na v4s dalsi
krok, a energickym pohybem udélejte Sikmou ¢éaru. Je v tuto chvili mozné zacit malovat letni
krajinku? Klidnou hladinu mote? Spi§ se ndm v tuto chvili podaii zobrazit vzlétajici letadlo
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nebo silny vitr. V uméni se ale velmi Casto pracuje s geometrickymi obrazci. Af uz se jedna
o zobrazovani kachli¢ek na podlaze nebo o malby stropti, aby se jevily vyssi nez doopravdy jsou,
nebo o dalsi optické klamy.

D¢jiny lidstva i jednotlivych kultur a narodt maji jisté svou logickou niavaznost. Ale kromé
toho, Ze je historie vykladana rizné, je rizné i zapisovana. Podivame-li se na zaznamy historickych
knih, jist€ nas to nepiekvapi. Jedna se o rozdily ve vnimani samotnych autorti nebo o zptisob,
jakym se snazi zapuisobit na ctenafe. Jak o tom svédci napiiklad troji hodnoceni zaloZeni Karlovy
univerzity, a to z pohledu Karlova Zivotopisce, ktery vyzdvihuje kulturni aspekt, vzdélavaci
hodnotu a pohled do budoucna, z pohledu politika, ktery chvali vyzdvihnuti Prahy po strance
mezindrodni politiky, a z pohledu bésnika, ktery popisuje veseli, hudbu a radost obycejnych lidi.
[6, str. 189-191]

1.2.4 Logika ve Skolské vyuce

Pred sedmdesati lety se logika na Skoldch vyucovala velmi spote, spiSe jako odvétvi filosofie.
Na dnesnich stfednich Skol4ch se prvky logiky objevuji pii vyuce prirodovédnych a humanitnich
predmétl v riizné §ifi i intenzité. Matematika je bezesporu tim pfedmétem, v jehoZ hodinach se
formalni logika uziva nejhojnéji. Méla by prolinat vyuku vSech tématickych celkl tohoto pred-
métu. Tak bude vyuka matematiky plnit nejen samotnou funkci vzdéldvaci (ucitel by mél umét
Zakim odpovidat na otazky typu: ,,K ¢emu mi budou kvadratické rovnice?), ale i funkci vychov-
nou, totiz rozvijet nasledujici dovednosti potfebné nejen v matematice: dokdzat myslet abstraktnég,
¢init logicky spravné zavéry, umét se presné vyjadrovat, posuzovat Uplnost a bezespornost ivah
(af uz vlastnich, ¢i jinych osob). Jako uziteény pfiklad konkrétniho projevu zminéného abstrakt-
niho mysleni uved'me dovednost pouZzivat pismena v roli konstant ¢i proménnych a pomoci nich
zapisovat slovné vyjadrené vztahy algebraickymi vyrazy. [3, str. 50-51]

Na matematickou logiku by ucitelé méli dbat ve vSech hodindch matematiky, vZzdyt vétSina
matematickych poucek ma formu sloZenych vyroki se standardnimi logickymi spojkami a zastou-
pené proménné v nich zpravidla byvaji kvantifikovdny. Nékolik vyucovacich hodin matematiky je
v tématickych pldnech pro 1. ro¢nik gymnazii a nékterych dalsich stfednich kol vénovano piimo
zakladim matematické logiky, jejichZ osvojeni je nezbytné k tomu, aby Zaci spravné chapali
obsah vysledku v dal$ich tématickych okruzich. Pfehledu tohoto uciva logiky vénujeme nasledu-
jici podkapitolu 1.3, zatimco Cetné priklady na procviceni tohoto uc¢iva budou nédplni kapitoly 2,
stéZejni Casti celé nasi price.

Na jist¢ém gymnaziu pouzili k zaujeti zZakt logikou nasledujici metodu: ,,KdyZ napriklad
na matematicky kabinet zaklepal Zdk a zeptal se, zda je v kabineté profesor X, dostal kladnou
odpovéd a dvere se zaviely. Zdk tedy zaklepal znovu a iekl: ,, Pane profesore, mohl byste mi zavolat
profesora X?“ Opét dostal kladnou odpovéd a dvere se zase zaviely. AZ do tretice v§eho dobrého
se Zdkovi podarilo zformulovat svoji prosbu ndleZité: ,,Pane profesore, prosim vds, zavolejte mi
pana profesora X. ““ Ucitel s ismévem rekl: ,,Velmi rad“ a kolegu X zavolal. “ [3, str. 51]

Zpravidla panuje ndzor, Ze je pochopitelnéjsi, kdyZ zZakiim objasnime myslenky vyvoje logiky,
nez ze jim naservirujeme vysledky, které do sebe prakticky nezapadaji. Je vhodné Zaktim osvétlit
rozdil mezi obsahovou a formalni strankou véci, fici jim, Ze tato formélni stranka se zamétuje
pouze na pravdivostni hodnotu, kterd nezarucuje, Ze z prvniho vyroku lze dokdzat druhy, a tedy
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nema cenu se snazit dokazat napiiklad: ,2 47 = 9 = trava je zelend“. BéZné pouzivame ale
obsahovou stranku logiky, spojované vyroky spolu blizce souvisi a jsou vdzany kauzalitou.

Argument, Ze matematika rozviji logické mysleni slySime ze vSech stran. Logické mysleni
je ale rozvijeno také vyukou jazyki ¢i historii. Nutno ov§em dodat, Ze matematika je k tomuto
ucelu nejvhodnéjsi a nabizi ndm spoustu véci, nad kterymi miZeme Zasnout, nabizi nam rtizné
mySlenkové konstrukce, uzite¢né vztahy a neobvyklé postupy. Byla by Skoda tuto vyhodu zahodit.
[3, str. 50]
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1.3 Formalni logika v u¢ivu matematiky

V této podkapitole poddame stru¢ny vycet pojmi a poznatkl z formalni logiky, které jsou soucasti
gymnazidlniho uciva matematiky v dneSni dobg&. Na§ ptehled neni zamyslen jako ucebni text
pro zéky pii prvnich hodinidch vyuky tohoto uciva. Na to je piili§ strucny, bez podrobnéjsich
komentéit a ilustrativnich piikladd, a nenf ani striktné systematicky — nékteré logické spojky
uzivame pred odstavci, ve kterych je formélné zavddime. Text je tedy urcen spiSe samotnym
ucitelim pro jejich orientaci v tématu a ,,na druhé ¢teni* pouze vynikajicim Zakiim s hlubSim
z4jmem o logiku. Obsahuje totiZ i nékteré poznatky a postupy, které rimec gymnazidlniho uciva
presahuji.

1.3.1 Vyroky a jejich negace

V predchozim textu jsme se uZ zminili o pojmu vyrok. Na stiednich Skolach ho definujeme pouze
intuitivné (podobné jako pojem mnoZina): je to sdéleni, u néhoZz ma smysl otdzka, zda je ¢i
neni pravdivé. Ve formdlni logice znacime vyroky velkymi pismeny, se kterymi dale pracujeme
namisto pivodnich vyrokd. Tato substituce je zcela na misté, nebof jak jiz bylo feceno, formalni
logika se zabyva formou, spiSe neZ obsahem sdé€leni. Pravda nebo nepravda vyroku se oznacuje
terminem pravdivostni hodnota a symbolicky se znaci Cisly 1 (pravda) a 0 (nepravda).

Je dileZité zminit, Ze kupiikladu ,,(a + b)?> = a® + 2ab + b*>** neni vyrok. Nevime totiZ, co
znamenaji proménné a a b, jednd se tedy o vyrokovou formu. Vyrokem rozumime az spojeni:
,Pro viechna a,b € R plati: (a +b)? = a® +2ab + b*>.
pravdivostni hodnotu vyroku na opacnou. Znaci se symbolem ,,—* a dil¢im ukolem logiky je
znegovat vyrok bez pouZiti spojeni: ,,neni pravda, Ze. . ., tedy prevést negaci vyroku do pozitivni
formy. Ctend¥ si jist& uvédomi, Ze dvojnasobna negace neméni pravdivostni hodnotu vyroku, tedy
—(—A) < A. Formalné to dokaZeme tabulkou pravdivostnich hodnot:

A | -A | —(-4)
L[ o 1
0] 1 0

Jak jsme uvedli v podkapitole 1.1.2, je nutné rozliSovat protiklad a negaci. Negaci vyroku
,Ebenové dievo je bilé* je tedy ziejmé ,,Ebenové dievo neni bilé* a nikoliv ,,Ebenové dievo je
cerné®.

Ve vyrokovém poctu rozliSujeme dva druhy vyroki — jednoduché a slozené. Jednoduchy vyrok
je takova véta, kterou jiz nelze ddle rozd€lit na smysluplné celky. SloZeny vyrok je tvofen dvéma
nebo vice jednoduchymi vyroky uzitim logickych spojek. SloZenému vyroku tikdme tautologie,
je-li pravdivy, af jsou pravdivostni hodnoty zastoupenych jednoduchych vyroki jakékoliv. Naproti
tautologii stoji kontradikce, kterd je za kazdych okolnosti nepravdiva. Jako piiklad tautologie

uvedme vyrok AV (—A) s tabulkou pravdivostnich hodnot:

A|-A|AV(-A)
110 1

0] 1 1
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1.3.2 Konjunkce a disjunkce

Logické spojky konjunkce a disjunkce patii mezi binarni operace na mnoZziné€ vyroki. Pozndme
je ve slovné vyjadienych vyrocich po fadé podle spojek ,,a, 1, a souasné* a ,,nebo* a znacime je
»A“a L, Ve Tyto spojky jsou definovany nésledujici tabulkou:

A|B|AANB | AVB
11 1 1
110 0 1
01 0 1
0,0 0 0

Vidime, Ze konjunkce je pravdiva, pravé kdyZz jsou oba vyroky pravdivé, zatimco disjunkce je
pravdiva, pravé kdyz je pravdivy alespoii jeden z vyrokil. PiestoZe se v uebnicich béZné neuvadi,
zminme si také disjunkci ve vylucovacim smyslu. Odpovida vétné konstrukcei ,,.bud. . ., nebo. .. *,
nékdy se znadi symbolem ,,V* a formalné je definovana takto:

A| B | AVB
1)1 0
110 1
01 1
00 0

V S§ifi béZzného uzivini a standardniho znaceni vSak zvitézila disjunkce v nevylu¢ovacim
smyslu. Je tomu tak zejména proto, Ze souCasnd matematika pouZivd mnoZinovy jazyk, kde
definujeme zakladni operace sjednoceni a priniku mnoZin pravé uZitim spojek A a V:

xeMNN&xeMAxeN xEMUN&SxeMVxeEN

Ve sjednoceni dvou mnoZin se tedy kazdy prvek nachdzi alespon v jedné z mnoZin, nikoliv bud
v jedné, nebo druhé. Kromé toho je pomoci disjunkce v nevylu¢ovacim smyslu snazsi vyjadrit
negaci konjunkce (a s tim souvisejici negaci disjunkce), a to takto:

—(AAB) < -AV B -(AVB) < -AA-B

Dukazem téchto De Morganovych pravidel je nasledujici tabulka:

A|B|-A|-B|AAB|—=(AAB) | -AV-B | AVB | =(AVB) | ~AA-B
1[1]07]0 1 0 0 1 0 0
10|01 0 1 1 1 0 0
o110 o0 1 1 1 0 0
0011 0 1 1 0 1 1

Zdtraznéme jeste, Ze obé operace ,,A“ a ,,V* jsou zfejmeé komutativni. Méné zfejmé jsou dva
distributivni zdkony, kterymi jsou tyto dvé operace navzajem svazany, totiz

AAN(BVC) < (AAB)V (ANC) AV (BAC) < (AVB)A(AVC).
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Prvni zdkon nyni dokdZeme pomoci tabulky, druhy pak odvodime z prvniho uzitim de Morgano-
vych pravidel.

A|B|C|BVC |AAN(BVC) |AAB|ANC | (AANB)V(ANC)
1{1]1 1 1 1 1 1
1110 1 1 1 0 1
1101 1 1 0 1 1
110]0 0 0 0 0 0
0|11 1 0 0 0 0
0/1]0 1 0 0 0 0
001 1 0 0 0 0
0[{0|O0 0 0 0 0 0

Vidime, Ze pravdivostni hodnota obou zkoumanych vyroki je vzdy stejna.

s s

Diikaz druhého zakona nyni provedeme tak, Ze uvazime negace obou posuzovanych vyroki:

—~(AV(BAC)) & -AAN—(BAC) < =AA(-BV—C) < (mAA-B)V (-AA=C),
~((AVB)A(AVC)) < ~(AVB)V—~(AVC) < (AA-B)V (-AA-C).

Z toho jasné vidime, Ze negace obou stran ekvivalence se daji upravit do totoZného tvaru, tedy
maji stejné pravdivostni hodnoty. Ekvivalence AV (BAC) < (AV B) A (A V C) proto plati.

1.3.3 Implikace a ekvivalence

Stejné jako konjunkce a disjunkce, jsou i logické spojky implikace a ekvivalence bindrnimi

operacemi. V psaném projevu je pozname podle spojek ,Jestlize. .., pak...“ a,,. .. pravé tehdy,
kdyz. .. a zna¢ime je symboly ,,.=* a ,,&*. Definuje je nasledujici tabulka:

A|B|A=B | A&B

1|1 1 1

110 0 0

01 1 0

00 1 1

Vidime, Ze implikace A = B plati vzdy s vyjimkou piipadu, kdy plati A a neplati B. Zdiraznéme
tedy, Ze implikace A = B formdlné plati, pokud A neplati. To sice ponékud neodpovidd uZziti impli-
kace v béZzném jazyku, ale md to v matematice velky vyznam. Napiiklad implikaci
»X >3 = x > 1“ povazujeme za platnou pro kazdé Cislo x, pritom hodnoty x =2 a x =0
odpovidaji tfetimu, resp. ¢tvrtému fadku definicni tabulky.

Ekvivalence A < B je podle defini¢ni tabulky pravdiva pouze tehdy, kdyZz oba vyroky A, B
maji stejnou pravdivostni hodnotu. Jedna se o konjunkci dvou implikaci A = B a A <= B, na coz
poukazuje i symbol ekvivalence, vznikly spojenim pravé dvou Sipek = a <. To se da vyjadfit
tautologii

(A< B)< (A= B)A(B=A))
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a dokdzat nésledujici tabulkou:

A|B|A=B|B=A|(A=B)AN(B=A) |A<B
1)1 1 1 1 1
10 0 1 0 0
01 1 0 0 0
0]0 1 1 1 1

Implikaci B = A nazyvame opacnou k implikaci A = B. Jak vidime ze tfettho a ¢tvrtého
sloupce predchozi tabulky, plivodni a opacnd implikace nejsou logicky ekvivalentni. Tteti fadek
pravdivostnich hodnot totiz ukazuje, Ze implikace B = A neplyne z implikace A = B. Kromé
toho nés tabulka vede k zavéru (neobvyklému pro neformélni logiku), Ze totiZ z libovolnych dvou
navzdjem opacnych implikaci je vZdy alespon jedna pravdiva.

Implikaci =B = —A nazyvame obménénou implikaci A = B. Jak slovo obména napovida,
plivodni a obménéna implikace logicky vyjadiuji totéz, tj. maji vzdy stejnou pravdivostni hodnotu.
Tuto skuteCnost, kterd hraje v matematice vyznamnou roli neprimych ditkazu, vyjadiime tautologii

(A= B) < (-B=—A).

Jeji dikaz plyne z tvahy, ve kterych piipadech posuzované (navzdjem obménéné) implikace
neplati. Jak jsme uvedli vySe, pro implikaci A = B je to jediné piipad, kdy plati A a neplati B.
Podle téhoz pravidla je to pro implikaci =B = —A jediné pro piipad, kdy plati =B a neplati —A,
tj. kdy neplati B a plati A. Vidime, Ze u obou implikaci jde o stejny piipad vymezeny konjunkci
A N —B, tudiz dikaz jejich ekvivalence je hotov. Zaroven jsme vymezenim jediného piipadu, kdy
neplati implikace A = B, odvodili dilezité pravidlo pro negaci implikace:

-(A=B)& (A/\—\B)
Rovnéz pravidlo pro negaci ekvivalence
-“(A&<B)< (A< B)

zdiivodnime uvahou: negace ekvivalence A < B plati, pravé kdyZ vyroky A a B maji riznou
pravdivostni hodnotu. To nastane, praveé kdyZ vyroky —A a B maji stejnou pravdivostni hodnotu,
tedy pravé kdyz jsou ekvivalentni.

Vratme se jeSté k problematice implikaci a uved'me jednu jejich vyznamnou vlastnost. Ta je
obecné oznacovdna terminem franzitivita a v ptipad€ implikaci je vyjddfena tautologii

(A=B)A(B=C)) = (A=C).

Stejné jako predchozi pravidla, i tuto implikaci dokdZeme dvahou. Jeji pravd strana A = C
neplati v jediném piipadé€, kdy plati A a neplati C. Proto ndm k dlikazu staci ukdzat, Ze tehdy
rovnéZ neplati ani konjunkce z levé strany celé implikace, Ze tedy neplati alespoii jedna z implikaci
A = B nebo B = C. Skute¢né: plati-li B, neplati B = C; neplati-li B, neplati ani A = B.

Diky dokédzané tranzitivit€ zapisujeme konjunkci nékolika na sebe navazujicich implikaci

(A=B)AB=C)\---N(Y =2Z)
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zjednoduSenym zptisobem jako fetézec
A=B=C=...=Y="Z

ktery znamend, Ze plati rovnéZ implikace A = Z. Takovy fetézec implikaci je v matematice
podstatou primych diitkazu.

1.3.4 Vyrokové formy a kvantifikatory

Pod pojmem vyrokovd forma rozumime sdéleni, které ma tvar vyroku, avSak nékteré jeho prvky
nejsou konkrétni, tj. jsou zaménény symboly (nejcastéji pismeny) v roli proménnych. Z vyrokové
formy se tedy stane vyrok, az za vSechny proménné, které obsahuje, dosadime konkrétni prvky
(nejcastéji ¢isla, mnoziny, geometrické utvary, apod.). Vyrokovou formu V' s jednou proménnou x
budeme znacdit V(x), vyrokovou formu se dvéma proménnymi x, y zapisujeme V (x,y) atd.

Druhy zptisob, jak se z vyrokové formy stane vyrok, je postup, kdy stanovime, pro kolik
hodnot proménnych dand vyrokova forma plati. Mohou to byt konkrétni pocty (napt. 3), nebo
,hekoneéné mnoho*, nebo odhady poctl, kupt. ,,alesponi 8“ nebo ,,nejvyse 42“. Uvedenému
zpusobu piemény vyrokové formy ve vyrok se fika kvantifikace.

V samotné matematice se kvantifikace Casto realizuje pomoci tzv. kvantifikdtorii. Nejvy-
znamnéj$i z nich jsou obecny kvantifikdtor ,,V* (Cteme ,,pro vSechna®, ,,pro kazdé*) a existencni
kvantifikator ,,3 (Cteme ,,existuje®, ,.existuje alespon jeden®).

Kvantifikétor V vyjadfuje, Ze za nim uvedend vyrokova forma plati pro vSechny prvky z nékteré
(Jasné vymezené) mnoZziny. UZiti obecného kvantifikdtoru pro jednu proménnou je tedy tvaru

VxeM|V(x)

(mnozina M a forma V (x) vSak musi byt zadény), tento zépis ¢teme: ,,Pro kazdé x z mnoZiny M
plati vyrokové forma V (x).* Napiiklad mnoZinova inkluze M C N, jako jeden z nejuzivanéjsich
matematickych vztahd, je vlastné definovana vyrokem

VxeM|xeN.

Kvantifikitor 3 zarucuje existenci takového prvku z uvedené mnoZziny, pro které nisledna
vyrokova forma plati. Zapisujeme
dxeM|V(x)

a Cteme: ,,Existuje x z mnoziny M, pro které plati vyrokova forma V (x).
V matematice jsou Casté sloZené vyroky s vice kvantifikatory, které maji naptiklad tvar:

Ve>0](36>0|(VxeR|0< |x—xo| <8 =|f(x)—L|<¢)),

kde je ve vyrokové formé,,0 < |x —xp| < 6 = | f(x) —L| < € nejprve kvantifikovdna proménnd x,
poté &, a nakonec €. Tento zapis je zbyte¢né slozity, proto byva zjednodusen vypusténim zavorek,
po kvantifikovani v§ech proménnych nahrazujeme svislou ¢aru dvojteckou:

Ve>030>0VxeR : 0< |x—xp| <8 =|f(x)—L|<e.
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Tento piiklad je definici limity lim f(x) = L v matematické analyze. Je tfeba dtirazné upozor-
X=X

nit, Ze pii takovém zdpisu nelze poradi ivodnich kvantifikatord ménit (jinak pozménime vyznam
vysledného vyroku).

Negaci vyroku s obecnym kvantifikdtorem je zfejmé vyrok s kvantifikdtorem existencnim.
Negaci vyroku ,,Pro kazdy prvek mnoZziny M plati, Ze ma danou vlastnost* je totiz tvrzeni ,,Neni
pravda, ze kazdy prvek mnoZziny M m4 danou vlastnost®, coZ se da stejné dobie vyjadiit jako
,.EBxistuje prvek z mnoziny M, ktery danou vlastnost nema*“. Symbolicky toto pravidlo o negaci
zapiSeme tautologii

—(VxeM|V(x)) e IxeM |-V (x).

Druhé pravidlo
“(HeM|V(x) e VxeM|-V(x)

dostaneme z prvniho, kdyZz v ném formu V(x) zaménime formou —V(x) a poté ob& strany
ekvivalence znegujeme.

Uvedena pravidla lze pouZivat opakované pii negacich vyroki s vice kvantifikatory. U vyse
uvedeného prikladu tak skutecnost, Ze neplati rovnost xllg(lo f(x) =L, zapiSeme vyrokem

Je>0V6>03xceR : 0<|x—xo| <SA|f(x)—L|>¢,

pfitom jsme také vyuzili pravidlo =(A = B) < A A —B.



Kapitola 2
Resené piiklady

2.1 Priklady k béZnému procvicovani

Jak nazev podkapitoly napovidd, jsou v ni soustiedény puvodni i pfevzaté naméty ve formé
feSenych dloh, které jsou uréeny k procvi¢ovani zdkladi matematické logiky jako samostatného
tématického celku pfedmétu Matematika v programech stfednich Skol.

Uloha 2.1.1. Rozhodnéte, které ndsledujicich vét jsou vyroky; u vyrokii urcete jejich pravdivostni
hodnotu.

1. 5-34+12>126

Obsah kruhu o poloméru r je 27r.
Reste tuto rovnici.

Jak je dnes venku?

2x+3<0

s v

Pro kaZdé redlné cislo x plati, Ze 2x+ 3 < 0.

N S A WD

Na Marsu existuji Zivé organismy. [4, str. 12]

ReSeni. 1. Vyrok pravdivy 2. Vyrok nepravdivy 3. Neni vyrok
4. Neni vyrok 5. Neni vyrok 6. Vyrok nepravdivy

7. Vyrok, jehoZz pravdivostni hodnotu nezndme (hypotéza)

Uloha 2.1.2. Stejné jako v predchozim prikladu rozhodnéte, které z ndsledujicich vét jsou vyroky;
u vyrokit urcete jejich pravdivostni hodnotu.

1. Morce je hlodavec.

2. StFed kruznice vepsané danému trojiihelniku leZi v priiseciku os jeho stran.

_2]—
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3.

Poslouche;j.

4. Nejdelsi rekou svéta je Amazonka.

5. VxeZ3dyeZ: 3x+6y=9z

6. Zijeme ve ctrndctém stolet.

ReSeni. 1. Vyrok pravdivy 2. Vyrok nepravdivy 3. Neni vyrok

4. Vyrok pravdivy 5. Neni vyrok 6. Vyrok nepravdivy

Uloha 2.1.3. Rozhodnéte o pravdivosti vyrokii:

1.

2
3
4
5

vre {1,2,3,4} Iy € {3,4,5,6,7} : 2x < y

. Vx€{5,7,9} 3y € {8,10,12,14,16,18} : x = 3y
. Jx € {281,687,984,567,213,208} : 3 | x

ke {3,22,5) 3c € {0,85;1,666;2,4;5;8,9} : k=

: VIEZElcl,czeN:t:%

ReSeni. 1. Vyrok neplati, protoZe pro x = 4 nerovnost 2 -4 < y neplati pro z4dné y < 7.

2.
3.
4.
5.

Vyrok plati, protoze 5 = % 10,7 = % ‘1429 = % - 18.
Vyrok plati, napt. 213 :3 =71.
Vyrok platf, 2 =2,4

Vyrok neplati, napt. —2 nelze zapsat takovym zlomkem.

Uloha 2.1.4. ,,V teto vété Jje péd chip.“ Je tento vyrok pravdivy? [9, str. 102]

ReSeni. Ano a zdroveil ne. Vyrok obsahuje pouze Ctyfi pravopisné chyby, tedy neplati. V tom
pripadé obsahuje i jednu chybu numerickou a potom plati. Jedn4 se tedy o paradox.

Uloha 2.1.5. K babicce maji na prdzdniny prijet dvé vaucky, Alena a Blanka. Pomoci logickych
spojek a vyroku

A: ,,prijede Alena*, B: , prijede Blanka“

vyjddrete symbolicky ndsledujici sloZené vyroky:

1. Alena prijede a Blanka neprijede.

2. Neprijede Alena nebo neprijede Blanka.

3. Jestlize neprijede Alena, pak prijede Blanka.
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4. Alena prijede praveé tehdy, kdyZ prijede Blanka.
5. Prijedou obé vnucky.
6. Prijede nejvyse jedna vnucka.
7. PFijede prdvé jedna vnucka. [2, str. 256]
Reseni. 1. AA-B 2. -AV-B 3. -A=B 4 A&B
5. Pfijede Alena a zaroven Blanka: A A B

6. Nepfijede Alenanebo nepfijede Blanka: =AV =B, také Neni pravda, Ze pfijedou obé vnucky:
- (A AB )

7. Pfijede Alena a nepfijede Blanka, nebo nepfijede Alena a pfijede Blanka:
(AAN=B)V (-AAB)

Uloha 2.1.6. Ema déld ovocny saldt z pomerance, jablka a ananasu. Pomoci logickych spojek
a vyrokii

A: ,,pridd tam ananas“, B: ,,pridd tam jablko “, C: ,,pridd tam pomeranc

vyjddrete ndsledujici sloZené vyroky:

1. Nakrdji tam ananas, ale nepridd tam jablko ani pomeranc.
Jestli do saldtu vmichd pomeranc, potom tam dd také jablko nebo ananas.
Pridd tam jablko, pravé kdyZ tam zamichd ananas.
Do saldtu si nakrdji vSechno.
Nepridd tam ani pomeranc ani ananas.
Pridd tam pravé jedno ovoce.

Nenakrdji tam jablko, jestliZe tam nezamichd ananas ani pomeranc.

o N S A LD

Do saldtu pridd nejvyse dvoje ovoce.
ReSeni. 1. AN-BA—-C 2. C=(AVB) 3.BsA 4. AANBAC 5 —-CA—A

6. (AN=BA-C)V(=AANBA=C)V(=AN-BAC)

8. (AN-BA-C)V(-AABA-C)V(-AA-BAC)V
AANBA—=C)V(-=AABAC)V(AN-BAC)V(-AN-BA-C)

nebo =-(AANBAC)

-

7. (FAA—C) = —B
-
(
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Uloha 2.1.7. Napis negaci vyroku (bez pouZiti ,,Neni pravda, Ze. .. “):
1. ,,KdyZ je ¢islo o kladné, pak md rovnice reseni .

., Cislo o je kladné a rovnice md reSeni“.

., Pro kazdé redlné cislo o plati o2 >0

., Existuje primka p, kterd je kolmd k obéma mimobéZkdm r a s .

. Nejvyse 12 Zdkii tridy nosi bryle“.

SN

., Dand rovnice md aspon 5 korenii“. [1, str. 5]
Reseni. 1. ,Cislo & je kladné a rovnice nem4 feSeni*.
2. ,Cislo a je nekladné nebo rovnice nema feseni*.
3. ,Existuje redlné &islo o, pro které plati o < 0.
4. ,74dna pfimka p neni kolm4 k obéma mimobézkdm r a s*.
5. ,,Aspon 13 zaki tfidy nosi bryle®.

6. ,,Dand rovnice md nejvysSe 4 kofeny*.

Uloha 2.1.8. Znegujte ndsledujici vyroky (bez pouZiti frdaze ,,Neni pravda, Ze. . .

1. KaZdy precetl aspori jednu knihu.
2. Existuje fialovd barva.
3. Nejvyse pét mimozemstanu je zelenych.
4. Do divadla mdame koupené prave tvi listky.
5. KaZdou vterinu se na svété narodi prdavé ctyri deti.
6. Slunce md na povrchu teplotu vice neZ 6000°C.
7. Tento dium md méné nez deset pater.
8. Cesta trvd aspori 35 minut.
ReSeni. 1. Existuje ¢lovék, ktery neprecetl zadnou knihu.
2. Neexistuje fialova barva.
3. Nejméné Sest mimozemstani je zelenych.

4. Do divadla médme koupené nejvyse dva, nebo nejméné Ctyfi listky.

24
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5.
6.
7.
8.

Existuje vtefina, kdy se narodi nejvyse tfi, nebo aspon pét déti.
Slunce méa na povrchu teplotu nejvyse 6000 °C.
Tento diim ma aspor deset pater.

Cesta trva méné nez 35 minut.

Uloha 2.1.9. Znegujte ndsledujici sloZené vyroky (bez pouZiti frdze ,,Neni pravda, Ze. . . “):

1.

N w0

o N S =

Maloval jsem obraz a dosla mi zelend barva.

Prisery na nds zaiitoci prdavé tehdy, kdy? zaiito¢ime prvni.
Vrdtis mi miij vidcek nebo to Feknu tdtovi.

Led taje, prdvé kdy? teplota dosdhne 0°C.

Vsechny pastelky se mi vysypaly na zem a poldmaly se jim tuhy.
Na rozhlednu piijdeme pésky nebo se svezeme lanovkou.
Vylezes z vody nebo nastydnes a umres.

Prdvé tehdy, kdyz nechodim v preziivkdch, dostanu pozndmku.

ReSeni. 1. Nemaloval jsem obraz nebo mi nedosla zelend barva.

2.

N o

PriSery na nés nezautoci pravé tehdy, kdyZ my zadtoc¢ime prvni.

. Nevrati§ mi mij vlacek a nefeknu to tatovi.

Led taje a teplota nedosdhla 0°C nebo led netaje a teplota dosahla 0°C.
Néktera pastelka mi nespadla na zem nebo se ji nezlomila tuha.

Na rozhlednu nepijdeme pésky a nesvezeme se lanovkou.

Nevylezes z vody a nenastydne$ nebo neumfes.

Dostanu pozndmku a chodim v pfeziivkach, nebo nedostanu poznamku a nechodim v pfe-
zuvkach.
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Uloha 2.1.10. Znegujte pFislovi:

1. LeZ md krdtké nohy. 6. Po bitvé je kaZdy generdlem.
2. Jablko nepadd daleko od stromu. 7. Pro jedno kviti slunce nesviti.
3. Rdno moudrejsi vecera. 8. KdyZ se dva perou, tieti se sméje.
4. Hlad je nejlepsi kuchar- 9. Pod svicnem je nejvétsi tma.
5. Bez prdce nejsou koldce. 10. Po tmé kaZda kocka cernd.
ReSeni. 1. N&kterd leZ nemd kratké nohy. 6. Existuje Clovek, ktery po bitvé generdlem

neni.

2. Neékteré jablko padlo daleko od stromu.
7. Slunce sviti pravé pro jedno kviti.

3. Neékteré rano neni moudiejsi vecera. oy "
8. Dva se perou a tieti se nesméje.

4. Hlad nenf nejlepsi kuchar. 9. Pod svicnem neni nejvétsi tma.

5. Neéktery kola¢ byl ziskan bez prace. 10. Nékterd kocka se ve tmé nejevi Cernd.
Uloha 2.1.11. Pomoci tabulky pravdivosmich hodnot ovéfte

a) pravidlo pro negaci implikace: =(A = B) < (A A —B)

b) tranzitivitu implikaci: (A= B)A(B=C)) = (A=C)

ReSeni.  a)

A|B| -B|A=B | ~(A=B) | AN-B | -(A=B) < (AA—B)

11 o 1 0 0 1

1o 1 0 1 1 1

o114 0 1 0 0 1

001 1 1 0 0 1

b) A|B|C|A=B|B=C|(A=BAB=C)|A=C| (A=B)AB=C)=(A=C)

111 1 1 1 1 1
1|1]o0 1 0 0 0 1
1|o|1 0 1 0 1 1
1{0]0 0 1 0 0 1
011 1 1 1 1 1
0|1]0 1 0 0 1 1
0|01 1 1 1 1 1
0/0]|0 1 1 1 1 1
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Uloha 2.1.12. Ke kazdé z ndsledujicich implikaci napiste jeji negaci, obménu a obrdceni
(A = B — B=-A). Na zaveér do jedné tabulky zapiste pravdivostni hodnoty téchto tri zmeén obecné
implikace A = B.

1.
2.

6.

Jestlize se trojithelniky shoduji v jedné strané a v iihlech ji prilehlych, jsou shodné.
JestliZe se iihlopFicky ve Ctyriihelniku piili, pak je tento ctyfiihelnik rovnobéZnikem.

Jestlize libovolny prvek x mnoZiny M je zdroveri prvkem mnoZiny N, pak je mnoZina M
podmnoZinou mnoZiny N.

JestliZe md celé c¢islo p > 1 pouze nevlastni délitele, pak je Cislo p prvocislem.

[

n_1» Pokud v kaZdém jeho okoli leZi nekonecné

Bod A je hromadny bod posloupnosti (ay,)
mnoho Clenit posloupnosti.

Funkce f je spojitd na intervalu (a,b), je-li spojitd v kazdém bod¢ intervalu (a,b).

ReSeni. 1. Negace: Trojihelniky se shoduji v jedné stran& a v dhlech ji pfilehlych a pfitom

nejsou shodné.

Obména: Nejsou-li trojuhelniky shodné, pak se neshoduji v jedné stran€ a v tuhlech ji
prilehlych.

Obréceni: JestliZze jsou trojuhelniky shodné, pak se shoduji v jedné strané a v uhlech ji
prilehlych.

Negace: Uhlopiicky ve &tyfdhelniku se pilf a tento &tyfihelnik neni rovnob&znikem.

Obmeéna: JestliZze neni ¢tyiuhelnik rovnobéznikem, pak se jeho uhlopricky nepuli.

Obréceni: Je-li ¢tyfihelnik rovnobéznikem, pak se jeho uhlopficky pali.

. Negace: Libovolny prvek x mnoZiny M je zaroveni prvkem mnoZiny N a mnoZina M neni

podmnoZinou mnoZiny N.

Obména: Neni-li mnoZina M podmnoZinou mnoZiny N, pak existuje prvek x mnoZiny M,
ktery neni prvkem mnoZiny N.

Obréceni: Jestlize je mnozina M podmnoZinou mnoziny N, pak je libovolny prvek x
mnoziny M také prvkem mnoZiny N.

. Negace: Celé Cislo p > 1 md pouze nevlastni délitele a neni prvocislem.

Obména: Neni-li celé ¢islo p > 1 prvocislem, pak ma i vlastni délitele.

Obréceni: JestliZe je celé Cislo p > 1 prvocislem, pak ma pouze nevlastni dé€litele.
Negace: Bod A neni hromadny bod posloupnosti (a,)_; a v kazdém jeho okoli lezi
nekone¢né mnoho ¢lend posloupnosti.

Obmeéna: JestliZze neni bod A hromadnym bodem, pak v néjakém jeho okoli lezi kone¢né

mnoho bodt posloupnosti (a,);_;.
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Obraceni: Jestlize je bod A hromadnym bodem, pak v kazdém jeho okoli leZi nekone¢né

mnoho ¢lent posloupnosti (a,)

(]
n=1"

6. Negace: Funkce f je spojitd v kazdém bod¢ intervalu (a,b) a neni na intervalu (a,b)
Spojita.

Tabulka:

Obmena: Neni-li funkce f spojitd na intervalu (a,b) pak neni spojitd v nékterém bodé
tohoto intervalu.

Obraceni: Jestlize je funkce f spojitd na intervalu (a,b), pak je spojitd v kazdém jeho

bodé¢.
A|B|A=B|-A|-B|(A=B)|B=-A|B=A
11 1 0 1 0 1 1
110 0 1|0 1 0 1
011 1 0 1 0 1 0
0]0 1 1 1 0 1 1

Uloha 2.1.13. Urci pravdivostni hodnoty vyrokit A, B, C, vis-li, Ze vyrokovd formule

je nepravdivd. [1, str. 6]

(kA= C)V(BA-C)) < (AVC)

ReSeni.
A|/B|C||-A|-C|-A=C |BA-C | (-A=C)V(BA-C) | AVC | Celd formule
I 1]1 0 0 1 0 1 1 1
1170 O 1 1 1 1 1 1
1101 0 0 1 0 1 1 1
110]01 O 1 1 0 1 1 1
O]17]1 1 0 1 0 1 1 1
0|10 1 1 0 1 1 0 0
ojo|1f 1] O 1 0 1 1 1
000 1 1 0 0 0 0 |

Dand vyrokovd formule je nepravdivd pravé tehdy, kdyz je vyrok B pravdivy a vyroky A,C
nepravdivé.

Uloha 2.1.14. Rozhodnéte, pFi kterych pravdivostnich hodnotdch vyrokii A, B je uvedend formule
pravdivd: (A = B) < (A A=B). [5, str. 10]

ResSeni.

A|B|-B|(A=B)|(AAN-B)| (A=B)< (A AN—B)
11110 1 0 0
110 1 0 1 0
0O/1] 0 1 0 0
0]0] 1 1 0 0

Pfi Zadnych pravdivostnich hodnotach vyroki neni uvedend formule pravdiva, je to kontradikce.
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Uloha 2.1.15. Rozhodnéte, zda se jednd o tautologii:

1. (A=B)VA 6. (AN-A) = (BV—-C))AB

2. (B=A)=B)V-A 7. (A= C)A (A< B))V(BVC)
3. (AV-A)A(BV —-B)A(-CVC) 8 (A= C)V(~CVB)

4. ~(A= B)A(CV—-B) 9. (B&C)=(AVD))V-D
5. ((A=B)V-C)V(ANC)

ReSeni. 1. Tautologie

A|B|A=B| (A=B)VA
1|1 1 1
110 0 1
011 1 1
0|0 1 1

2. Neni tautologie
A|B|-A|B=A|(B=A)eB| (B=>A)&B)V-A
111 0 1 1 1
110 0 1 0 0
011 1 0 0 1
010 1 1 0 1

3. Tautologie
A|B|C|-A|-B|-C|AVv-A|BV-B|-CVC | (AV-A)A(BV-B)A(-CVC)
111 ]1 0 0 0 1 1 1 1
1110 0 0 1 1 1 1 1
1101 0 1 0 1 1 1 1
1100 0 1 1 1 1 1 1
o1 |1 1 0 0 1 1 1 1
o110 1 0 1 1 1 1 1
0101 1 1 0 1 1 1 1
0]0|O0 1 1 1 1 1 1 1

4. Neni tautologie
A|B|C|-B|A=B|Cv-B|-(A=B) | -(A<B)A(CV-B)
111 0 1 1 0 0
1|10 0 1 0 0 0
11071 1 0 1 1 1
1100 1 0 1 1 1
o111 0 0 1 1 1
oO|1]0 0 0 0 1 0
0011 1 1 1 0 0
0/0|O0 1 1 1 0 0
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5. Tautologie

(A=B)V-C)V(ANC)

(A=B)V-C | AAC

((AN-A) & (BV-C)) AB

=lelaoBoleoBololh=]

(AN-A) & (BV-C)

-C | AN-A | BV-C

-C | A=B

-A

(A=A ASB)V(BVCO)

BvC

(A= C)A(A < B)

(A=C)Vv(—-CVB)

-CVB

-C | A=C

A|B|C

6. Neni tautologie, je to kontradikce

A|B|C

7. Neni tautologie

A|B|C|AsC | AeB

8. Tautologie

A|B|C
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9. Tautologie

A|B|C|D|-D|BsC|AVD | (B&C)=(AVD) | (B<C)= (AVD))V-D
11 71]1 0 1 1 1 1
1j1}711]0 1 1 1 1 1
11701 0 0 1 1 1
111]0]0 1 0 1 1 1

110 |1]1 0 0 1 1 1
1j0j1]0 1 0 1 1 1
110]0]1 0 1 1 1 1
110]0]O0 1 1 1 1 1

o1 |11 o | 1 | | | T
oj1j71]0 1 1 0 0 1
0Oj1]0]1 0 0 1 1 1
0j170]0 1 0 0 1 1
010|111 0 0 1 1 1
010|110 1 0 0 1 1
010]0]1 0 1 1 1 1
010|010 1 1 0 0 1

Uloha 2.1.16. Uzitim obvyklych logickych spojek zapiste vyrok V sloZeny z jednoduchych vyrokii
A, B, ktery md pravdivostni hodnoty dané tabulkou:

A|B ||V
110
1100
O]1|1
000

ReSeni. Ze zadané tabulky vidime, Ze vyrok V plati v jediném piipadé, kdy neplati A a zaroven
plati B. Proto jedno z mnoha feseni je vyrok —A A B, dal$im feSenim je vyrok —(B = A).

A|B|-A|-AAB A|B|B=A|-(B=A)
110 0 1)1 1 0
1[0} 0 0 1o 1 0
01/ 1 1 011 o0 1
00| 1 0 o[o] 1 0

Uloha 2.1.17. Uzitim obvyklych logickych spojek zapiste vyrok V sloZeny z jednoduchych vyrokii
A, B,C, ktery md pravdivostni hodnoty dané tabulkou:

B
™
@)

SO~~~ O, OO

SO = = OO =

S~ O RO = O

O OO O = o= = =
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ReSeni. Za¢neme tim, Ze vyjadiime pravdivé fadky tabulky nasledujicim zptisobem:
AN-BNC —AANBAC —AANBA-C

a ndsledné je propojime disjunkci:
(AN-BAC)V(-AABAC)V (-AANBA-C).

Tento zapis se nyni pokusime zjednodusit. Ze druhych dvou zavorek mtizeme za pouZiti distribu-
tivniho zdkona vytknout —A A B, tedy:

(FAABAC)V (-AABA-C) < (AAB)A(CV—C) < —AAB.
—

Tautologie

Zjednoduseny piiklad vyhovujiciho sloZeného vyroku je tedy: (AA—=BAC)V (-AAB)

"N
o
o
=
%

AAN-BAC | "AAB | (AN-BAC)V (=AAB)

—_— = OO OO
SO == OO OO0

0
0
1
0
1
1
0
0

O OO O = = = =
SO = = O QO = =
O, O, O~ O
—_—— O O = = O O
SO OO~ OO

Uloha 2.1.18. Podobné jako v predchozim prikladu naleznéte sloZeny vyrok V s ndsledujici
tabulkou pravdivostnich hodnot:

SO == OO0 = =
O = O = O = O =0
O = == OO0~

OO OO = = = =

ReSeni. Opét vyjadiime fadky tabulky do jednotlivych vyrazi:

AANBAC  -AABAC  -AABA-C  —-AA-BAC
(ANABAC)V (-AABAC)V(-AABA—-C)V (-AN-BAC)



Kapitola 2. Resené priklady 33

a ndsledné zjednodusime:

(FAABAC)V (-AABA-C)V (=AAN-BAC) < -ANA ((BAC)V (BA=C)V (=BAC)).

(.

zfejmé BVC

Tedy zjednoduSeny slozeny vyrok ma tvar: (AABAC)V (—A A (BVC)). Pfi hleddni jinych feSeni
(nez (ANBAC)V (AN (BVC)) ) lze vyuZit faktu, Ze vyrok BV C plati, hleddme tedy formuli
tvaru (BV C) AW, kde W je vyrok, ktery plati-li A (tedy —A A (B V C) neplati), pak plati pravé
ANBAC. Vyrok, ktery hleddme je tedy napiiklad (BV C) A (A = (BAC)).

A|B|C|-A|BVC|AANBAC | -AN(BVC) | (ANBAC)V (-AA(BVC))
111 o0 1 1 0 1
1|10 0 1 0 0 0
1joj1| o0 1 0 0 0
1{ojof| o0 0 0 0 0
o1 1] 1 1 0 1 1
0[1]0| 1 1 0 1 1
0[0]1| 1 1 0 1 1
0[0]0| 1 0 0 0 0

Uloha 2.1.19. Tomds rekl: wJestliZe si koupim in-line brusle, nekoupim si kolo.* Tomds mluvi
vZdycky pravdu a vime, Ze kolo si nekoupil. Vyplyvd z toho, Ze si koupil in-line brusle?

ReSeni. Oznacme vyroky A: ,koupim si in-line brusle” a B: ,,nekoupim si kolo* a utvoime
tabulku:

A|B|A=B
1)1 1
110 0
01 1
00 1

Protoze Tomas mluvi pravdu, vime, Ze se mame zaméfit na fadky s pravdivou implikaci. Jak vime,
kolo si nekoupil. Vyrok B je tedy pravdivy. Rozhodujici jsou proto prvni a tieti fadek tabulky.
Nyni vidime, Ze z toho, Ze si Tomas nekoupil kolo nevyplyvd, Ze si koupil in-line brusle.

Uloha 2.1.20. Tyna a Vojta se chystaji na cestu kolem svéta. Tyna tvrdi: , Povede-li se ndvstéva
Egypta a Fiji, povede se i ndavstéva Guatemaly.* Vojta prohlasuje: ,,Myslim, Ze kdyZ se povede
navstéva Egypta a nepovede se ndavstéva Guatemaly, nepovede se ani vylet na Fiji.“ Na to Tyna
rikd: ,,No, to ale Fikds to, co jd.* Rozhodnéte, zda skutecné rikaji oba totéZ.

ReSeni. ZapiSme oba sloZené vyroky pomoci vyrokt E, F, G s jasnym vyznamem:
Tyna: (EAF) =G Vojta: (EA—G) = —F

a sestavme tabulku pravdivostnich hodnot:
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E|F|G|-F|-G|EANF|EA-G| (EANF)=G | (EA-G)= —F
111 0] 0 1 0 1 1
1110 o] 1 1 1 0 0
1jol1| 1]o0] o 0 1 1
1jolof 1|1 0 1 1 1
o|l1|{1]o]o0o] o 0 1 1
o100 0] 1 0 0 1 1
ojlof[1| 1]o0] o 0 1 1
ojlofo| 1|1 0 0 1 1

Z porovnani poslednich dvou sloupcti vidime, Ze oba opravdu fikaji totéz.

34
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2.2 Doplikové priklady

v gymnazidlnich tfidach se zaméfenim na matematiku nebo pfi praci matematického krouzku.
Ptiklady prevzaté ze sbirek jsou oznaceny citaci.

Uloha 2.2.1. Nékdo 7 podezrelych A, B, C v galerii odcizil obraz. Tri svédci uddlosti pravdivé
vypovédeli toto:

1. Podezrely C byl v galerii prdavé tehdy, kdyZ tam nebyl Zddny z dvojice A, B.

2. V galerii nebyl podezrely C nebo nebyla pravda, Ze tam byl aspori jeden z dvojice A, C.

3. Jestlize neni pravda, Ze v galerii byl podezrely A soucasné s B, pak tam byl podeziely C.
Kdo je nevinen? [1, str. 7]

ReSeni. Oznadme vyrok A:,,V galerii byl pfitomen podeziely A“. Podobné ozna¢me B, C1ivyroky
o pfitomnosti osob B, C.
Vypovédi svédk:

1. C< (~AN—B) 2. -CV—-(AVC) 3. =«(AAB)=C

K feseni pouZzijeme tabulky pravdivostnich hodnot vyrokti. Pomoci logickych spojek zapiSeme
vyroky 1., 2., 3. a ur¢ime jejich pravdivostni hodnoty.

A|B|C| -A|-B|-C|C&(-AA-B) | ~CV—(AVC) | «(AAB)=C | a)Ab) Ac)
1[1[1]0][0]oO 0 0 1 0
1{1jof oo |1 1 1 1 1
1j{oj1] o] 1]o0 0 0 1 0
t{ojof o] 1|1 1 1 0 0
ol1|1| 1 ]o]o 0 0 1 0
ol1]lof 1|01 1 1 0 0
olofl1| 1| 11]o0 1 0 1 0
olofo| 1| 1|1 0 1 0 0

Nevinny je urcit€ podeziely C, obraz odnesl nékdo z podezielych A, B.

Uloha 2.2.2. Predstavme si ostrov, na kterém Ziji dva kmeny domorodcu. Jeden kmen - Fikejme
Jim poctivci - mluvi vZdy pravdu. Druhy kmen - padousi - vidycky [Zou. NuZe jsme se néjakym
zpuisobem ocitli na ostrové a potkali jsme zde dva obyvatele, A a B. A prohldsil: ,,Aspori jeden
z nds je padouch. “ Z kterého kmene byl kaZdy z nich? [7, str. 25]

ReSeni. Predpoklddejme, 7e A je padouch. Potom by vyrok ,,Aspoii jeden z nés je padouch* byl
nepravdivy, a oba dva by byli poctivci. Kdyby A byl padouch, musel by byt také poctivec, coz
neni mozné. TakZe A musi byt poctivec. Jeho vyrok je tedy pravdivy a aspon jeden z nich je
skute¢né padouch. JelikoZ A je poctivec, tak padouch musi byt B.
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Uloha 2.2.3. Sli jsme tedy po ostrové ddle a potkali jsme tFiclennou skupinu domorodcii A, B, C.
A rekl: ,,VSichni jsme padousi, “ B promluvil: ,, Prdavé jeden z nds je poctivec.* Kdo byl 7 kterého
kmene? |7, str. 26]

ReSeni. Predev§im A musi byt padouch, protoze kdyby byl poctivec, pak by bylo pravda, ze
vSichni tii jsou padousi. Kdyby tedy A byl poctivec, musel by byt i padouch, coZ neni mozZné,
jeho vyrok je nepravdivy, ve skutecnosti je tedy mezi nimi aspoii jeden poctivec.

A ted predpokladejme, Ze B je padouch. Pak by A i B byli padousi, takze C by byl poctivec. To
by znamenalo, Ze je mezi nimi pravé jeden poctivec, takze vyrok domorodce B by byl pravdivy.
Padouch ale nemtize pronaset pravdivé vyroky. Takze B musi byt poctivec.

Ted vime, Ze A je padouch a B je poctivec. ProtoZe B je poctivec, jeho vyrok je pravdivy,
takZe je mezi nimi pravé jeden poctivec. Timto poctivcem je B, takZe C musi byt padouch. Zjistili
jsme, Ze A a C jsou padousi a B je poctivec.

Uloha 2.2.4. Jdouce po jednom vybéZku ostrova jsme zahlédli pristav, ke kterému bychom se rddi
dostali. Na dalsim rozcesti jsme potkali domorodce D a opoddl postdval E. PoZddali jsme D, aby
se zaSel zeptat, ke kterému kmeni patii E. Kdy? se vrdtil, sdélil ndm, Ze E patii k padouchum.
Nez D odesel, zeptali jsme se ho, kterd cesta vede k pristavu. Na jednu ukdzal a odesel.

Meéli bychom domorodci D vérit? Vede cesta, kterou ndam ukdzal, k pristavu? [18, upraveno]

ReSeni. Neni diileZité, z kterého je kdo kmene, stejn& o sob& nemiiZe Fici, Ze je padouch — poctivec
by ekl lezZ a padouch by mluvil pravdu.

Kdyz nam tedy D tekl, Ze E je padouch, musel 1hat. Je to tedy padouch a cesta do piistavu
nevede.

Pro ilustraci uved’'me tabulku vSech moZnosti:

Prvni (D) | Druhy (E) | Druhy o sobé (E o E) | Prvni o druhém (D o E)
Poctivec Poctivec Poctivec Poctivec
Poctivec | Padouch Poctivec Poctivec
Padouch | Poctivec Poctivec Padouch
Padouch | Padouch Poctivec Padouch

Uloha 2.2.5. Pred Honzou sedély tri zahalené princezny, z nichZ jedna byla Zlatovldska. Honza
mél za kol zZjistit, kterd z nich to je.

Princezna v prvnim kresle rekla: , Ve tretim kresle Zlatovidska nesedi.

Princezna ve druhém kresle rekla: ,,Jd Zlatovldska nejsem.

Princezna ve tretim kresle rekla: ,,Jd jsem Zlatovldska. “

Kouzelnd muska Honzovi prozradila, kolik princezen lhalo. Teprve s touto radou dokdzal Honza
odhalit pravou Zlatovldsku.

Kterd 7 princezen byla Zlatovldska? [15]

ReSeni. Rozli§ime tfi piipady podle toho, kde mohla sedét Zlatovldska:
1. Pokud by Zlatovldska sed€la v prvnim kiesle, potom by

* princezna v prvnim kiesle mluvila pravdu,
e princezna ve druhém kiesle mluvila pravdu,
* princezna ve tietim kiesle lhala.
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2. Pokud by Zlatovlaska sedé€la ve druhém kiesle, potom by

* princezna v prvnim kiesle mluvila pravdu,
e princezna ve druhém kfesle lhala,
* princezna ve tietim kiesle lhala.

3. Pokud by Zlatovlaska sedéla ve tietim kiesle, potom by

* princezna v prvnim kfesle lhala,
* princezna ve druhém kiesle mluvila pravdu,
* princezna ve tietim kfesle mluvila pravdu.

V prvnim a ve tfetim piipadé by lhala jedna princezna, ve druhém piipadé€ by lhaly dvé princezny.
ProtoZe mus$¢i rada Honzovi pomohla odhalit Zlatovldsku, musela mu muska prozradit, Ze lhaly
dvé princezny. Tomu odpovida druhy ptipad, totiz zZe Zlatovlaska sedéla ve druhém kiesle. (Pokud
by muska tvrdila, Ze lhala jedna princezna, Honza by neumél rozhodnout mezi prvnim a tfetim
pripadem.)

Uloha 2.2.6. Na lyZarské soustredeni prijeli 4 kamarddi ze 4 svétovych stran a vedli ndsledujict
rozhovor.

Karel: ,, Neprijel jsem ze severu ani z jihu.

Mojmir: ,,Zato jd jsem prijel z jihu.

Pepa: ,, Prijel jsem ze severu. *

Zdenda: ,,Jd 7 jihu nepiijel.

Vime, Ze jedna vypovéd neni pravdivd. Urcete, kterd to je.

Kdo tedy prijel ze severu a kdo z jihu? [14]

ReSeni. Podle pfedchozich vyroki si predstavime, odkud kdo mohl pfijet:

* ze severu Pepa, nebo Zdenda,

* z vychodu Karel, nebo Zdenda,
* 7 jihu Mojmir,

* ze zépadu Karel, nebo Zdenda.

Nyni zvaZujeme, které vyroky mohly byt nepravdivé:

* Kdyby lhal Mojmir, museli by vSichni ostatni mluvit pravdu, a to by znamenalo, Ze z jihu
nepfijel nikdo. Mojmirova vypovéd tedy byla pravdiva.

* Kdyby lhal Zdenda, musel by pfijet z jihu, coZ by znamenalo, Ze lhal i Mojmir. Zdendova
vypovéd tedy byla pravdiva.

» Kdyby lhal Karel, musel by pfijet ze severu, nebo z jihu. To by v prvnim pfipad€ znamenalo,
Ze lhal i Pepa, ve druhém piipadég, Ze lhal i Mojmir. Karlova vypovéd tedy byla pravdiva.

Mojmir, Zdenda a Karel mluvili pravdu, lhal tedy Pepa (coz vskutku neni s ni¢im v rozporu). Ze
severu proto pfijel Zdenda, z jihu pfijel Mojmir.
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Uloha 2.2.7. Do tridy pribyl novy Zdk, o kterém se védélo, Ze kromé anglictiny umi vyborné jesté
jeden cizi jazyk. Tri spoluZdci se dohadovali, ktery jazyk to je.

Prvni soudil: ,, Francouzstina to neni.

Druhy hddal: ,,Je to Spanélstina nebo némcina. “

Treti usuzoval: , Je to sSpanélstina. “

Zdhy se dozvédeli, Ze alespori jeden z nich hddal sprdavné a alespori jeden nesprdvné.

Urcete, ktery ze jmenovanych jazyku novy Zdk ovlddal. [16]

ReSeni. Kdyby onim jazykem, ktery novy Zdk ovladal, byla francouzstina, potom by vSichni tfi
spoluzéci hadali nespravné.

Kdyby onim jazykem byla SpanélStina, potom by vSichni tfi spoluzdci hadali spravné.

Kdyby onim jazykem byla némcina, potom by prvni dva spoluzaci hadali spravné a tieti nespravné.
Toto je jediny ptipad, kdy asporii jeden spoluzak hada spravné a aspon jeden nespravné. Novy zdk
proto ovlada némcinu.

Uloha 2.2.8. V nasem mésté Jsou tri kina, kterym se rikd podle svétovych stran. O jejich otviracich
dobdch je zndmo, Ze:

1. kaZdy den md otevieno alespori jedno kino,

2. pokud md otevreno jiZni kino, potom nemd otevieno severni kino,

3. nikdy nemd otevieno soucasné severni a vychodni kino

4. pokud md otevieno vychodni kino, potom md také otevieno jiZni nebo severni kino.
Vydali jsme se do jizniho kina a zjistili jsme, Ze je zaviené. Které ze zbyvajicich kin md jisté
otevieno? [17]

ResSeni. K feseni vyuzijeme nésledujici tabulku, kde 1 znaci otevieno a 0 zavieno:

J | S|V  Ztétotabulky vyskrtneme fadky, které odporuji podmin- J| S|V
1111 kim. Radek &islo 8 odporuje prvni z nich, druhd pod- — 1411
21 1|1|0 minkaznemozZiuje situaci nazna¢enou prvnim adruhym —2—++4—+4++6
311[0|1 tadkem a tieti omezeni popird paty fadek. Ctvrtd pod- 3 || 1[0 | 1
411|0|0 minka nds pak nuti Skrtnout sedmy faddek. ProSkrtand 4 | 1 |0 | O
50]1| 1 tabulkatedy vypadd nasledovné: 5011
61010 61010
710101 7001
810[00 & 016190

Zjistime-li tedy u jiZzniho kina, Ze je toto zaviené, pak severni kino je oteviené.

Uloha 2.2.9. U Feky stoji clovek, ktery md u sebe vika, kozu a hldvku zeli. U biehu je pFivizand
lodka, do které se ale vejde jenom on a jedna dalsi véc. KdyZ spolu nechd kozu a zeli, koza seZere
zeli. Nechd-li spolu vlka a kozu, vik seZere kozu. Jak to md muZ udélat, aby se mu podarilo prevézt
vSechny tri véci a o Zddnou neprisel? [hadankéisky folklor]

ReSeni. Nejdrive preveze kozu. Kdyby prevazel zeli, vlk seZere kozu a kdyby vzal vlka, koza
sezere zeli. Vrati se s prazdnou lodkou a naloZi bud vlka nebo zeli. Obé varianty jsou stejné
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dobré. Pro tentokrat predpoklddejme, Ze muz vezme vlka. VyloZi ho na druhém biehu a kozu
odveze zpatky. Potom vezme zeli a odpluje s nim na druhy bieh. Nakonec se s prazdnou lodkou
vrati pro kozu.

Uloha 2.2.10. Jsou ddny vyrokové formy:

A(n): Cislo 3n—2n? — 1 je pfirozené &islo délitelné péti.

B(n): Cislon-(n—1)—5 je pfirozené Cislo délitelné sedmi.

Najdi nékteré prirozené cislo n tak, aby byl vyrok V(n) = A(n) V B(n) pravdivy. [1, str. 7]

ReSeni. Vyrok A(n)V B(n) je pravdivy pravé tehdy, kdyZ aspoii jeden z vyroki A(n),B(n) je
pravdivy.

Nejprve zjistime, zda viibec pro n&které n € N je hodnota vyrazu 3n — 2n? — 1 rovna pfirozenému
Cislu délitelnému péti, tedy Cislu S5k, kde k € N.

5|3n—2n?>—1=3n—2n*>—1= 5k pro vhodné k € N

—2n%+3n—(145k)=0

Vypocteme diskriminant D posledniho kvadratického troj¢lenu:
D=3>—4-(-2)-(—(1+5k)) =9—8—40k = 1 — 40k
D>0<1—-40k> 0= k< %. .. takové k € N neexistuje.
Vyrok A(n) neni pravdivy pro zadné n € N.

Musime proto zjistit, zda pro nékteré n € N je hodnota vyrazu n- (n — 1) — 5 rovna pfirozenému
¢islu délitelnému sedmi, tedy C¢islu 7/, kde [ € N.

7in-(n—1)—5<n-(n—1)—5="7Ipro vhodné [ € N
n>—n—(54+7)=0

D= (-1?—4-1-(—=(5+71)) = 14+20+28] =28/ +21
14/281+21 N 1—+/281+21 14++/281+21

nip= 5 n1:f<0,n2 5
14++v28-1+21 147
[=1=np= : =——=4

Vyrok B(4) je pravdivy, tedy vyrok V(4) = A(4) V B(4) je pravdivy. Ze zaddni mame najit nékteré
n € N, nikoliv v§echna, proto ndm staci pouze feSeni V (4).

Uloha 2.2.11. Divdm se na obraz. Sourozence nemdm a otec muZe na obraze Jje syn mého otce.
Kdo je to? [7, str. 15]

ReSeni. Je to mij syn.

Uloha 2.2.12. Vieprobijejici strelou rozumime stielu, kterd vSechno prostieli a nic ji neodold.
Nepriistielnym pancitem rozumime pancit, ktery Zddnd stiela nedokdze prostrelit a vsemu odold.
NuZe, jak to dopadne, kdyZ vseprobijejici stiela zasdhne nepriistielny pancii? [7, str. 15]
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ReSeni. Neni mozné, aby soucasné existovala vSeprobijejici stfela i nepristielny pancif.

Uloha 2.2.13. Sloni vidy nosi riizové spodky.

Kazdy Zivocich, ktery ji med, umi hrdt na dudy.

Cokoliv, co lze snadno spolknout, ji med.

Zddny Zivocich, ktery nosit rizové spodky, neumi hrdt na dudy.
A toho vyplyvad:

Slony lze snadno spolknout.

Je tato dedukce pravdivda? 10, str. 19]

ReSeni. Tato dedukce je chybna.

Zkusme pro ucely diikazu predpokléddat, Ze slony 1ze snadno spolknout. Tteti tvrzeni v Gloze ndm
pak tik4, Ze sloni jedi med. Z druhého tvrzeni odvodime, Ze sloni umé&ji hrat na dudy. Na druhou
stranu prvni tvrzeni nam ovSem fika, Ze sloni nosi rizové spodky, z ¢ehoZ podle ¢tvrtého tvrzeni
vyplyva, Ze sloni neuméji hrat na dudy. Tak jsme se dostali k logickému sporu. Jedinou moZnosti,
jak z toho ven, je uznat, Ze slony nelze snadno spolknout.

Nebo symbolicky: Tedy:

S:,,Je slon* S =R,

M: ,.Ji med* M = D neboli =D = —M,
P: ,,Umoziuje snadné spolknuti* P = M neboli -M = —P,
R: ,,Nosi riZzové spodky* R = —D.

D: ,,Umi hrat na dudy*

MiZzeme tedy napsat:
S=R=-D=-M= —P
Tzn. S = —P, coZ znamend, Ze slony nelze snadno spolknout.

Uloha 2.2.14. Vsichni mimozemstané jsou zeleni.

Kazdy tvor, ktery md dvé anténky, tanci rumbu.

Kazdy, kdo neZije na Plutu, md dvé anténky.

VSichni, kteri tanci rumbu, maji radi vanilkovou zmrzlinu.
Ten, kdo md rdad vanilkovou zmrzlinu, neni zeleny.

Z toho plyne:

VSichni mimozemstané Ziji na Plutu.

Je tato dedukce sprdavnada?
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ReSeni. Ano.

ZapiSme si vyroky symbolicky: Tedy:

M: ,,Je mimozemstan‘ M=7,

Z: ,Je zeleny* D = R neboli —R = —D,
D: ,,Ma dvé anténky* =P = D neboli =D = P,
R: ,,Tan¢i rumbu* R = V neboli -V = —R,
P: ,,Zije na Plutu® V = —Z neboli Z = —V.

V: ,,Ma rad vanilkovou zmrzlinu*

Tedy:

M=7=-V=-R=-D=P tzn. M= P

Dedukce ,,VSichni mimozemstané Ziji na Plutu® je spravna.
Uloha 2.2.15. Vsechny déti maji Cervend tricka.

KaZdy, kdo md rdd bonbony, nerad sportuje.

Nikdo, kdo pije dZus, nenosi cervené tricko.

Kdo nerad sportuje, md sestru.

Zddny lovek, ktery nepije dus, nemd sestru.

Maji déti rady bonbony?

ReSeni. Ne.

ZapiSme symbolicky: Tedy:

I: ,Je dité“ I=C,

C: ,,Ma Cervené tricko* B = —P neboli P = —B,
B: ,,Ma4 rad bonb6ny* 7Z = —Cneboli C = —Z,
P: ,,R4d sportuje* —P = E neboli =E = P,
Z: ,Pije dZus* -7 = —E.

E: , M4 sestru‘

Tedy:
I=C=-"Z=-E=P=—-B
Z toho plyne, Ze déti nemaji rddy bonbony.

Uloha 2.2.16. KaZdy vrah md zbrar.

Vsichni, kdo nosit cerny kabdt, maji modré oci.
Nikdo, kdo md motiv, nechovd krecka.

Ten, kdo nenosi cerny kabadt, je zahradnik.
Nikdo, kdo nechovd krecka, nemd zbran.

Kdo nemd motiv, nemd modré oci.

Je vrahem zahradnik?

41
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Reseni. Ano.
ZapiSme symbolicky:
V: ,Je vrah*
Z: ,Ma zbran*
O: ,,Ma modré oci“
C: ,,Nosi ¢erny kabat*
M: ,,Ma motiv*
K: ,,Chova krecka“
H: ,,Je zahradnik*

Tedy:
V=72Z=K=-M=-0=-C=H,tzn.V=H
Ano, vrahem je zahradnik.

Tedy:

V=7,

C = O neboli -0 = —C,
M = =K neboli K = —M,
-C=H,

—-K = —Zneboli Z = K,
-M = —0.



Zavér

Jak z predloZené bakaldiské prace vyplyva, logika je zajimava a pro budovéni celé matematiky
zésadni disciplina. Jisté neobsahuje pouze vyroky a tabulky pravdivostnich hodnot, jak jsme
mohli zazit pfi studiu na stfednich Skoldch. Jedna se o uzitecné odvétvi, pouzitelné v mnoha
oborech, které jinak s matematikou vitbec nesouvisi. Logiku pouzivame i v kaZzdodennim hovoru,
je tedy nedilnou soucasti naSich Zivota.

Popsali jsme zde vyvoj logiky, zabrousili jsme do neformdlni logiky a nezanedbatelnou cast
jsme vénovali také matematické logice. Na zavér jsme uvedli ¢etné piiklady na procviceni jak
Skolského uciva, tak dloh netradiénich.

Toto téma skytd mnoho moZznosti Sir§tho rozpracovéni, kupfikladu tlohy pro matematické
olympiady poptipadé€ vyuziti logiky v ostatnich tématech probiranych na stiednich Skolach, af uz
by se jednalo o definice a véty a jejich diikkazy nebo myslenkové pochody a postupy souvisejici
s vyzkumem témat jinych odvétvi. Hlubsimu studiu matematické logiky se hodldm vénovat
v magisterském studiu pfi pripravé své zavérecné diplomové prace.
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