SloZené vyroky !
Zakladni pojmy

Vyrok. Vyrokem rozumime oznamovaci vétu, u které ma smysl rozhodovat o jeji pravdivostni hodnoté.
Tato pravdivostni hodnota je jednou ze dvou typi - pravda (zna¢ime ji 1) a nepravda (znac¢ime ji 0).

Urcit pravdivostni hodnotu vyroku nemusi byt jednoduché. V matematice existuje cela fada tvrzeni,
jejichz pravdivostni hodnotu dosud nezname. Rikéme jim hypotézy.

7 jednoduchych vyroki lze skladat slozitéjsi vyroky - tzv. sloZené vyroky. Obvykle se setkame se ¢tyrmi
zékladnimi typy slozenych vyroku - konjunkci, disjunkei, implikaci a ekvivalenci.

Negace vyroku. Vyrok A’ utvoieny z vyroku A tak, Ze mé opacnou pravdivostni hodnotu nez puvodni
vyrok, nazyvame negaci vyroku A.
Negacim vyroku se budeme podrobnéji vénovat v jiném textu.

Konjunkce (logicky souéin). Konjunkci vyroki A a B rozumime slozeny vyrok, ktery je pravdivy pravée
tehdy, kdyz jsou pravdivé oba vyroky A i B. Piseme A A B. Ke slovnimu vyjadreni konjunkce pouzivame
spojku a (i).

Disjunkce (alternativa, logicky soucet). Disjunkci vyroku A a B rozumime slozeny vyrok, ktery je
pravdivy pravé tehdy, kdyz je pravdivy alespon jeden z vyroku A, B. Piseme A V B. Ke slovnimu vyjadieni
disjunkce pouzivame spojku nebo, kterou nechapeme ve vyluc¢ovacim smyslu.

Implikace. Implikaci vyroki A a B rozumime slozeny vyrok, ktery je nepravdivy pravé tehdy, kdyz je
pravdivy vyrok A a nepravdivy vyrok B. Piseme A = B. Ke slovnimu vyjadieni implikace pouzivame
spojeni jestlize ... pak (pokud ... potom; kdyz ... tak; je-li ...; ...).

Implikace tedy vyjadiuje skutecnost, ze je-li splnén vyrok A, pak musi byt pravdivy také vyrok B. Casto
proto A nazyvame dostatecnou podminkou k tomu, aby platilo B a B oznacujeme jako podminku nutnou
k tomu, aby platilo A.

Ekvivalence (oboustranna implikace). FEkvivalenci vyroki A a B rozumime slozeny vyrok, ktery je
pravdivy préavé tehdy, kdyz maji vyroky A a B stejnou pravdivostni hodnotu. Piseme A < B. Ke slovnimu
vyjadieni ekvivalence pouzivame spojeni pravé tehdy, kdyz, (tehdy a jen tehdy; kdyz a jen kdyz; ...).

Tabulka pravdivostnich hodnot slozenych vyroki.

|A|B|AAB|AVB|A=>B| A& B]|
1J1] 1 1 1 1
1]0] © 1 0 0
0]1[ o0 1 1 0
0fo] © 0 1 1

Vyrokové formule. Vyraz sestaveny z vyrokovych proménnych, logickych spojek a zavorek nazyvame
vyrokovou formuli.
U vyrokovych formuli zpravidla pomoci tabulky zkoumame jejich pravdivostni hodnoty ve vSech pfipa-
dech, které mohou nastat (tabulka ma pak 2" fadkud, kde n znaé¢i pocet vyrokovych proménnych).
Vyrokovou formuli, ktera vzdy nabyva pravdivostni hodnoty 1 (resp. 0) nazyvame tautologii (resp. kon-
tradikct).

'Pifpadné naméty k tomuto textu prosim adresujte na e-mail akob@jaroska.cz. Dékuji Ale§ Kobza (autor materialu).



Ulohy
Zadani

1. Rozhodnéte, zda se jedna o vyroky.

)
)
)

d) Existuje kosodélnik, jehoz uhlopiicka lezi na ose jeho vnitiniho ahlu.
) Kazdé sudé cislo vétsi nez 2 lze vyjadrit jako soucet dvou prvocisel.
)

Cislo f je kladné.
2. Dokazte, ze nasledujici formule jsou tautologie

(a) (A= B) < (B' = A,
(b) (A< B)< [(A= B)AN(B= A),
(¢) (A" B) & (A= B,
(d) (A B)< [(BBANA)V (A AB).

3. Napiste tabulku pravdivostnich hodnot vyrokovych formuli a rozhodnéte, ktera z nich je tautologie ¢i
kontradikce

(a) [X=Y)AX]=Y,
(b) [AN(BVCO)] < [(AANB)V(ANC)],
() {[A= (BACY]VIAV (B =0},
(d) (XAY)=Z=Y".
4. Udejte priklad
(a) tautologie,
(b) kontradikee,
o alespon ¢tyfech vyrokovych proménnych.
5. Na lanech A, B, C, D se ma sklidit obili. Postup praci je zachycen vyrokovou formuli
[(AVB)=CIAN[(AVC)= D|A[(BV D)= A
Je mozné zahajit praci na dvou lanech soucasné?

6. Logicka spojka |, definovana nasledujici tabulkou pravdivostnich hodnot

A B A|B
1 1 0
10 1 |
01 1
00 1

se nazyva Shefferiv? symbol. Dokazte, Ze pomoci Shefferova symbolu lze vyjadfit kazdou z logickych
spojek ', A, V, =, &

2Henry M.Sheffer (1882 - 1964) - americky logik



Navody, vysledky a komentare

1. Vyrokem musi byt oznamovaci véta, proto (a), (b) vyroky nejsou. Véty (c) - (e) jiz vyroky jsou, a to
(c) pravdivy, (d) nepravdivy, (e) je hypotézou (tzv. Goldbachovou?), jejiz pravdivostni hodnota nenf
znama. Véta (f) neni vyrokem, ale je tzv. vgrokovou formou. Z vyrokové formy ziskdme vyrok pomoci
kvantifikitora (obecného V, existen¢niho 3 ¢i zesileného existenéniho 3!) ¢ dosazenim konkrétnich
vyroku za jednotlivé proménné.

2. Diikaz provedete snadno tabulkou o ¢tyfech fadcich. Vyznam formuli je tento:
(a) implikace A = B i B’ = A’ maji stejny logicky vyznam (jsou logicky ekvivalentni); implikaci
B’ = A’ nazyvame obménou implikace A = B,

(b) ekvivalence A < B vyjadiuje totéz, co konjunkce implikaci A = B a B = A, je tedy oboustrannou
implikaci.

(¢) + (d) formule A’ < B, A< B"a (B'"ANA)V (A" A B) jsou logicky ekvivalentni - kazda z nich
vyjadiuje totéz; v dalsim ukdzeme, Ze se jedna o negace ekvivalence A < B.

3. Vyrokova forma

(a) je ekvivalentni s formou Y = X, neni tedy ani tautologii ani kontradikei,
(b) je tautologii,
)
)

(c

(d) neni ani tautologii ani kontradikei (pravé ve tiech radcich vychazi 0).

je kontradikei,

4. Rozmyslete, Zze pti dopsani ,¢ehokoliv” do libovolného schématu typu
(AVAYVI[..], (ANA)=][.]
dostanete tautologii, napt. do schématu typu
(As AN ]
ziskate kontradikci. Vytvoite sami podobné schémata.

5. Tabulka pravdivostnich hodnot mé 16 fadkt. Pravdivostni hodnota 1 vychézi pravé na Sesti z nich -
nezacne se pracovat viibec, zac¢ne se pracovat na pravé jednom lanu a to zcela libovolném nebo se zacne
soucCasné pracovat na lanech B a D.

6. Shefferav symbol je tedy negaci A A B. Zapis A | A odpovida A’, napiiklad A | (A | B) vyjadiuje
A= B, (A|B)| (A] B) znamena A A B. Dalsim rozepisovanim vyjadiime i disjunkci a ekvivalenci.
Z uvedeného vyplyva, Ze bychom v principu vystadili s jedinou logickou spojkou (a nepotiebovali jich
tedy 5, které jsme si uvedli), bylo by to v8ak nepraktické, protoze fada vyjadreni by byla dlouhéa a
nepiehledna. Dodejme, Zze podobné lze uvedené provést se spojkou definovanou jako negace alternativy

AV B.

3Christian Goldbach (1690 - 1764) - némecky pravnik, politik a matematicky samouk toto tvrzeni zformuloval roku 1742
v dopise L.Eulerovi. Pfes znac¢né tsili fady matematikti toto tvrzeni do dnesniho dne neni dokazano ani vyvréceno.



