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2. CISELNE OBORY

2.1 Druhy éisel

Pripomerime si 4

e si, které druhy ¢isel jiz zna
e isel jiz x ;
pouivaji. 1z zname a k ¢emu se v praxi

Prirozena ¢isla

1,2,8.4,5, ... slouzi k vyjadFeni poétu osob, zvi-

fat, pfedméti apod.
Cel4 ¢isla
2 _2? _17 01 1, 2,

umoziuji vyjadfit zmény téchto
poctl a jejich porovnani (pfirtis-
tek, tbytek), zmény stavit apod.
Racionalni &isl

a se pouzivaji k vyjadieni poé&tu
d}llﬂl celku, poétu celkii a jejich
dilti, zmén téchto po&t apod.

?moéfmji vyjadieni vysledkt mé-
feni délek, obsahii, objem, fyzi-
kélnich stavii téles a jejich zmén

- mnozina viech pFirozenych &isel
mnozina vsech celych isel
mn 2 vSech racionalnich ¢&isel
- mnoZina vsech realnych éisel

0RO N E

=ine mnoZiny jsou ve vzéjemné
—— 0Zin, ém vztahu v jes
Inazornén na obr. 2.1. R
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Obr. 2.1

Kroms téchto mnozin budeme (napf. pii zépisech defini¢
proménné) uzivat i jiné ¢iselné mnoziny.

V pribéhu studia matematiky se setkavame se zapisy:
tpornych Eisel (vSechna ptirozena

nich obort

Mo mnozina viech celych neza

¢sla a éislo nula)
L riisucs ven mnozina viech celych zapornych ¢isel
RE i oo mno#ina viech kladnjch redlnych cisel

RE oo o mnozina viech nezapornych redlngych &isel (viechna kladna

realnd &isla a nula)
Jsou-li v mno#iné &sel uréitého drubu definovény operace s¢itani

a nasobeni, mluvime o &iselném oboru.
borné matematické literatufe byva nékdy mezi pii-

Pozndmka. V ucebnicich i od
nula. Je to véci dohody. V této ucebnici nebudeme

rozena éisla podéitana rovnéz
povaZovat nulu za prirozené &islo.

Ulohy

2.1 Piekreslete schéma, které je na obr.2.1,a do prisl
matu vepiste piiklady ¢isel z jednotlivych ¢iselnych obortl.
i ¢isly. Ukazte

usnych ¢ésti sché-

2.2 Uvedte pFiklady celjch ¢isel, kterd nejsou piirozenym
tu &ast schématu, kam byste takova ¢isla zakreslili.
2.3 Rozhodnéte, zda kazdé piirozené gislo je zarover Cislo celé.
2.4 Rozhodnéte, zda kazdé celé &islo je zaroven také Cislo p}“:ir(-)zenlé.
2.5 Ukazte tu Cast schématu, kam zakreslite &islo m, o kterém vité, 7e

neni racionalni. - ol
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2.2 Obor pfirozenych cisel

Presna matematicksa definice pFirozeného €isla je pomérné slozita,
proto ji nevyslovime a spokojime se s tim, #Ze o libovolném ¢isle dove-
deme rozhodnout, zda je, ¢ neni pfirozenym ¢&islem. o . -

q ¢l j i ¢islicemi a znazor-

Ptirozena ¢isla dovedeme jmenovat, zaplsovat’ (,‘15 ice : o
fiovat na Giselné ose. RozliSujeme vyznamy slov €islice (c;ﬁ‘a? a (flvsi{ 0.
Cislice jsou grafické znaky, které slouZi k zapisu ¢isel. Slova vjedvrpc a,
dvojka, trojka, ... jsou nazvy ¢islic, zatimco slova jedna, dve, tii, ...
znamenaji ¢isla. _ e ’ o

Zakladni operace s piirozenymi ¢isly jsou scitani a nasobeni. Dii-
lezité poznatky o téchto dvou operacich s pfirozenymi ¢isly shrneme

v nasledujicich vétach.

Pro kazda t¥i pFirozena &isla a, b, c plati:

Soucet a + b Souéin a - b (U)
je pfirozené ¢islo je pfirozené ¢islo
a+(b+c)=(a+b)+c a-(b-¢c)=(a-b)-c Eﬁ%
+b=b+a a-b=b-a
: l-a=a (N)
" a(b+c¢) = ab+ ac (D)

Vaimnéte si napadné obdoby vlastnosti scitani a nasobeni zapsa-
y ich t¥ i cend 3 im sloupci znamena:
nych v prvnich tfech operacich. Oznaceni v posledn p

(U) véty o uzavienosti oboru vzhledel_n ke séi:céni al.nésobleni
(souctem a stejné tak soucinem libovolnych pfirozenych
¢isel je vzdy prirozené Cislo) ko o

(A) véty o asociativnosti scitani a nasobeni (s.mtancevprl smgc—
tu, resp. ¢initele pfi ndsobeni mizeme libovolné sdruzo-

vat)

(K) véty o komutativnosti s¢itani a nisobeni (pofadi séitancti
Pri souctu, resp. pofadi ¢initelit pfi nasobeni miZeme za-
ménit)

(N) véta o neutralnosti ¢isla 1 vzhledem k nésobeni (¢islo 1
je neutralnim prvkem vzhledem k operaci nasobeni pfi-
rozenych ¢isel)

(D) véta o distributivnosti nasobeni vzhledem ke scitani (na-
sobime-li ¢islem soucet dvou nebo vice ¢isel, vynasobime
timto ¢islem kazdého séitance)

Ostatni operace v oboru pfirozenych Cisel, tj. odéitani, déleni
a umoctiovani, mizeme definovat pomoci zakladnich operaci (tj. s¢itani
a nasobeni).
Rozdil a — b dvou pfirozenych ¢isel a, b je to piirozené éislo x, pro které
platia = b+ z.
Podil a : b dvou pfirozenych &isel a, b je to pfirozené ¢islo x, pro které
platia =b- z.
Mocnina a® dvou piirozenych éisel a, b je to pfirozené &islo, které je
soucinem b ¢initeld rovnajicich se &slu a.

Piiklad 1

Rozdil 7 — 3 ¢isel 7 a 3 (v tomto pofadi) je ¢islo 4, protoze 7 = 3 + 4.
Podil 15 : 5 ¢isel 15 a 5 (v tomto pofadi) je ¢islo 3, protoze 15 =5 - 3.
Mocnina 3° je ¢islo 243, protoze 243 =3-3-3-3-3.

Uvédomme si, Ze vysledky rozdilu nebo podilu pfirozenych éisel
nemusi byt vzdy pfirozena é&sla. Pro nékteré dvojice pfirozenych ¢isel
a, b neexistuje pfirozené éislo x, pro které plati @ = b+z, resp. a = b-z.
Zapamatujeme si, Ze obor pfirozenych é&sel je uzavieny vzhledem ke
s¢itani a nasobeni.

Priklad 2

Rozdil 3 — 7 &sel 3 a 7 (v tomto poradi) je ¢islo —4, to vSak neni &islo
prirozené.




1
Podil 5 : 15 &isel 5 a 15 (v tomto pofadi) je ¢islo 3 to v8ak neni &islo

prirozené.

Ulohy

2.6 Urcete, za jakych podminek je rozdil a — b dvou pfirozenych ¢&isel
a, b ¢islo pfirozené.

2.7 Vyuzijte asociativnost a komutativnost s¢itani a ndsobeni pfiroze-
nych ¢isel a co nejuspornéji vypocitejte:
a) 284+ 33+ 7+ 22
b) 31+ 16 + 49 + 64
c) 5-327-2
d) 4-129-25

2.8 Vyuzitim distributivnosti vypocitejte:
a) 3-658 +7-658
b) 2-10% +3-10°
c) 2-10%+3- 10

2.3 Obor celych cisel

Jestlize jste spravné vyfesili dlohu 2.6, zjistili jste, ze rozdil a — b
dvou piirozenych ¢isel je prirozené ¢islo, pravé kdyz a > b. Rozdil a — b
dvou celych éisel a, b je viak vidy celé ¢islo. Vytvofenim oboru celych
¢isel tak ziskdme obor, ktery je uzavieny i vzhledem k odéitani.

Prehled zékladnich vét platnych pro poditani s celymi ¢isly je roz-
sahlejsi neZ pro operace s pfirozenymi ¢isly o dvé véty. Jedna vyjadiuje
uzavienost oboru celych é&isel vzhledem k od¢itani, druha je véta o ne-
utralnosti éisla 0 vzhledem ke séitani celych ¢isel (¢islo 0 je neutrdlnim
prvkem vzhledem k operaci séitani celjch &isel).

16

Pro kazda tfi cela &isla a, b, c plati:

Souéin a - b
je celé cislo

Soucet a + b
je celé ¢islo

Rozdil a — b (U)

je celé ¢islo

(a+b)+ec=a+(b+c) (a-b)-c=a-(b-c) (A)

at+b=b+a a-b=b-a (K)

Ot+a=a 1-a=a (N)
a(b+c) = ab+ ac (D)

Ke kazdému celému &islu a existuje takové celé &islo (—a), Ze plati
a+(—a) = 0. Cisla a a (—a) se nazjvaji &isla navzajem opacna. Opacné
&islo ke kladnému &islu je éislo zaporné. Opad¢né &islo k zdpornému éislu
je ¢islo kladné. Opaéné &islo k ¢islu nula je ¢islo nula.

Priklad 1
Opaéné &islo k ¢islu 3 je —3.
Opaéné ¢slo k éislu 0 je 0 (zapis —0 nepouZzivame, piSeme 0).
Opacné é&islo k ¢islu —3 je —(—3) a to je 3.
Pfi pocitani s opa¢nymi ¢isly postupujeme podle téchto pravidel:

0—a=—a —(—a)=ua (-1)-a=—a
—(a+b)=—-a—-b (—a)-(-b)=ab a—(-b)=a+b
—(a-b)=(—a)-b a-(=b)=—ab a+(=b)=a-0b

Ulohy
2.9 Urdete ¢isla opacna k ¢isltim:
a) b b) —13 c) 0
d) —(7+13) e) —(2-16) H@eE-17
2.10 Vypocitejte zpaméti:
a) 24 — 45 b) 32 + (—4T7) c) —16 +25
17 2




d) —19 + (-21)

g) 12-(=3)
2.11 Vypocitejte zpaméti:

a)8—(=T)—-(7-3)/"b) -9—(=3) = (5-17)

c) (14—9)-(9—14)—  d) (13+12) - (12 - 13)

&) {(~3)- (=) ~15 25 F) 24 6—8

g) 3-125—5-125 B) i(% —B) <814 46— 11)-314
2.12 Sefadte dand ¢isla od nejmensiho k nejvétsimu:

a) 8,8, ~B. 8., B} -10,7 0,95

2.13 Zjistéte, zda v oboru celjch éisel plati véta o asociativnosti odéi-
tani.

e) 17— (—35)
h) (=7)- (-8)

f) —28 — (—39)
i) (-2)-(=3)-(-9)

2.14 Rozhodnéte, zda podil libovolngch dvou celjch ¢isel je celé &islo.

2.15 Rozhodnéte, zda vyraz (—z) nabyva vidy zdporné hodnoty, jestlize
proménna z je libovolné celé ¢islo.

2.4 Obor racionalnich éisel

Mnozina Q vSech racionalnich ¢isel obsahuje pravé ta ¢isla, jez lze
anaiines p y s w5 = 3, 7
vyjadiit ve tvaru zlomku =, kde p je celé &islo a g je piirozené &islo.

q

Tento zapis vSak neni jednozna¢ny; kazdé racionalni ¢islo lze vyjadiit
ve tvaru zlomku nekoneéné mnoha zpiisoby kracenim & rozifovanim
daného zlomku. Mezi vSemi témito vyjadienimi existuje jediné, které
ma tu vlastnost, ze ¢isla p, ¢ jsou nesoudélna (jejich spole¢nym délite-
lem je jenom ¢islo jedna). O takovém zlomku fikdme, Ze je vyjadienim
daného racionalniho ¢isla v zdkladnim tvaru. Napt. ve skuping zlomki
vyjadiujicich totéz racionalni &islo

100 30 14 6 2 —8 —2 =13 -—99
150" 45* 21.F 97 9% — 9% g o7t —33

2
je vyjadrenim tohoto racionalniho &sla v zakladnim tvaru zlomek —.
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Slovo racionalni se zde pouZiva ve vyznamu pomérovy, podilovy,
ne tedy ve vyznamu rozumovy jako ve filozofii. Kazdé ¢islo pfirozenc
i kazdé éislo celé je &islem raciondlnim. Lze je totiz vyjadiit ve tvaru

zlomku, jeho# jmenovatel je roven jedné, napi. ¢isla 3 = T 0= i’
—23
—-23= ——.
1

Zakladni véty, které plati pro operace s raciondlnimi ¢isly, shrneme
v obdobném piehledu jako véty pro operace s piirozenymi €isly.

Pro ka%da tfi racionalni &isla a, b, c plati:

Sou¢in a - b
je racionalni ¢islo

Soucdet a + b
je raciondlni ¢islo

Rozdil a — b Podil a : b, kde b # 0, (U)
je raciondlni ¢islo je raciondlni ¢islo
(a+b)+c=a+(b+c) (a-b)-c=a-(b-c) (A)
a+b=b+a a-b=b-a (K)
0+a=a l-a=a (N)
a(b+c) = ab+ ac (D)

Porovname-li véty (U) o uzavienosti oboru celych ¢isel a racional-
nich &isel, vidime, #e obor celych &isel je uzavieny vzhledem ke s¢itani,
odé&itani a nasobeni a obor raciondlnich &isel je navic uzavieny i vzhle-
dem k déleni (s v¥jimkou déleni nulou). To znamena, Ze ke dvéma libo-
volnym racionalnim &isliim a, b, kde b # 0, existuje racionélni éislo x,
které je jejich podilem. Muzeme tedy fici:

Obor racionalnich &sel je uzavieny vzhledem ke s¢itani, odéitant,
nasobeni a déleni (s vijimkou déleni nulou).

Racionalni ¢isla zapsana zlomky E, i v zakladnim tvaru porovna-

q s
vime na zakladé srovnani soudini ps, gr:

19




r
< —, pravé kdyz ps < gr,
s

, pravé kdyz ps = gr,

| @13

> —, pravé kdyz ps > gr.

S e~ TS T B~ S O s~

»

Piklad 1
11 32

Porovnejte zlomky —, —.
16" 47

Reseni
11-47 =517, 16 - 32 = 512

Plati 11 - 47 > 16 - 32, to znamena, ze E e 2
16 47

27T F p
Zlomky (—I, . miizeme porovnavat také tak, Ze vypocitame jejich
I = p_r
rozdil E — —. Je-li tento rozdil zaporny, potom = < —; je-li tento rozdil
s q s
. p_r . ) ) p_r
roven nule, potom — = —; je-li tento rozdil kladny, potom = > -,
q s qg s
To uz se ale dostavame k zakladnim podetnim vykontim se zlomky.

z - - S Y Or v
Pro libovolna dvé raciondlni ¢isla —, — plati:

s
p 2 Ty . B3 +rgq P BT ey
Oridis qs GhlsAS = qs
DErs e DT s 2 DS NS
ket 7:—:—-—32—, kde r#0
Qi ineas QEisEsnan Taan

Tato pravidla zname ze zakladni skoly, kde jsme je slovné vyjad-
fovali takto:

20

Zlomky se stejnjmi jmenovateli se¢teme (odeéteme) tak, Ze soucet
(rozdil) ¢itatelt lomime spole¢nym jmenovatelem. Zlomky s ruznymi
jmenovateli rozsifime tak, aby mély stejné jmenovatele.

Zlomky nasobime tak, Ze soucin ¢itateltt lomime soucinem jmeno-
vateli.

Zlomky délime tak, Ze prvni zlomek (délence) nasobime prevrace-
nou hodnotou druhého zlomku (délitele).

Priklad 1 miizeme pomoci rozdilu zlomk vytesit takto:
11 32 11-47-32-16 517-512 5
16 47 16-47 752 752
i1 | a2
— B —
16 47

Rozdil je kladny, a to znamenad, Ze

Raciondlni ¢isla miZeme zapisovat ve tvaru

— zlomku,

— desetinného éisla,

- nekoneéného periodického desetinného rozvoje s vyznacenou pe-
riodou.
Desetinngm é&islem se rozumi racionalni &islo, které lze zapsat zlom-

c
kem T kde ¢ je celé &islo a n je piirozené ¢islo. Je to tedy ¢islo
s koneénym desetinnym rozvojem.

Priklad 2
9
Zapiste desetinnym &islem zlomek —.
250

Reseni
9 _ 9 _ 92 _ 3 _ o 9: 250 = 0,036
250  2-5%  2.5%-22 1000 90
Stejny vysledek ziskdme, délime-li Citatele 900
jmenovatelem zlomku: 1500
0
21




Kazdé raciondlni ¢islo se vSak neda vyjadfit desetinnym ¢&islem.
Jestlize pfi rozkladu jmenovatele zlomku v zakladnim tvaru na soudin
prvociniteli dostaneme i jiné prvocinitele nez 2 nebo 5, pak zlomek
nelze vyjadiit ve tvaru koneéného desetinného rozvoje. Nelze jej totiz
rozsirit tak, aby v jeho jmenovateli byla jen mocnina éisla 10.

Priklad 3
Ve tvaru desetinného rozvoje zapiste zlomky:
10 15
af 0= b=
33 22
Reseni

Jmenovatel prvniho zlomku se da rozlozit na souéin 3 - 11, jmenovatel
druhého zlomku lze rozlozit na 2 - 11. V rozkladu obou jmenovateli
se vyskytuje ¢islo 11, tedy jiné nez 2 nebo 5, proto se zadny z danych
zlomk nedd vyjadiit desetinnym ¢islem. MiiZeme se o tom piesvédéit
délenim:

10 : 33 = 0,3030... 15:22 =0,68181...
100 150
10 180
100 40
- 10 180
40
18

V obou piipadech muZzeme v déleni libovolné dlouho pokracovat,
zbytek je stale nenulové éislo. ProtoZe se pfi vypoétu za¢nou opako-
vat zbytky, opakuje se v desetinném rozvoji ¢isla stejné skupina éislic.
Tato skupina ¢islic se nazyva perioda. P¥i zapise ¢isla vyznacime nad
periodou pruh a dale tyto cislice nepiSeme:

0 o5 B o6
38 ! oy 2

Periodou je u prvniho ¢isla skupina éislic 30, v druhém é&isle skupina
¢islic 81. '

22

V nekoneéném desetinném rozvoji racionalniho ¢isla se mize pred
periodou vyskytnout skupina ¢islic, ktera se neopakuje. Takovy rozvoj
se nazyva neryze periodicky a skupina neopakujicich se &islic se nazyva
piedperioda. Rozvoj, v némz se pfedperioda nevyskytuje, se nazyva
ryze periodicky. Cislo 0,681 je prikladem neryze periodického rozvo-
je, ¢islice 6 je predperioda. Cislo 0,30 je piikladem ryze periodického
rozvoje.

Také &isla zapsana desetinnymi rozvoji a ¢isla zapsana zlomky do-

11 i ;
vedeme porovnavat. Napf. ¢islo T je vétsl nez cislo 0,687 4, protoze
11 ;v 4 : . U .
— = 0,687 5. Pfi stejném poé¢tu desetin, setin a tisicin je pocet deseti-
16

11 L _
tisicin v ¢isle 16 o 1 vétsi nez v Cisle 0,687 4.
Priklad 4

Dané desetinna &isla vyjadiete ve tvaru zlomku v zékladnim tvaru:
a) 0,9 b)0,75 c) 8,765

Reseni
N
AT,
753
b) 0.‘72)—%—4
) 765 8765 _ 1753
¢) 8765 = 7500 = 200

Kazdé desetinné ¢islo mizeme zapsat jako desetinny zlomek, v je-
ho# jmenovateli je piirozena mocnina deseti (tj. 10™, n € N). Nékdy jej
miizeme kracenim vyjadiit zlomkem s jinym jmenovatelem. Dokonce
existuje postup, jak lze vyjadfit libovolné ¢islo s nekoneénym periodic-
kym rozvojem ve tvaru zlomku. S timto postupem se sezndmime aZ
v tématu Posloupnosti a fady.

Pozndmka. Pokud cheete pievedeni periodického desetinného &isla vyzkouset hned,
promyslete si nasledujici pfiklad. Oznacme

a=0,3. (1)

23




Pak
10a = 3,3.

Odecteme-li (1) od (2), dostaneme:
10a —a=33-03
9a =3

==

| =

Vyzkousejte si uvedeny postup napfiklad pro ¢islo a = 0,05.

Priklad 5

. " L, o
Uspotidejte vzestupné racionalni ¢isla 5; 5%; 0,34.

Reseni
a) 1. zpisob — dand Cisla vyjadiime desetinnymi rozvoji

1 R
3 =0,3; 0,3<0,34 . rozhoduje pocet setin

1l
5 > 0,343; 0,34 < T ...rozhoduje pocet tisicin
1 11
Zavér: — < 0,34 < —
) 3 32
b) 2. zptisob — dand &isla vyjadiime zlomky

1 11 34 17

o S ==

3 32 100 50

17

Porovname — a —:
3 50

1:50 =50, 3 -17 =51; B o

, 3+ 17 = 51; 50 < 51, to znamen4, e 3 < 50

J A |
Porovname — a —:
50 32

17-32 = 544, 11- 50 = 550; 544 < 550, to znamena, 7e E
50

1 ;
Zévér: — < 0,34 < E
3 32

24

(2)

11

32

Néktera racionalni ¢isla (vétsi nez jedna nebo mensi nez minus
jedna) zapisujeme jako smiSena &isla. Napiiklad ¢islo %, které je za-
psano zlomkem v zakladnim tvaru, miZeme zapsat jako smiSené ¢islo
2% (¢teme: dvé a tii tfinactiny, nikoli dvé krat tii tfinactiny). Se smi-
Senymi &isly jste se naudili pocitat na zékladni skole. Pripomerime si

proto jen pfevedeni smifeného ¢isla na zlomek a obracené.

Piiklad 6

3 2
a) Zapiste smiSena cisla TE a —5? jako zlomky.

] 25 58 . i BT
b) Zapiste zlomky 5 a Y jako smiSena Cisla.

Regeni
3 3 77+3 80
a) T— =T+ —= = —
11 11 11 11
2 2 3542 37
7 7 7
L ) L . 25 2441
b) Nejvétsi nasobek ¢isla 6 mensi nez 25 je 24. Proto 5 =g =
44 : = 41
6 6

5
Nejvétsi nasobek &sla 9 menSi nez 58 je 54. Proto -9 =

o)

V zévéru ¢lanku si pfipometime a upfesnéme grafické znazornovani
racionalnich ¢fsel na &selné ose. Ciselna osa je pfimka, na které zna-
zorfiujeme Gisla. Volime ji zpravidla vodorovnou. Na ¢iselné ose jsme se
postupné nauéili znézoriiovat ¢isla pFirozena, celd i ¢isla raciondlni.
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Na pfimce, kterd bude znazornovat ¢iselnou osu, nejprve zvolime Ulohy
}f?d ZD&%(?IIIHJICI sisld & ,tentf), bod Hanyvoe poc?tek. ’Vprai\:'o gd on_ 2.16 Dana racionalni éisla zapiste zlomkem v zdkladnim tvaru:
¢atku lezi obrazy kladnych ¢isel, vlevo obrazy zapornych cisel. Déle 180 108 180 264
zvolime jednotkovou tisecku a sestrojime obraz ¢isla 1. Obraz ¢isla 1 a) — ) —— c) — d) ——
5 g 5 : s i e 252 144 135 440
lezi vpravo od pocatku; jeho vzdélenost od pocatku se rovna délce jed- s ) )
4 2.17 Dana desetinnd ¢isla vyjadiete zlomkem v zdkladnim tvaru:
notkové tisecky. Mame-li napf. sestrojit obraz ¢isla 3’ sestrojime uzitim a) 0,4 b) 0,625 ¢) 0,006 4 d) 0,03125
4 2.18 Rozhodnéte, kolik riiznych racionalnich éisel je zapsano v tomto
podobnych trojihelnikt usecku, jejiz délka je rovna 3 délky jednotkové seznamu a zapiite je zlomkem v zakladnim tvaru:
4 63 120 1 0.475 81 270 48
tisecky (obr. 2.2). Obraz opaéného &isla — 3 le7 vlevo od pocatku; vada- 168 96° 47 777 216° 216" 7T 128
lenosti obrazti navzajem opaénych &isel od podatku se sobé rovnaji. Na 2.19 Uspgfé,deiteflané racionélnir(v:isla O% ncg)men:’siho k nejvétsimu:
2 )
obr. 2.3 je sestrojen obraz ¢isla = Pro usporadani ¢isel na ¢iselné ose 2 12° 7' 72 ) ]’ 0, 3’14
plati, Ze obraz vétsiho &isla je vidy vpravo od obrazu éisla mensiho. o] 6_4 3 % d) i _i _3 i
1807 14" 98 18" 16" 117 23
2.20 Uspoiadejte dana raciondlni ¢isla od nejvétsiho k nejmensimu:
Lo 12 13 _3 %
a) 2—; 2,3; —; 2,3 b) —2,7; ——; —2—; 2,6
4 ) 5 4
)406 ! 0,6 d) 0,7; 0,6 L,
C) i Vo —25 =4, 0 =005 ——5 &
T 7 10 3
2.21 Vypocitejte a vysledek zapiSte desetinnym ¢éislem:
1 3y 2 5 3y 2
o (ied)-2 b (C-3):2
Obr. 2.3 4 8/ 5 9 5/ 9

1 5 1 3 2 i3 4 5
dGrg)e=E 2G93
A nyni se naskyta otazka: Je kazdy bod ¢iselné osy obrazem uréi- ]
2.22 Vypocitejte:

tého racionalniho ¢isla?

-
Odpovéd zévist na tom, zda délka kazdé tsecky je vyjédiena ra- i > ; (3 24 5) b) (§ = 3) = (.1_ £ 1)

ciondlnim ¢islem. Vime napft., Ze délka uhlopficky ¢tverce, jehoZ strana 10 5 12 6 4 12 2 3

mé jednotkovou délku, je rovna v/2, aviak /2 neni racionalni é&islo. ¢) 5 3 (1)3 d) i . 2 (§ _ Z)2

Dovedeme tedy sestrojit obraz ¢isla v/2, pfitom tento bod ¢iselné osy 3 2 2 6 5 3 2 | -

neni obrazem raciondlniho &isla. Odpovéd na danou otézku je proto 2.23 Vypocitejte: ‘

ZApOTna: a) (E _ 0_7) . 0,16 b) (g _ 2.6) (g — 3) ‘
Nékteré body ¢iselné osy nejsou obrazy racionalnich ¢isel. 5 i 0,24 5 i & 1 |
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- . . " . 2 4
2.24 Na ¢iselné ose znazornéte racionalni ¢éisla zapsana zlomky —, ——
3’

5
3 5 (Nékterda z danych éisel je vyhodné zapsat jako smiSena

¢isla. To vam napovi, jak miZete zjednodusit konstrukei.)

2.5 Obor redlnych cisel

Pri grafickém znazornovani racionalnich ¢isel jsme zjistili, Ze 1 po
znazornéni vsech racionalnich éisel zistanou na ¢&iselné ose ,,neobsa-
zené body“, nebot délky nékterych tsecek nejsou racionalni ¢isla. Na
obr. 2.4 je naznadena konstrukce tusecek, pomoci nichZ lze na Ciselné ose
vyznacit body, které neznazornuji zadné racionalni ¢islo. Tyto body jsou
zakresleny na ¢iselné ose plnymi krouzky.

[
\
|

NG

/6 =3 =2 ~1 0 1 V23
Obr.2.4

[

Potfeba vyjadiit délku libovolné tsecky, obsah a obvod obrazce
¢i objem a povrch télesa, fyzikdlni stavy téles a jejich zmény vedla
k vytvoreni oboru redlnych ¢isel.
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Realnymi &isly nazjvame ¢isla, kterd vyjadiuji délky tsecek
(pti zvolené jednotkové tisecce), éisla k nim opaénd a nulu.
Kazdé realné ¢islo je na éiselné ose zndzornéno pravé jednim

bodem.
Kazdy bod ¢iselné osy je obrazem pravé jednoho redlného ¢is-
la.

Mnozinu viech redlnych &isel tvoii éisla racionalni a ¢isla iracional-
ni, pfitom kazdé realné éislo je bud raciondlni, nebo iraciondlni. Slovo
iracionalni je zde ve vyznamu ,nepodilové®, nikoli ,nerozumné®. Po-
kuste si vzpomenout, s kterymi iraciondlnimi ¢isly jste se jiz setkali.
Jsou to mnohé odmocniny, V2,3, /5 atd., Ludolfovo &islo & a hodnoty
nékterjch goniometrickych funkei, napf. sin45°, cos 30°, tg60° atd.

Iraciondlni ¢isla nelze zapsat ve tvaru 2, kde p je ¢islo celé a ¢ je
q

¢islo pfirozené. Lze je charakterizovat typickou vlastnosti jejich zapisu
v desitkové soustave.

Iracionalni &sla lze zapsat jenom takovym desetinnym rozvo-
jem, ktery je nekoneény a neperiodicky.

Pozndmka. Desetinny rozvoj iraciondlniho éisla n zacina takto:

7 = 3,141592 653589 7932384626433 ... Dne 13. ledna 1987 bylo Ludolfovo cislo
vypoéitano na poéitaéi NEC v Tokiu na 133554000 desetinnych mist. Vytisténé
¢islo zabira témér 20000 stran a podle oéekavani se v tomto rozvoji nevyskytuje
#adna perioda.

V praxi se iraciondlni ¢isla nahrazuji desetinnymi &isly, kterd jsou
tvofena ¢asti desetinného rozvoje zaokrouhleného na zvoleny pocet de-
setinnych mist, jenz je uréen pozadovanou piesnosti vysledku. Se za-
okrouhlenymi &sly se rovnéz setkdvame v rtznych tdajich technického
charakteru, v tidajich statistickych a ekonomickych. Piipomefime si
proto pravidlo, podle néhoz ¢&isla zaokrouhlujeme na mista urcitého
radu:
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Cislo zaokrouhlime na misto daného fadu tak, Ze vynechdme
vSechny ¢islice, které jsou vpravo od éislice na misté daného
fadu, a je-li prvni z vynechanych éislic
a) mensi nez 5, pak vSechny ponechané ¢islice se neméni,
b) rovna nebo vétsi nez 5, pak k ¢islu tvofenému ponecha-
nymi ¢islicemi pricteme jednu jednotku nejmensiho po-
nechaného radu.

Priklad 1

Zaokrouhlete é&islo © postupné na setiny, tisiciny a biliontiny.

Reseni
= 3,141592653589793...
Pfi zaokrouhleni na setiny je prvni z vynechanych éislic ¢islice 1 (na
tFetim desetinném misté). ProtoZe je to ¢islice mensi nez 5, dostaneme
zaokrouhlenim ¢islo 3,14.

Pii zaokrouhleni na tisiciny je prvni z vynechanych &islic ¢islice 5,
proto podle uvedeného pravidla je zaokrouhlené ¢islo rovno 3,142.

P#i zaokrouhleni na biliontiny je prvni z vynechangch éislic éis-
lice 7, takZe zaokrouhlenim dostaneme ¢islo 3,141 592 653 590.

Tracionélni é&isla porovnavame tak, Ze je nejdfive vhodné zao-
krouhlime na ¢isla desetinna, kterd jiz porovnavat umime.

Priklad 2
Rozhodnéte, které z ¢isel 7 a /9,87 je vétsl.

Reseni

NapiSeme desetinna ¢isla, kterymi nahradime dana iraciondlni ¢isla.
T = 3,141592, /9,87 = 3,141 656

Cislo /9,87 ma vét& pocet desetitisicin nez &islo =, je tedy vetsi.
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Obor iraciondlnich ¢isel nezavadime. Divodem je skutecnost, Ze
visledky operaci s iracionalnimi €isly, tj. soucet, rozdil, soucin i podil
iraciondlnich &sel, nemusi byt iraciondlni &islo. Napf. pro iracionalni
sla /2 a —/2 je soudet, souéin i podil racionalni:

V2+(=v2) =0, V2 -(-v2)=-2, v2:(-V2)=-1

Nemusi se viak jednat o &sla navzéjem opaéna. I podil v8: /2 = 2 je
¢islo racionalni.

Obor iracionalnich ¢isel nezavadime, protoZe mnozina vsech iracio-
nalnich ¢éisel neni uzaviena vzhledem ke séitani a nasobeni.

Zavadime v8ak obor realnych ¢isel.

Pro operace s redlnymi ¢isly plati stejné véty jako pro operace s ra-
ciondlnimi &isly, které jsme uvedli v élanku 2.4. Zopakujte si uvedené
véty s tim, Ze slovo raciondlni nahradite slovem redlna. Jednou z ditle-
zitych vlastnosti mnoziny vsech redlnych cisel je to, Ze tato mnoZina je
uspofadand. To znamend, Ze pro kazda dvé redlna &isla nastane pravé
jedna ze t¥i moZnosti: a < b, a = b, a > b. PTi zjistovani, kterd z téchto
moZnosti nastala, uzivame nasledujici vlastnosti realnych ¢isel.

Pro kazda tfi realna €isla a, b, c plati: ><
Jestlize a > b a zaroven b > ¢, pak a > c.

Jestlize a > b a zaroven ¢ > 0, pak ac > be.

Jestlize a > b a zaroven ¢ < 0, pak ac < be.

Jestlize a > b a ¢ je libovolné realné ¢islo, pak a +¢ > b+ c.

Pro kazda &tyfi realna &isla a, b, ¢, d plati:
Jestlize a > b a zaroven ¢ > d, pak a+c¢ > b+ d.

Priklad 3
Rozhodnéte, které z éisel 3+\/5 1+ P &t51
oznodnete, ere z Cisel —— — a — ]€& VEeisl.
V2 V3 73
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Reseni

3
Plati £ > 1, nebof v/3 > /2.
V2

Zaroven plati

£>\/T§,neboﬁ\/5>\/§.
Nrovno‘ti\/—§>1a§>£
OO 72 3~
V5
/B

muzeme podle posledniho pravidla

secist a dostaneme:

V2
V3

= >1+

V2

V prikladu 1 jsme si ukazali postup pfi zaokrouhlovani racionél-
nich ¢isel na mista ur¢itého fadu. Naprosto stejné postupujeme pii za-
okrouhlovani libovolného realného ¢isla. Napf. ¢islo 2 659 zaokrouhleno
na stovky je 2700, ¢islo 4,364 zaokrouhleno na setiny je 4,36.

Cisla zaokrouhlujeme na mista urcitého ¥adu nebo na danj poéet
platnych éislic.

Cislice zaokrouhleného &isla se nazjvaji platné &islice, pficemz se
mezi né nepocitaji nuly, které stoji pfed prvni nenulovou ¢islici, a také
nuly na konci éisla, které vznikly zaokrouhlenim.

= Napf.

345216 = 345000, 340216 = 340 000; v obou pfipadech jsou ¢isla
zaokrouhlena na 3 platné cislice

0,05032 = 0,050, 0,05432 = 0,054; v obou pfipadech jsou ¢isla
zaokrouhlena na 2 platné cislice

Priklad 4

Zaokrouhlete ¢isla
a) 25,5; 3,66; 374; 0,0413; 8,0125 na dvé platné ¢islice,
b) 6666; 333,3; 5,835; 0,004 675; 4,002 138 na tfi platné é&islice.

Reseni

a) 26; 3,7; 370; 0,041; 8,0
b) 6670; 333; 5,84; 0,004 68; 4,00
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Ulohy
2.25 Dana realna c¢isla usporadejte od nejmensiho k nejvétsimu:
22
3,14; w; ?; 3,14; /10

2.26 Rozhodnéte, ktera z redlnych ¢isel uvedenych v predchézejici iloze
jsou cisla iracionélni.

2.27 Na obr. 2.4 jsou sestrojeny usecky, jejichz délky se rovnaji druhym
odmocninam z nékterych pfirozenych éisel. Sestrojte podobnym
postupem usecku délky +/10.

2.28 Pfevracenym ¢islem k redlnému ¢islu a se nazyva realné ¢islo @, pro
néz plati a-a@ = 1. Rozhodnéte, zda existuje ke kazdému realnému
¢islu ¢islo prevracené. Urcete pfevracend éisla k ¢isltim:

3 2 _
5 -3 215 05 v Y203 03
5 2

2.29 Necht a, b, ¢ jsou zdporna realna éisla a d je kladné realné éislo.
Urcete, kterd z nasledujicich ¢isel jsou kladna a ktera zéporna,
jestlize plati a < b: ! :
a+b,db, ad,a—b,c—d, d=c, c(a +b), c(a — b),
a‘z - b'z

2.30 Zaokrouhlete ¢isla: 27,04; 0,023 456; 0,530 3; V/5; ni; 8651
a) na t¥i platné ¢islice,
b) na dvé platné éislice.

2.31 Zaokrouhlete &isla 35,626; /2; 0,032 146; 0,007 03
a) na dvé platné éislice,
b) na setiny.

a+b
, a® + b,

2.32 Usporadejte podle velikosti dana redlnd éisla (postupujte obdobné

jako v pfikladu 3):
V2 V3 V2 V6 V6 V5
Gl 1 tom
V2

a)1+?,\/§+7 b)%-i_E’
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2.6 Druha a treti odmocnina

V predchézejicim élanku byly jako pfiklady iraciondlnich ¢isel uve-
deny nékteré druhé odmocniny &isel. Pfipomenme si dosavadni znalosti
o druhé odmocniné redlného éisla. Za¢néme definici druhé odmocniny.

Druhi odmocnina z nezaporného reilného cisla a je takové
nezaporné &islo x, pro které plati 22 = a. K jeho oznadeni
uZivame symbol /a.

v je odmocnitko, a je zdklad odmocniny (odmocnénec)

Uvédomme si dvé diilezité vlastnosti druhé odmocniny, které jsou
obsazeny v definici, ale na které se nékdy zapomina:

1. Druhd odmocnina je definovdna pouze z nezdporného reélného
&sla. Jinak fefeno, druhé odmocniny ze zapornych &isel (napf.
V=5, /=326 apod.) nejsou definovany v oboru redlnych disel.
Pozdé&ji tuto definici rozsifime zavedenim ¢isel komplexnich.

2. Druha odmocnina z nezaporného é&isla je vidy nezaporné dislo,
napf. V4 = 2, i kdy# 22 = 4, a rovné7 (—2)? = 4. Symbol v/4 musf
byt jednoznaény, tj. musi oznacovat pravé jedno ¢islo. Struéné lze
zapsat: pro kazdé a = 0 je v/a = 0.

Uziteéné vzorce pro poéitani s druhymi odmocninami shrnuje na-
sledujici véta:

Pro kazd4a dvé neziporna redlna ¢isla a, b plati:

Va-b=+va- Vb, a-vVb=+VaZbh

alt /g
—=— prob#0
b Vb : 7

Priklad 1

Vypocitejte:
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a) V14400 b) +0,0081 c¢) /50

Regeni
a) V14400 = /144 - /100 = 12 - 10 = 120
b) v0,0081 = +/81-0,0001 = +/81 - +/0,0001 = 9 - 0,01 = 0,09
¢) V50 =+/25-2 =252 =152

Pii vypoctu jsme pouzili prvni vzorec. V prikladu lc) jsme od-
mocnénce rozlozili na soucin dvou éisel, z nichz jedno lze odmocnit.
Takové tupravé Fikime Easteéné odmociiovani. Uvedeny vzorec pro po-
¢itani s druhymi odmocninami vSak muZeme pouzit ,obéma sméry*.
UkéZeme si pouziti prvniho vzorce v ,,opaéném sméru.

Pfiklad 2
Vypoditejte v/2 - v/8.

Resend

V2-v/8=1/16=4

Vipocet druhé odmocniny provadime na kalkulac¢ce nebo pomoci
tabulek. V tabulkach najdete podrobny navod pro vypocet druhé od-
mocniny, pfimo lze vyhledat druhé odmocniny z ¢isel od 1 do 100.

Priklad 3

Pomoci tabulek vypoditejte:

a) V4547 b) V4547 ¢) v/0,004547

Reseni
a) \/454,7 = /4,547 - 100 = \/4,547 -4/100 = 2,132 - 10 = 21,32
b) VABAT = v/45,47 - 100 = v/45,47 - /100 = 6,743 - 10 = 67,43
) v/0,004 547 = V45,47 - 0,0001 = /45,47 - +/0,0001 = 6,743 - 0,01 =
= 0,067 43

Zlomky, v nichz se vyskytuji odmocniny, je vvhodné upravit tak,
aby se ve jmenovatelich Zddné odmocniny nevyskytovaly. Takovy po-
stup se nazyva usmériiovani zlomki.
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Usmériiovani zlomkt provadime rozsifovanim. RozsiFit zlomek zna-
mend vynasobit ¢itatele i jmenovatele zlomku tymz libovolnym nenu-
lovym &slem. Pfitom se samozfejmé hodnota zlomku nezméni. Vtip
fegeni spodiva v nalezeni vhodného nenulového ¢isla nebo ¢iselného vy-
razu, kterym dany zlomek rozsiiime. Proto se v feseni nésledujiciho
piikladu soustiedte na to, ¢im je tfeba zlomky rozsifit.

Priklad 4
Usmeérnéte zlomky:
6 2 3
a) b) ) =7

2 V3i-1

Resend

6 6-v2 62
vz TV

2 2 V3+1  2(v3+1)

Y Ao1TVA-1 B+l 3-1 = VA
L3 3 VB-v2_3(/5-42)
) v Vet Vh-vE | 5-2

a)

+1

=V5-V2

Pozndmka. Viimnéte si, ze napf. pfiblizné urceni soucinu 3v/2 = 31,414 je jedno-

6
dussi nez uréeni podilu — = 6:1,414.

V2
Pokuste se na zékladé fedeni piikladu 4 sami zformulovat, ¢im pii
usmériiovani rozdifujeme zlomek, je-li ve jmenovateli samotna druha
odmocnina a je-li ve jmenovateli soucet nebo rozdil.
S definici druhé odmocniny a poé¢itanim s druhymi odmocninami
jste se seznamili jiz na zdkladni Skole. Rozsiiime si ted naSe védomosti
o tfeti odmocninu. Opét zacéneme definici.

Treti odmocnina z nezaporného realného ¢isla a je takové ne-
zaporné &slo x, pro néz plati z° = a. K jeho oznaceni uzivame
symbol a.
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Zajisté vidite napadnou podobnost s definici druhé odmocniny.
Obdobné jsou i véty pro pocitani s tfetimi odmocninami.

Pro kazda dvé neziporna realna ¢isla a, b plati:

Vab = Va- Vb, av/b = Va3b

JJeE RS
i pri b # 0

Tteti odmocninu z daného nezaporného realného ¢isla rovnéz vy-
poéitame na kalkulac¢ce nebo pomoci tabulek. V tabulkich najdete po-
drobny navod, pfimo lze vyhledat tfeti odmocninu 2z éisel od 1 do 1 000.
Pozndmka. Upustime-li od pozadavku, ze n-tou odmocninu zavadime pouze pro
nezaporna realna ¢isla, miZeme pro licha éisla n rozsifit definici n-té odmocniny
takto:

Pro kazdé liché prirozené cislo n je n-ta odmocnina z realného cisla a takové
realné ¢islo b, pro néz plati b™ = a.

To znamend, Ze napf. /—27 = —3, nebof (—3)% = —27.

Priklad 5

Pomoci tabulek vypocitejte:

a) v/364,5 b) /3645000 ¢) v/0,036 45

Resent

a) v/364,5 = 7,143

b) V3645000 = +/3,645-1000000 = +/3,645 - /1000000 =
= 1,539 - 100 = 153,9

c) v0,03645 = v/36,45-0,001 = /36,45 - /0,001 = 3,316 - 0,1 =
=0,3316

Na zavér si ukazeme, jak je tfeba postupovat pii odstranovani treti
odmocniny ze jmenovatele zlomku. Opét si povSimnéte, jakimi ¢isly je
tfeba zlomky rozsirit.
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Priklad 6

Usmérnéte zlomky:

1 2 1
a) 7\/_5 b) _5\/'3 C) /50
Reseni
1 1 V22 V4 V4
VBBV VB 2
b) 2 2 ¥3_2.93 23
V9 ¥3Er Y3 33 3
1 1 1 Y225 Y20 V20 Y20
VI Tae Vow VR VB.® 2.5 10
Ulohy
2.33 Vypoditejte zpaméti druhé odmocniny z Cisel:
a) 49 b) 2500 c¢) 640000
d) 0,81 e) 0,04 f) 0,0009
2.34 Rozhodnéte, zda plati nasledujici rovnosti. Své rozhodnuti zdivod-
néte:
ay v0=0 b) v/—100 = 10 c) vV1=-1
d) /(=52 =-5" e) V5> =5 f) /(=52 =5
2.35 Pokuste se na zikladé predchazejici tlohy vyslovit vétu o tom,
gemu se rovna Va2,
2.36 Vypoditejte zpaméti tieti odmocniny z éisel:
a) 27 b) 1000 ¢) 125000
d) 1 e) 0,008 f) 0,064
2.37 Za predpokladu, 7e tfeti odmocnina je zavedena jen pro nezaporni
¢isla, rozhodnéte, zda plati (své rozhodnuti zdiivodnéte):
a) V0=0 b) ¥8=—-2 X ¢) ¥-1=1
d) /(5P =5 ¢) VB8 =—5 f) V5 =5
2.38 Reste predchazejici tlohu za predpokladu, Ze tfeti odmocnina je

zavedena pro libovolna redlna &isla (viz poznidmku pred prikla-
dem 5).
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2.39

2.40

2.41

2.42

2.43

2.7

Pomoci kalkulacky uréete druhé odmocniny z danych ¢isel a vysle-
dek zaokrouhlete na setiny:

a) 5; 29; 314; 6256; 72 037; 576 081

b) 0,47; 0,80; 3,26; 35,6; 312,1; 6 703,55

Pomoci kalkulacky urcete tieti odmocniny z danych ¢isel a vysle-
dek zaokrouhlete na tisiciny:

a) T; 75; 648; 4444; 75824; 300125

b) 0,749; 0,250; 8,26; 30,534; 626,23; 1953,12

Upravte vyrazy:

v/50 81

= V81 ,[216
d) V4- V16 e) 73 ) 125
Casteénd odmocnéte:
a) V8 b) V75 ¢) V1875
d) V81 = e) /250  f) /4000
Usmérnéte zlomky:

12 1 6
) V3 % VZ+1 © 3-3
d) Yoy e) 2 £) 12

V3+ V2 V3 V18

Absolutni hodnota redlného cisla

Absolutni hodnotu |a| redlného ¢isla a definujeme takto:

Je-li a 2 0, pak |a| = a,

je-li a < 0, pak |a| = —a.
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To znamena, ze absolutni hodnota nezaporného ¢&isla a je rovna
¢islu a, absolutni hodnota zaporného éisla a je rovna opacnému ¢islu
—a, pfitom —a je kladné &islo. Tedy pro kazdé realné ¢islo a plati |a| 2 0.

Priklad 1

Vypocitejte:
a) [3] b)[-15] ¢)[9-2]—[-15-(=3)] d)|[7—|4-11]|
e) 2-Vv3 f)1-v2|

Reseni

a) 3> 0, proto [3| =3

b) —1,5 <0, proto |-1,5| = —(—1,5) = 1,5

¢) 9-2|—|-15—(=3)|=|T|—|-1564+3|=7—|-12|=7—-12= -5
d) [7T—[4-11||=|7—|-7||=17-7=0]=0

e) 2 — /3 > 0, proto |2—\/§|:2—\/§

f) 1-v2<0,proto |1 —v2|=—(1-v2)=v2-1

Pokud jste spravné vytesili tilohu 2.35, dospéli jste k zavéru, ze
pro kazdé a = 0 plati Va? = a a pro kazdé a < 0 plati Va2 = —a.
Uzitim absolutni hodnoty mazeme tuto dilezitou vétu, kterou je dobré
si zapamatovat, zapsat takto:

Pro kaZdé redlné ¢islo a plati va® = |al.

Absolutni hodnota |a| redlného ¢isla a souvisi se vzdalenosti d ob-
razu Cisla a na ¢iselné ose od pocatku.

Je-llia =0, jed=a=|al,

jellia <0, jed=—a=|al

Miuzeme tedy fici:

Absolutni hodnota kazdého realného ¢isla je rovna vzdéalenosti
obrazu tohoto ¢isla na ¢iselné ose od pocatku.
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Tato vlastnost se zpravidla nazyva geometricky vyznam absolutni
hodnoty realného éisla a.
Z uvedené vlastnosti vyplyva:
1. Pro vSechna realna éisla a je |a| 2 0, protoze vzdalenost je vidy
nezaporné ¢islo.
2. Pro vsechna redlna ¢isla a plati |a| = |—al, nebot opaéné ¢islo —a
ma od pocatku stejnou vzdalenost jako cislo a.

Poznamka. Body ¢iselné osy zpravidla ztotoznujeme s realnymi ¢isly a misto o vzda-
lenosti obrazu ¢isla od poc¢atku hovofime struénéji o vzdalenosti ¢isla od pocatku.

Piiklad 2
Na ¢iselné ose znazornéte vsechna redlna cisla, pro néz plati:
a) l2=3 b)glS2 o) o >1

Reseni

a) ProtoZe absolutni hodnota redlného ¢isla je rovna vzdalenosti to-
hoto ¢isla na redlné ose od poc¢atku, hledame v8echna realna ¢isla z,
jejichz vzdalenost od pocitku je rovna 3. Jsou to ¢isla 3 a —3
(obr.2.5). Timto zpisobem jsme vlastné snadno vyTeSili linearni
rovnici s absolutni hodnotou.

23 0

e
|
3]

0 2
Obr. 2.5 Obr. 2.6

b) Tuto linedrni nerovnici s absolutni hodnotou vyfesime tak, Ze na-
jdeme v8echna realna ¢isla, ktera maji od po¢atku vzdalenost mensi
nebo rovnou 2. Tato ¢éisla vyplni tlusté vytazenou tisecku na obr. 2.6
véetné jejich krajnich bodd (vyzna¢eno plnymi krouzky).

¢) V tomto pfipadé hledame viechna redlna cisla x, jejichz vzdale-
nost od poc¢atku je vétsi nez jedna. Tato ¢isla vyplnuji dvé tlusté
vytazené polopfimky na obr. 2.7 bez poé¢atecnich bodl (vyznaceno
prazdnymi krouzky).




Znazornéme na &iselné ose Gisla 5 a 3 (obr.2.8).

3 4 2
/ n + . s ; + n Rt nY
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
Obr.2.8
Je zFejmé, 7e vzdalenost téchto Cisel je rovna 2. Tuto vzdalenost
mizeme pomoci absolutni hodnoty vyjadfit jako [5 — 3| = |12| = 2
nebo |3 — 5| = |-2| = 2. Podobné pro vzdalenost kladného cisla 3
a zéporného &sla —1 plati |3 — (=1)| = [4] = 4 nebo |[(—1) — 3| =
= |—4| = 4. Pro vzdélenost dvou zapornych redlnych cisel —4 a —1
dostaneme |—4 — (=1)| = |-3| = 3 nebo |-1 — (—4)| = |3]| = 3.

Obecné lze Fici:

Vzdalenost obrazii realnych &isel a, b na ¢iselné ose je rovna
|a — b, resp. |b— al.

Pfiklad 3

Na &iselné ose znazornéte obrazy viech realnych &isel x, pro kterd plati:
a) |#—3| =2 b) |z -3 =2 ¢) |z —3|>2
d) |[z+3| <2

Reseni

a) V podstaté jde o feSeni linearni rovnice s absolutni hodnotou,
kterou snadno vyfedime uzitim geometrického vyznamu absolutni
hodnoty rozdilu dvou redlnjch &isel. Vzdalenost neznamého ¢isla =
a &isla 3 je rovna 2. Hleddme tedy vSechna redlna éisla x, jejichz
vzdalenost od &sla 3 je rovna 2. Jsou to ¢isla 1 a5 (obr.2.9).

b) V této tloze se jedna o FeSeni linearni nerovnice s absolutni hod-
notou. Postupujeme obdobng; vSechna ¢isla, ktera jsou feSenim,
vyplni tsecku s krajnimi body 1 a 5 (obr. 2.10)

c¢) Nyni hleddme vSechna redlna &isla z, kterd maji od &isla 3 vzdale-
nost vétsl nez 2. Tato &isla vyplni dvé polopfimky bez poéatecnich
bodi (obr.2.11).
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/ 7'7/% 5
0o 1 2 3 4 3 0 1 3 5
Obr. 2.9 Obr.2.10
0 1 3 8 5 3 °T 0
Obr. 2.11 Obr. 2.12

d) V této tloze se misto absolutni hodnoty rozdilu ¢isel vyskytuje
absolutni hodnota sou¢tu ésel. To snadno napravime tim, Ze misto
|z + 3| zapiSeme |z — (—3)|. Hleddme nyni vSechna redlna ¢isla z,
kterd maji od ¢isla —3 vzdalenost mensi nez 2. Na obr. 2.12 jsou
tato ¢isla znazornéna tseckou bez krajnich bod —5 a —1.

Ulohy

2.44 Vypocitejte:
a) 3] +|-3| b) |5 — -5
c)|5—3|+1]2-17] d) |8 —4| — |1 —13

Q) [-4+6/= 3= (=D~ ) [-3-7|—|-5—(-1)
g) | —8—16—15|| h) |4 - 9] — 2|
2.45 Na ¢iselné ose znazornéte vechna realna ¢isla, pro néz plati:
a) |z| =5 b) |z| =0 c) |z| = -7
d) || <4 ) |z <3 f) Jo| 2 1
g) |z| <0 h) [z| >0
2.46 Na ¢iselné ose znazornéte viechna realna ¢isla, pro néz plati:
a) |lzr—2|=5 b) |z +3|=6 c)|z—15=0,5
d) |z 41 > V2 e)jlz—v3<2 f)lz+x>0
g) |z —1] <=3 h) |z +4| > -1
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3. MNOZINY

3.1 Zakladni mnozZinové pojmy

Mnozinové piedstavy intuitivné uzivali jiz starofecti matematici ve
3. stoleti ped n. 1., kdyZ zkoumali geometricka mista bod1, tj. mnoZiny
viech bodi dané vlastnosti. K vytvofeni teorie mnozin piispél praz-
sky matematik, filozof a teolog Bernard Bolzano (1781-1848), zejména
svym dilem Paradoxy nekone¢na. Jeho pamétni desku najdete v Ce-
letné ulici nedaleko Prasné brany. Pojem mnoziny vSak zavedl kolem
roku 1870 némecky matematik Georg Cantor (1845-1918), ktery studo-
val problémy tykajici se nekoneénych mnozin redlnych ¢isel. V soucasné
dobé dava teorie mnozin mnohym oblastem matematiky spoleény jazyk
a pomaha z nich vytvafet systém.

Se zakladnimi pojmy elementarni teorie mnoZzin jste se postupné
seznamovali v zakladni 8kole. Nyni si tyto pojmy pfipomeneme, zpies-
nime a doplnime.

Pojem mnozina je zna¢né slozity. Ani na gymnaziu nebudeme tento
pojem definovat; pro jeho pfresné vymezeni nemame zatim potfebné
matematické védomosti. Spokojime se s pfibliznym vysvétlenim tohoto
pojmu, které viak pro nase ucely bude zcela postacujici.

MnoZinou budeme rozumét souhrn néjakych predméti (objektit).
Predméty (objekty), jejichz souhrn vytvafi danou mnoZinu, nazjvame
prvky (elementy) uvedené mnoZiny.

K vyjadieni skuteénosti, Ze = je prvkem mnoziny A, pouzivime
zapis © € A; x neni prvkem mnoZiny A zapisujeme x ¢ A.

Mnozinu uréujeme obvykle viétem jejich prvkd nebo uvedenim
charakteristické vlastnosti jejich prvki.

Pii uréeni mnoziny vyétem vSech jejich prvkd nezalezi na poradi
prvki a kazdy z téchto prvki musi byt ve vyctu zastoupen pravé jednou.
Napiiklad mnoZinu A, jejimiz prvky jsou pravé ¢isla 1, 2, 3, miZeme
zapsat A = {1,2,3}, ale také A = {2,3,1} nebo A = {3,2,1} apod.
Piitom vyjadfeni, Ze prvky mnoZiny A jsou pravé ¢isla 1, 2, 3, znamena
to, 7e &sla 1, 2, 3 jsou prvky mnoZiny A a Ze mnozina A uz jiné prvky
nema.
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Zapis mnoziny B = {0; %; 2;0,75; v/4} je nespravny zapis mnoziny,
protoze 4 =2 a 3 = 0,75. Spravny zapis je napi. B = {0;0,75;2}.

Dilezitou mnozinou, bez niz se v matematice neobejdeme, je mno-
7ina, ktera nema zadny prvek. Nazyvame ji prazdnd mnoZina a znacime
symbolem (). Prazdnou mnozinou je naptiklad mnozina vsech priroze-
nych ¢isel mensich nez 1. Zjidténi, Ze mnozina je prazdnd, povazujeme
té7z za jeji urceni vyctem. '

Uréujeme-li mnozinu uvedenim charakteristické vlastnosti prvku
mnoziny, znamena to, Ze uvedeme takovou vlastnost, kterou maji
viechny prvky mnoZiny a kromé prvkil této mnoziny zadny jiny pr-
vek tuto vlastnost nemd. Napiiklad mnozinu A = {1,2,3} mZeme
uvedenim charakteristické vlastnosti urcit tak, Ze je to mnozina vsech
piirozenych ¢isel mensich nez ¢tyfi, coz zapiseme takto:

A={zeN; z<4}

Ve vsech uvedenych pfikladech mély mnoziny koneény pocet prv-
k. Existuji vSak mnoziny, které maji nekoneény pocet prvki, napiiklad
C={z € N; z > 3}. Mnozina s konecnym poctem prvki se nazyva
koneéna, mnoZina, kterd nemé koneény podet prvki, se nazyva neko-
ne¢na. Mezi nekonecné mnoziny patil mnoziny vsech pfirozenych ¢isel,
racionalnich ¢isel, redlnych ¢isel, ale nekone¢nou mnozinou je i mnozina
viech realnych éisel z, pro néz plati 1 < o £ 2, tj. mnoZina {z € R;
1 g 25

V matematice ¢asto pracujeme s ¢isly kladnymi, zapornymi, neza-
pornymi a nekladnymi. Napfiklad v oboru redlnych cisel je
{x € R; z > 0} = R" mnozina vSech kladnjch realnych éisel,

{z € R; 2 < 0} = R~ mnozZina vSech zdpornych redlnych cisel,
{x € R; z = 0} = R mnoZina viech nezdpornjch redlnych &isel,
{z € R; £ 0} = Ry mnozina vSech nekladnjch realnych ¢isel.
V8echny uvedené mnoziny jsou ptiklady nekone¢nych mnozin.

Dalsim dalezitym pojmem, s nimz jste se jiz také setkali, je pojem
podmnoZina. Rikame, Ze mnozina B je podmnoZinou mnoZiny A (zapi-
sujeme B C A) pravé tehdy, kdyz kazdy prvek mnoziny B je zaroven
prvkem mnoziny A. Jinymi slovy: neexistuje prvek mnoziny B, ktery
neni prvkem mnoziny A.
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Na obr. 2.1 na str. 12 je znazornén vztah mezi ¢iselnymi obory N, Priklad 2

Z, Q, R. Uvedeny vztah miizeme pomoci podmnozin zapsat takto: Uréete, které z nasledujicich mnozin se rovnaj:

NCcZcQcCR 1
Q {zxeN;z<0},{0}, {reR; —2=5z =2}, {-2,-1,0,1,2},

Vsimnéme si je§té dvou krajnich pfipada vztahujicich se k pod- (zeR; 6] <2}, 0, {z€Z; —3<z<3), {z€R; o] <0}

mnozine.

1. Protoze kazdy prvek libovolné mnoziny A je prvkem mnozZiny A,
je kazda mnozina A podmnozinou sebe sama, tj. plati A C A.

2. Protoze kazdy prvek prazdné mnoZiny je prvkem libovolné mno-
ziny A (prazdnd mnoZina totiZz Zidné prvky nemd), je prazdna
mnoZina podmnozinou kazdé mnoziny A, tj. plati § C A. Jinymi
slovy: neexistuje prvek mnoziny (), ktery neni prvkem mnoziny A; ‘
proto je ) C A. , i
V této souvislosti je tfeba si uvédomit rozdil mezi pojmy byt prv- '

kem a byt podmnozinou. Napfiklad &islo 1 je prvkem mnoziny {1, 2, 3},
neni viak jeji podmnozinou; mnoZina {1} je podmnoZinou mnoziny
{1,2,3}, neni vSak jejim prvkem.

Regeni

{zeN;z<0}=0

{xeR; —2Zz=2}={zreR;|z| =2}
{-2,-1,0,1,2} ={zx€Z; -3<zx <3}
{0} = {z €R; |s] < 0}

, V pfipadé, Zze mnozina B je podmnoZzinou mnoziny A, zava-
dime dale pojem doplnék mnoZiny B v mnoZiné A (zapisujeme
B), a to jako mnozinu vSech prvki z A, které nepatii do B.
Doplnék mnoziny B v mnoziné A je znazornén Srafovanim na

Priklad 1 obr. 3.1.

Zapiste viechny podmnoZiny mnoziny {1,2,3}.

Reseni

0, {1},2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}.

PodmnoZinou dané mnozZiny je prazdnd mnozina, vSechny jednoprvkové
mnoziny, které lze utvorit z prvki 1, 2, 3, viechny dvouprvkové mnoziny,
které lze utvorit z prvki 1, 2, 3, a dand mnozina.

Rovnost mnozZin definujeme takto: Mnoziny A, B se rovnaji
(zapisujeme A = B) pravé tehdy, kdyz kazdy prvek mnoziny
A je prvkem mnoZiny B a zaroven kazdy prvek mnoziny B je
prvkem mnoziny A. Je-li zfejmé, v jaké mnoziné A tvorime doplnék mnoziny B, pak mluvime
jen o doplitku mnoziny B, ktery znadime B’.

Obr. 3.2

Uzitim pojmu podmnoZina miZeme rovnost A = B mnozin A, B Priklad 3
vyjadiit tak, ze plati A C B a zaroverl B C A. Této vlastnosti se vyuziva Uréete doplitky mnozin A = {z € Z; z < 1}, B =N, C = {z € Z;
pfi dikazu rovnosti mnoZin. Va? = |z|}, D ={z € Z; |z| > 0} v mnoZiné Z.
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Resent

AN={zeZ;z21}=N

B ={z€Z;z¢N}={zecZ;zS0} =2,
Pro kazdé z € Z plati v/z2 = |z, proto C' =0
D' = {z € Z; || £ 0} = {0}

Primik mnoZin A, B (zapisujeme A N B) je mnoZina vsech
prvki, které patii zaroveni do obou mnozin.

Priinik mnoZin A, B je zndzornén Srafovanim na obr. 3.2.

7 definice praniku vyplyva, Ze primik kazdé mnoZiny s prazdnou
mnozinou je prazdni mnoZzina, tj. AN @ = (. Prinikem kazdych dvou
mno#in, které nemaji zadné spoleéné prvky, je prazdnd mnozina. Mno-
ziny A, B, pro nés plati AN B = (), nazyvame disjunktni.

Priklad 4

Urcete priinik mnozin A, B, jestlize:

a) A={1,2,5,8}, B={1,3,5,7}

b) A={zeN;z>2},B={zeN;z< 7}
c) A={x€Z;I>—3},B={IEZ;$>—5}
d) A=N,B=2Z

e) A:{$62;$<0},B:{$EZ;\/I_2=$}

Reseni
a) ANB={1;5}
b) ANB={zeN;2<z<7}= {3,4,5,6}
¢) ANB={zeZ;z> -3}
d) AnB=N
e) A je mnozina viech zapornych celych ¢isel, B je mnoZina vsech
nezapornych celjch ¢isel, proto ANB = (.

Sjednoceni mno%in A, B (zapisujeme AU B) je mnozina viech
prvki, které patii aspoii do jedné z mnoZin A, B.

Sjednoceni mnozin A, B je graficky znazornéno vysrafovanim na
obr. 3.3.

7 definice vyplyva, Ze sjednoceni libovolné mnoziny A s prazdnou
mnoZinou je mnoZina A, tj. AUD = A.

Priklad 5

Uréete sjednoceni mnozin A, B z piikladu 4.

Regeni

a) AUB = {1,2,3,5,7,8)}
b) AUB=N

¢) AUB={z€Z;z> -5}
d) AuB=1Z

e) AUB=2Z

Rozdil mnozin A, B (zapisujeme A\ B) je mnoZina viech prvki
mnoZiny A, které nejsou prvky mnoziny B.




Na obr. 3.4 je vysrafovan rozdil A\ B mnoZin A, B, na obr. 3.5 je
vysrafovan rozdil B\ A.

A A

Obr. 3.4 Obr. 3.5

Priklad 6
Najdéte A\ B a B\ A pro mnoZiny A, B uréené v piikladu 4.

Resend
a) A\B={2,8}, B\ A={3,7)

b) AA\B={zeN;z>6},B\A={zeN;z<3}=1{12}
c) A\B=0,B\A={-4,-3}

d) A\B=0,B\A={ze€Z;zS0}=2;

e) A\B=2Z",B\A=2]
Ulohy

3.1 Zapiste vSechny podmnoZiny mnozin:
a) {2,7} b) {5,7,9} <) B d) {0}

3.2 ZapiSte vSechny podmnoZiny mnoZiny A =
Jjsou soucasné podmnoZinou
a) mnoziny N, b) mnoZiny Z,

{-3;0;0,5; 1}, které

c) {z eR; |z| <1}

3.3 Zjistéte, které z nasledujicich mnoZin se rovnaji:
{zreZ;x>0}, {zeR;|z| £0}, {z € N; |z —2| < 2}, N, {0},
{1,2,3}, {z € R; V23 =z}, {z € R; £ = 0}

3.4 Urcete doplnék mnoziny B v mnoziné A, jestlize:
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3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

a) A ={-2;-0,5;0;1;3}, B ={-0,50;3}
b)A:Z;Bz{:cEZ;:ESO}

) A={reZ;z>5},B={z€Z; z 27}

d) A=N,B= {x € N; |z| > 2}

e) A=Z,B={z€Z;|z|>2}

f) A=R, B={z €R; V22 = -z}

g) A=R,B={zeR;|z-1 <0}

h)A R,B={zxeR;|z—2|20}

Uréete primik a sjednoceni mnozin A, B, jestlize:
)A {-2;0,5,7}, B={-3, -1,0,4,7,9}

b) A={z€Z;z<-5},B={zeZ; z < -1}

¢) A=N,B={z €Z;|z| <3}

d) A=N,B={zeZ;z<1}

Stanovte podminky, které musi byt splnény, aby platilo:
a) ANB=A b) AUB=A c) By=A

d) By =0 e) AUB=ANB

Najdéte viechny mnoziny X, pro néz je AU X = B, jestlize:

a) A={x€N;x§2},B={mEN;x<4}

b) A=0, B={1,2}

c) A= {1}, B={2,3}

Najdéte viechny podmnomny X mnoziny {1,2,3,4}, pro néz plati:
a) {1,2} nX = {1} {135}0)(—{13}

c) {2}nNX=10 d){l 2} NX = {3,4}

Uréete rozdily A\ B a B\ A mnozin A, B, jestlize:

a) A={-3,-1,0,5}, B={— 1,0,1}

b) A {meZ 1< -2},B={z€Z;x<-T}

c) A= ZB_N
d) A=N,B={z€Z;|z| £2}
e) A=1Z B:{a:GZ;Ia:—1|<3}
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3.2 Vennovy diagramy

Pro vétsi nazornost zobrazujeme nékdy mnozinové situace pomoci
tzv. Vennovych diagrami. Na obr. 3.6 je U
Venntiv diagram pro dvé podmnoziny A, A B
B zakladni mnoziny U. Zakladni mno- @

zina U je tak rozdélena na 4 pole, ktera
Jsou odcislovana I, II, ITI, IV.

Pole I je mnoZina vSech prvki za- v
kladni mnoziny U, které patii do mno-
Ziny A a zaroveni nepatii do mnoziny B.
Pole II je mnozina vech prvki zakladni
mnoziny U, které patii do mnoziny A a zaroveri do mnoziny B. Toto
pole je tedy prinikem mnozin A, B. Pole III je mnoZina viech prvki
ze zékladni mnoziny U, které patii do B a nepati¥i do A. Pole IV je
mnozina vsech prvki ze zékladni mnoZiny U, které nepatii do A ani
do B.

Obr.3.6

Priklad 1

Zikladni mnozina U je mnozina viech piirozengch &sel mensich nes 10.
A je mnozina vSech sudych é&isel z mnoziny U, B je mno#ina viech &isel
z mnoziny U, ktera jsou délitelnd tfemi. Zakreslete Venniiv diagram pro
uvederl¢ mnoziny a vyznacte v ném viechny prvky mnoziny U.

U
Resent je na obr. 3.7. A B
&

Podobné mitzeme zakreslit Venniv X
diagram pro tfi podmnoziny A, B, C za-
kladni mnoziny U — (obr. 3.8, resp. 3.9).
V tomto pfipadé je mnozina U rozdélena x5 il
na 8 poli.

? Obr. 3.7
Piiklad 2

Zakladni mnozina U a podmnoziny A, B jsou dany stejné jako v pii-
kladu 1, C je mnozina v8ech pfirozenych ¢isel mensich nez 6. Zakreslete
Venniv diagram pro uvedené mnoZiny a vyznaéte v ném viechny prvky
mnoziny U.
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U U
A
B
VIII
I |\
w | v | vi| VIINC
Obr. 3.8 Obr. 3.9

Resend je na obr. 3.10.

Obr. 3.10

Protoze v mno#ind AN BNC neni Zidny prvek mnoziny U (neexis-
tuje prirozené &islo, které je zaroveri sudé, délitelné tfemi a mensi nez 6),
je v prislugném poli znak prdzdné mnoziny.

Pfiklad 3

U#zitim Vennova diagramu zjistéte, zda plati
An(BUC)=(ANB)U(ANC).
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Obr.3.11

Resend
Na obr. 3.11a je svislym $rafovanim vyzna¢ena mnozina A a vodorov-
nym Srafovanim sjednoceni B U C. To znamend, Ze prinik AN (BUC)
je ta oblast Vennova diagramu, kterd je Srafovana vodorovné i svisle.
Na obr. 3.11b je svislym Srafovanim vyznaéen primik AN B a vo-
dorovnym Srafovanim prinik ANC. Sjednoceni (ANB)U(ANC) je tedy
ta oblast Vennova diagramu, ktera je &rafovina aspon jednou.
Vidime, 7Ze oblast, kterd je na obr.3.11la vysrafoviana vodorovné
1 svisle] je stejna jako oblast, ktera je na obr. 3.11b vysrafovana aspoii
jednou, tj. svisle nebo vodorovné. Dana rovnost tedy plati.

Obsahuje-li diagram n podmnozin, je zdkladni mnoZina rozdé-
lena na 2" poli. Venniiv diagram pro ¢tyfi mnoZiny obsahuje tedy 24,
tj. 16 poli, jak ukazuje obr. 3.12.

Nékteré slovni dlohy pozadujici uréeni poétu prvki koneénych
mnoZin muzeme vyhodné Fesit mnozinové — logickou analjzou textu
a uzitim Vennovych diagramt.

Priklad 4

Z 30 dotézanych studentd hovoii anglicky nebo némecky 28 studen-
th. 20 studentit ovladd nejvySe jeden z téchto jazykt. Anglicky mluvi
o 6 studenti vice nez némecky. Kolik studenti mluvi
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Obr. 3.12

a) jenom anglicky,
b) anglicky i némecky?

Resent

Ozna¢me pismenem U mnozinu viech dotazanych studenti, pismemf A,
N mnoziny viech studentl hovoficich anglicky, némecky. Nakreslime
Venniiv diagram pro dvé mnoziny A, N (obr.3.13). Pismeny a, b, ¢,
d oznadime poéty studentd patficich do jednotlivych poli diagramu.

u

Obr.3.13

Poéet prvkit mnoziny U oznagime |U|, pocet prvkil mnoziny AU!\I ozna-
&me |AUN| atp. Nyni pozorné éteme text tlohy a postupné vyjadiime
viechny tdaje pomoci proménnych a, b, ¢, d.
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Pocet vSech dotdzanych studentt, tj. |U], je
a+b+c+d=30. (1)
Anglicky nebo némecky, tj. |A U N|, hovori 28 studenti, tedy
a+b+c=28 2)
Nejvyse jeden jazyk, tj. U] — |A N N|, ovlada 20 studentd, ¢ili
a+c+d=20. (3)
Anglicky mluvi o 6 studentii vice neZ némecky, tj. |A| = [N| + 6, tedy
at+b=b+c+6. (4)

Ziskali jsme soustavu 4 linernich rovnic o 4 neznamjch. Ode-
¢teme-li (1) — (2), dostaneme
d=2

E)

odectenim (1) — (3) vypocteme

b= 10.
Dosadime-li b = 10 do (2), obdrZime
’ a+c=18 (2"
a z (4)-=ziskdme
a—c=6. (49
Sectenim (2') + (4’) dostaneme
2a = 24,
odkud
a=12.
Dosadime-li @ = 12 napt. do (2'), dostaneme
c=6.

Vypocitali jsme, ze a = 12, b = 10, ¢ = 6, d = 2. Nyni zbjyva jen
odpovédét na polozené otazky.

Jenom anglicky mluvi a student, tj. 12 studentti. Anglicky i né-
mecky mluvi b studenti, tj. 10 studentt.

o6

Priklad 5

PraZské metro ma tfi trasy, které jsou oznaceny A, B, C. Se vSemi
pracovniky jednoho prazského podniku byl proveden prizkum tykajici
se vyuziti metra pfi dojizdéni do zaméstnani. Petr, jehoz otec pracuje
v tomto podniku, pfinesl do skoly nasledujici diléi informace z prizku-
mu:

Trasou A jezdi 65, trasou B 135 a trasou C 55 pracovnikii. Metrem
viibec nejezdi 80 pracovnikil a vSechny tii trasy metra soucasné nepo-
uziva zadny pracovnik. Trasou A a soudasné trasou B jezdi 40 osob,
trasou A i C jezdi 5 osob. Trasami B nebo C cestuje 155 pracovniki.

Uréete z téchto informaci, kolik pracovnikt

a) jezdi pouze trasou B,

b) jezdi trasami A nebo B,

¢) pouZiva pravé dvé trasy metra,
d) je v tomto podniku.

Reseni

Ozna¢me pismeny A, B, C po fadé mnoziny vSech pracovniki, ktefi jezdi
do zaméstnani trasou A, B, C, pismenem U mnozinu vSech pracovniki
podniku. Venniiv diagram pro tfi mnoZziny (obr. 3.14) rozdéli mnozinu U

U

Obr. 3.14

na 8 poli. Do téchto poli jsou vepsany proménné ¢ az h udavajici pocet

57




prvkil pfislusné podmnoziny. Napf. pismenem a je oznacen pocet pra-
covnikl podniku, ktefi jezdi do zaméstnani pouze trasou A (tj. jezdi
trasou A a pritom nejezdi trasou B ani C). Pro pocet prvki mnoziny A
pouZijeme oznaceni |A|, pro pocet prvki mnoziny ANB oznaceni |ANB]
atp.

Vyjadiime tdaje z textu tlohy pomoci proménnych a, b, ¢, d, e, f,

g, h:
|Al = a+b +d+e = 65 (1)
IB| = fhe Fekf =135 (2)
IC| = d+e+f+g = 55 (3)
I(AUBUC)|= h= 80 (4)
IANBNC| = e = 0 (5)
IANB| = b +e = 40 (6)
IANC| = d+e = 5 (7)
IBuC|= bt+c+d+e+f+yg = 155 (8)

Ziskali jsme soustavu 8 linearnich rovnic o 8 neznamych. Z (4) a (5)
zZname

h =280, e=0.

Dosadime-li e = 0 do (6) a do (7), dostaneme

b=40, d=5.

Znadme tedy jiz Ctyfi neznamé. Dosadime za e = 0, b = 40, d = 5 do
rovnic (1), (2), (3) a (8) a po tpravé dostaneme:

a = 20 (1)
c+ f = 95 (2')
f+g= 50 (3")
c+f+g=110 (8)

Z (1’) jsme dostali @ = 20. Odectenim (8") — (3’) dostaneme ¢ = 60.
Odeétenim (8') — (2') dostaneme g = 15. Dosadime g = 15 do (3)
a ziskame f = 35.

Nyni jiz mizeme odpovédét na polozené otazky.
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a) Podet pracovnikd, ktef{ jezdi pouze trasou B, je |[B N (A" U C')],
tj. ¢ = 60.

b) Pocet pracovnikil, ktefi jezdi trasami A nebo B, je |[AUB| =
=a+b+c+d+e+ f=20+40+4 60+ 5+ 0+ 35 = 160.

c) Pocet pracovniki, ktefi pouzivaji pravé dvé trasy metra, je

(ANB)NC' |+ |[(ANC)NB|+|(BNC)NA'| =
=b+d+ f=40+5+ 35 = 80.

d) Pocet vSech pracovnikd podniku je

U =a+b+c+d+e+f+g+h=
=20+40+ 60+ 5+ 04 35+ 15 + 80 = 255.

Ulohy

3.10 NapiSte vztahy mezi mnozinami A, B, které jsou zndzornény na
obrazku
a) 3.15 Db)3.16 «c)3.17.

u U
A B A B
Obr. 3.15 Obr. 3.16
U
A B
Obr. 3.17
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3.11 Nakreslete Venniv diagram pro dvé podmnoziny A, B zakladni

3.12

3.13

3.14

3.15

3.16

mnoziny U. Jednotliva pole diagramu ocislujte podle obr. 3.6 a pak
zapiste Cisla vSech téch poli, kterd znazornuji uvedenou mnozinu
(prislugné doplitky mnoZin jsou vidy uvedeny v zakladni mno-
ziné U, tedy napt. A’ = A()):

a) ANB b) AUB c) ANB’

d) A/UB e) AANB’ f) AuB
Nakreslete Venntiv diagram pro tii podmnoziny A, B, C zakladni
mnoziny U. Jednotlivd pole diagramu oéislujte podle obr.3.8
(resp. 3.9) a pak zapiSte ¢isla viech téch poli, kterd znazoriiuji
uvedenou mnozinu (piislugné doplitky mnozin jsou vidy v zédkladni
mnoziné U, napi. A" = A(j):

a) AnNBNC b) AnBN c) AnB'nC’
d) (AuB)nC e) (AnB)uUC f)y ANB' nC’
g) Au(BnQ) h) An(BuQ) i) (AuB)NnC

Do piislusnych poli Vennova diagramu pro dvé podmnoZiny A, B

zakladni mnoziny U zakreslete véechny prvky mnoziny U, je-li:

a) U={1;2;3;4;5;6}, A={1;4;5}, B ={2;3;4;5}

b) U={zeN;z<10},A={zreN;2<z <5}
B={zeN;|z-6| <3}

Dé prislusnych poli Vennova diagramu pro t¥i podmnoziny A, B, C

zakladni mnoziny U zakreslete vSechny prvky mnoZiny U, je-li

U={zeZ;|z| <5}, A={zeN;|z| <5},
B={nel; —~28w< i} C=0-3-113k

Uzitim Vennovych diagrami zjistéte, zda plati:

a) (AUB)Y =A"NB’

b) (ANB) =A"UB’

c) An(B'UC)=(AnB)UC

d) An(B'UC)=(AnBYU(ANC)

Béhem jednoho roku vystoupila dvakrat v jednom mésté znamé
rockova skupina. Z 450 student gymnazia se koncertu této skupiny
aspon jednou zucastnilo 290 studentti, pravé jednou 200 student.
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3.17

3.18

3.19

3.20

Poéet studenti, ktefi byli pouze na 1. koncertu, je t¥ikrat vétsi nez
pocet studentt, ktefi byli pouze na 2. koncertu. Kolik studentii
bylo

a) na 1. koncertu,

b) na 2. koncertu?

7 825 oslovenych osob 380 uvedlo, Ze pouziva pocita¢ doma nebo
v zaméstnani. Pocet osob, které pouzivaji po¢ita¢ doma, je dvakrat
vBtSl nez pocet téch, ktefl pouZivaji pofita¢ doma i v zamdéstna-
ni, a je o 40 mensi nez pocet téch, ktefi pouzivaji pocita¢ pouze
v zaméstnani. Kolik oslovenych osob pouziva pocitac

a) pouze v zaméstnani,

b) doma?

Pisemné prace z matematiky, které se zi¢astnilo 35 studentt, ob-
sahovala t¥i tlohy. Dva studenti vyFesili jenom prvni ulohu a tfi
studenti jenom druhou tlohu. Prvni a druhou tlohu vytesilo 16 stu-
dent11, druhou a tfeti 14 student. VSechny tlohy vyfesilo 10 stu-
dentti, prvni nebo tieti 31 studentd a 3 studenti nevyTeSili ani
prvni, ani druhou tlohu. Kolik studentt vyfesilo

a) aspon dvé tlohy,

b) aspoii jednu ulohu?

Delegatka nabidla 45 aéastnikim zahraniéniho pobytového za-
jezdu t¥i fakultativni vylety. Prvni vylet si vybralo 23 rekreanti,
prvni i druhy 7 rekreantd. 15 ucastnikd jelo na prvni vylet a pfi-
tom nejelo na tieti vilet, 10 jelo pouze na prvni vylet a 3 pouze na
tfeti vylet. Pravé jeden z vyleti si zvolilo 17 osob. Jedna tfetina
z poétu tcastniki se nezii€astnila zadného vyletu. Kolik tcastnikl
si vybralo

a) jenom druhy vylet,

b) druhy vylet,

¢) pravé dva vylety,

d) druhy a tfeti vylet a pfitom si nevybralo prvni vilet?

Pii dopravni kontrole bylo zkontrolovano 800 ridi¢h. Mezi nejéas-
t8j5i prestupky patiilo ptrekrofeni stanovené rychlosti, nespravna
jizda v jizdnich pruzich a Spatny technicky stav vozidla. Zadného
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z uvedenych pfestupki se nedopustilo 500 fidict, vSechny tii pFe-
stupky byly zjistény u 2 fidict a u 43 fidict byly zjistény pravé dva
z téchto prestupkt. Rychlost prekrodilo 187 fidi¢i a Spatny tech-
nicky stav byl zjistén v 110 pfipadech. 75 fidi¢th mélo vozidlo ve
Spatném technickém stavu a pfitom se nedopustilo zadného dalstho
prestupku. Prestoze 27 fidi¢i mélo vozidlo ve Spatném technickém
stavu, prekrocilo stanovenou rychlost.

a) U kolika Fidiét byla zjisténa nespravnd jizda v jizdnich pruzich?
b) Kolik fidi¢i se dopustilo pravé jednoho z uvedenych prestupkii?

3.3 Intervaly

Nékteré mnoziny redlnych ¢isel je mozné na &iselné ose zobrazit
iseckou, polopfimkou nebo pfimkou; pritom krajni body Gsecky ¢i po-
¢atecni bod polopiimky k ni mohou, ale nemusi patfit. Takové pod-
mnoziny mnoziny vSech realnych ¢&isel se nazyvaji intervaly. Intervaly
lze charakterizovat zapisy a Sz < b a<z <halz<b a<z<b,
T 2a,x>a 1= a1 <a,kde a, b jsou redlna éisla, pro néz plati
a < b, ¢isla a, b jsou meze intervall, a je dolni mez, b je horni mez.

Seznamme se nejprve s omezenymi intervaly, tj. s takovymi pod-
mnozinami mnoziny vSech realnych cisel, které lze na ciselné ose zna-
zornit Useckou. Podle toho, zda k tGseéce patii oba krajni body nebo
jen jeden nebo zadny, rozdélujeme omezené intervaly na uzaviené, po-
louzaviené a oteviené.

Prehled omezenych intervalii s krajnimi body a, b (a < b) je uveden
v nasledujici tabulce.

V ¢lanku 2.7 pojednavajicim o absolutni hodnoté realného &isla
jsme se seznamili s tim, ze pro kazdé kladné ¢islo k a kazdé realné ¢islo a
je |r — a| £ k mnozina viech redlnjch &isel, pro néz plati a —k Sz £
< a+ k, coZ je oviem uzavieny interval {a — k,a + k).

Pro k& > 0 a libovolné a tedy plati:

{zeR;|lz—a|Sk}={z€R;a—kSzZa+k}={a—-ka+k)
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Zapis cha- Zapis Znazornéni Nazev intervalu
rakteris- intervalu na realné
tické vlast- ose
nosti
—————————
aSx<bh {a,b) a b uzavieny interval
a<z<h (a,b) polouzavieny inter-
——— .
e b val (zleva otevieny
a zprava uzavieny)
asz<bh (a, b) polouzavieny inter-
—— o
. b val (zleva uzavieny
a zprava otevieny)
B S ——
a<z<b (a,b) a b otevieny interval

Ziejmé také plati:
[reR;|z—a|<k}l={z€eRia—-k<z<a+k}=(a—kat+k)

Rovnéz jsme se seznamili s piipadem, kdy a = 0, v tom pfipadé dosta-
vame

{zeR;|z|Sk}={z€R; —kSzSk}=(-kk),
{zeR; |zl <k}={zeR; —k<z<k}=(-kk).

K zapisu neomezenjch intervalii zavidime navic znak +o00 (¢teme:
plus nekoneéno) a znak —oo (€teme: minus nekoneéno). Tyto znaky
nepiedstavuji Zadna cisla, proto zapisy typu 3 + oo, —oo — 5 apod.
nemaji zadny smysl.

Piehled neomezenych intervali s krajnim bodem a uvadi nasledu-
jici tabulka.

V piehledu neni zahrnut jesté jeden interval, a to ten, ktery je na
¢iselné ose zndzornén piimkou. Tato pfimka samozfejmeé splyva s Eisel-
nou osou a piislugny interval, ktery zapisujeme (—oo, +00), se nazyva
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Zapis cha- Zapis in- Znazornéni Néazev intervalu
rakteris- tervalu na realné
tické vlast- ose
nosti
z2a (@, +o0) intervaly neomezené
e ——
“ zprava
T>a (a,+co0)
——
a
z=Za (—o0,a) intervaly neomezené
—
o zleva
& €0 (—o00,a)
PR
a

oboustranné neomezeny a rovna se mnoziné vSech redlnych ¢éisel. Zapis
x € (—o0,+0c) je ekvivalentni se zapisem z € R.

Jesté jednou si pfipomenime, Ze intervaly jsou podmnoziny mnoziny
vSech redlnych ¢isel. V jinych éiselnych oborech intervaly neexistuji.
Mnozina {z € R; 1 £ z < 3} je interval (1, 3), kdeZto mnozina {z € N;
1 < z < 3} neni interval, je to mnoZina {1,2}.

Vzhledem k tomu, Ze kazdy interval je mnoZina, ma smysl uréovat
sjednoceni nebo prinik intervali.

Priklad 1

Urcete sjednoceni a prinik intervali:
a‘) (-112>: <03> b) (71:2>3 (2\3>
c) {—1,2), (2,3) d) (—=1,0), (1,+oc)

Resent

Dané intervaly zobrazime nad ¢iselnou osou a na ni znazornime jejich
sjednoceni nebo prunik:
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=7 Pam————

d 5 | J:. | J:- e i
1 0 1 2 3 1 0 1 2 &
) (—1,2) U(0,3) = (—1,3) (=1,2) n(0,3) = (0,2)
e 1
—t | —i |
-1 0 1 é § -1 0 1 :ﬁ 1|>,
b) (—1,2) U (2,3) = (-1,3) (=1,2) N (2,3) = {2}
—

e
— | —t
O G| | _ .
=L 0 1 2 3 24 8 1 2 =
d) (-1,0) U(1,+o0) (—1,00N(1,400) =0

Z teSeni predchéazejiciho prikladu vyplyva, Ze prinik nebo sjedno-
ceni intervali nemusi byt interval. Sjednoceni intervalti v pfikladu 1d)
nelze zapsat jako jediny interval.

Ulohy

3.21 Na ciselné ose znazornéte a jako interval zapiste tyto mnoziny:
a) {reR; —2Lz<3) b){zeR; —7T<z = -1}
c){reR;5<z<9} d) {zeR; —1<z <0}
e) {x € R; z > 3} fy{reR;z = -2}

3.22 Zapiste jako interval mnozinu vSech:
a) redlnych ¢isel b) zapornych redlnych ¢isel
¢) nezapornych realnych ¢isel  d) redlnych cisel vétsich nez —7
e) redlnych éisel, jez jsou mensi nebo rovna 1

3.23 Rozhodnéte, ktera z nasledujicich mnozin je interval, a pak pfti-
slusny interval zapiste:
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a) {2} b){zxe€Z;z>0} c){zeN;z<8}
d) R e} {r€R; z =3} f) {zeQ;z <0}
g) 0 h) freRylise<d)l §j{reR; 28«1}
3.24 Rozhodnéte, kterd z nasledujicich mnozin je interval, a pak pfi-
slusny interval zapiste:
a) {z e R; |z| £ 1} b) {z € R; |x| > 2}
c) {z € R; |z| < 3} d) {z € R; || 2 0}
e) {reR;|lx—2/£5} f){zeR;|z+2]<5}
3.25 Uréete sjednoceni a prunik intervali:
a) (-2,1), (0,3) b) (=2,3), (3,5)
¢) (=3,-1), (-1,4) d) (-4,0), (0,2)
) (1 +oo) (3 +00) f) ( 00, 71) (—2, +00)
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4. ZAKLADNi POUCENI O VYROCICH

S touto kapitolou je mozné se seznamit nejdiive jen informativné.
Povazujeme vSak za uziteéné, abyste do ni nahlédli vzdy, kdyZ vam ne-
bude jasna formulace néjaké matematické véty nebo kdyz neporozumite
zpusobu jejiho dukazu.

4.1 Vyrok a jeho negace

Vyrokem se rozumi sdéleni, u néhoZ mé smysl otdzka, zda je,
¢i neni pravdive.

Pfiklady vyroku:

v1: Uhlopficky &tverce jsou navzajem kolmé.

v9: Cislo 8 je liché.

v3: Pa¥iZ je hlavni mésto Spanélska.

vy: Pro viechna realna &isla a, b plati: (a + b)? = a? + 2ab + b,

vs: Ve vesmiru existuji inteligentni bytosti i mimo sluneéni soustavu.
Vyroky vy a vy jsou pravdivé, vyiroky wvs a wg jsou nepravdivé;

o pravdivosti vyroku vs dosud rozhodnout neumime, pfesto vSak jde

o vyrok — na otdzku o jeho pravdivosti existuje jednoznacné odpovéd.

Priklady vypovédi, které nejsou vyroky:
Kolik je hodin? ‘

Jdi domi!

O palmy, pieneste sviij rovnik nad Vltavu!
M4 myslenka je voskovici svétla mdlého.
(a+b)? = a® + 2ab + b*

Ceské Budéjovice jsou é&islo piirozené.

Viroky tedy nejsou otazky, piikazy, basnické obrazy, nesmysly
apod. MoZna je pro vas prekvapenim, Ze vy vyrok je, zatimco tatdz
rovnost, ale beze slov ,pro vSechna realna ¢isla a, b plati“ uz vyrokem
neni. Vynechame-li totiz tato slova, pak tvrzeni (a+b)? = a? + 2ab+ b?
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neni vyrok, nebof nevime, co znamenaji proménné a, b a pro které
jejich hodnoty tato rovnost nastavd; otézka po jeji pravdivosti nema
proto smysl.

Negace vyroku v je vyrok ,Neni pravda, Ze v“; negaci vyroku
v budeme znacit —w. Ziejmé plati:
Je-li vyrok v pravdivy, je vyrok —v nepravdivy;

je-li vyrok v nepravdivy, je vyrok —v pravdivy.

Zamysleme se jedté kratce nad negaci vyroku —wv, tj. nad vyrokem
—(—w). Snadno jisté pfijdete na to, Ze tento vyrok fikd totéz co ptivodni
vyrok v, nebof vyrok ,Neni pravda, Ze neni pravda, Ze v znamena
totéz, co vyrok v.

Negaci vyroku lze ¢asto utvorit i jinak nez tak, Ze mu predradime
slova ,neni pravda, ze“. Tak napf. negaci vyroku vy nemusime vyslovit
ve tvaru ,,Neni pravda, Ze ¢islo 8 je liché“ nebo zkracené ,Cislo 8 neni
liché“, ale i takto: ,,Cislo 8 je sudé“. Je vSak nutno dat pozor na to,
abycham vzali v ivahu vSechny moznosti! Negaci viroku .Cislo 8 je
zaporné* neni vyrok ,,Cislo 8 je kladné®, nebot kromé ¢isel kladnych
a zapornych mame jesté nulu. Negaci vyroku ,,Cislo 8 je zaporné® je
vyrok ,,Cislo 8 je nezdporné“.

Pfiklad 1

Zakryjte pravy sloupec nasledujici tabulky a utvoite negace vyroki
v levém sloupci bez pouziti zaporu; sviyj vysledek pak porovnejte s vy-
rokem v pravém sloupci.

v -

Dany trojuhelnik ABC je Dany trojihelnik ABC' je
ostrouhly. tupotihly nebo pravothly.
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v

—v

Dany trojuhelnik K LM
nems vSechny vnitini thly
shodné.

Dany trojihelnik K LM je
rovnostranny.

Primka ¢ je tecnou dané
kruznice k.

Primka ¢ je se¢nou dané
kruznice £ nebo s ni nema
zadny spoleény bod.

v2++v32 V6

V2+v3 <6

Kofen rovnice 2z — 1 =5 je
kladné ¢islo.

Kofen rovnice 2z — 1 =5 je
¢islo zaporné nebo nula.

Je uzitecné umeét negovat vyroky, ve kterych je ¢iselny udaj vy-
iadfen slovy aspon, resp. nejvySe. Vysvétleme si nejprve, co tyto udaje
znamenaji.

Rekneme-li, Ze néjaka mnozina ma aspoii k prvki, znameni
to, ze pocet jejich prvki je vétsi nebo roven éislu k.
Rekneme-li, Ze néjakéa mnoZina ma nejvyse k prvkia, znamend
to, Ze pocet jejich prvki je mensi nebo roven ¢islu k.

Negaci vyrokt tohoto typu dostaneme, kdyZ si uvédomime, Ze plati:

Neobsahuje-li néjaka mnozina aspon k prvki, je pocet jejich prvka
mensi nez k, neboli mensi nebo roven k — 1; to v8ak znamen4, Ze pocet
prvkil této mnoziny je nejvyse k£ — 1.

Neobsahuje-li néjaka mnozina nejvyse k prvki, je pocet jejich
prvkl vétsl nez k, neboli vétsi nebo roven k + 1; to vSak znamena,
ze pocet prvki této mnoZiny je aspon k + 1.

Odtud vyplyva:
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Vyrok Negace vyroku ' v -
»MnoZina M ma aspon k »Mnozina M ma nejvyse |V této prihradce je nejvyse V této prihradce je aspon !
prvkia.© k — 1 prvkd.© | n+ 1 predméti. n + 2 predmeti.
»Mnozina M ma nejvyse k »Mnozina M ma asponi k+1 Dana mnoZina ma pravé Dand mnozina mé nejvyse n
prvka.© prvki.© | n+1 prvki. nebo asponi n + 2 prvki.
Ulohy

Pozndmka. Rekneme-li o néjaké mnoZing, Ze ma k prvki, nemusi byt nékdy jasné,
zda jich ma aspon k nebo nejvyse k nebo pravé k. Cheeme-li se témto nejasnostem 4.1 Posudte pravdivost nasledujicich vyrokl a utvoite jejich negace:
vyhnout, musime tidaj o poétu prvkil této mnoziny doplnit jednim ze slov ,aspon, s ChslE s vy .

T e el ity . i o ! uy: Cislo 5 je nezaporné.
nejvyse, pravé“. Uvedme dale pro zajimavost, Ze negaci vyroku ,MnozZina M ma

pravé k prvki(® je kromé vyroku ,Mnozina M nema pravé k prvki“ také vyrok Us: \/5 - 27 usz: Cislo 6 — 9 neni kladné.
,,Mr}oiina M m4d nejvyse k — 1 nebo aspoii k + 1 prvka“. Jisté to umite zdivodnit ug: 5 — 8 ; 4—6 us: /49 7& 7
sami.

4.2 Negujte vyroky:
v1: Ceska republika méa vice nez 10 miliontt obyvatel.
Priklad 2 vo: Praha ma méné nez 1,5 milionu obyvatel.
v3: Polomér Zemé neni mensi nez 6 000 km.
v4: Vzdalenost Mésice od Zemé neni vétsi nez 400 000 km.
vs: Rychlost svétla ve vakuu je 300000 km-h=1.
4.3 Negujte vyroky:
wy: Na Petfinskou rozhlednu vede aspon 300 schodt.

Zakryjte pravy sloupec ndsledujici tabulky a urcete negace vyroka v le-
vém sloupci bez pouZiti zdporu; sviij vysledek pak porovnejte s vyrokem
v pravém sloupci.

v i} wo: Tato uéebnice ma nejvyse 200 stranek.
. ‘ 5 ws: Pravidelny dvacetiihelnik ma aspon 100 uhlopficek. |
Rovnice 2% — 1 = 0 ma Rovnice 2° — 1 = 0 ma wy4: Prvocisel mensich nez sto je nejvyse 25. |
aspon dva realné kofeny. nejvyse jeden redlny kofen. ws: Dvojcifernych &sel je 90. p
Mezi vEemi jednocifernymi Mezi vEemi jednocifer- 4.4 Urcete, ktery z nasledujicich viroki je pravdivy: Wy |
Gisly jsou nejvyde tii prvo- nmi ¢sly jsou aspoii &ty u1: Rovnici 2(3z — 1) = 6z — 2 vyhovuje kazdé pfirozené ¢&islo. > l
%81, prvodisla. ug: Absolutni hodnota kazdého ¢isla je ¢islo kladné. >< |
ug: Vzdalenost libovolnych dvou bodi je ¢islo nezdporné. |
Pravidelny dvandactistén ma Pravidelny dvanactistén mé uy: Pro kazdé pfirozené ¢islo z je Cislo  + 1 kladné. t
asponi 20 vrcholu. nejvyse 19 vrcholi. us: Pro kazdé celé ¢islo z je ¢islo x + 1 kladné. z
. e ; i znice ki, k g : {
Cislo 30 je délitelné asport Cislo 30 je délitelné nejvyse %5 il dafly_ REARIGE e kguav\’ry ro’ky L |
o - - g vy: Kruznice k;, k2 nemaji zadny spolecny bod. -
tfemi prvocisly. dvéma prvocisly. e o e M——
ve: Kruznice ki, ks se protinaji.
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vy: KruZznice ky, ks maji vnitini dotyk.
Urcete, ktery z téchto vyroki je negaci vyroku
v: Kruznice k1, ke maji vnéjsi dotyk.

4.2 SlozZené vyroky — konjunkce a disjunkce

Budeme se nyni zabyvat sloZenymi vyroky, tj. vyroky, které jsou
tvofeny dvéma nebo vice vyroky jednoduSsimi. Bude nds zajimat
zejména to, jak zévisi pravdivost slozeného vyroku na pravdivosti vy-
roki, z nichZ je utvofen. Omezime se pfitom jen na nejdilezitéjsi typy
sloZzenych vyrokt, kterymi jsou konjunkce, disjunkce, implikace a ekvi-
valence. V tomto ¢lanku probereme konjunkei a disjunkci.

Konjunkce libovolnych vyroku a, b je vyrok, ktery vznikne
jejich spojenim spojkou a. Konjunkei vyrokt a, b zapisujeme
a A b a tento zapis ¢teme ,a a b nebo také ,a a zaroven b“.

Pro ilustraci utvoime nékteré konjunkce z vyrokt a, b, ¢, d:

c: Cislo 5 je liché.
d: Cislo 5 je zaporné.

a: Cislo 5 je prvoéislo.
b: Cislo 5 je sudé.

a A d: Cislo 5 je prvoéislo a zaroveii &islo zaporné.
a A c: Cislo 5 je prvoéislo a &slo liché.

b A c: Cislo 5 je sudé a zarovei liché.

b A d: Cislo 5 je sudé a zaporné.

Tento ilustracni piiklad pouzijeme k tomu, abychom posoudili, jak
zavisi pravdivost konjunkce na pravdivostech vyrokii, které ji tvori. Asi
se shodneme na tom, ze ze vSech ¢tyr uvedenych konjunkcei je pravdiva
pouze jedind, a to a A ¢. O vSech ostatnich nadm ,logicky cit* fika,
ze pravdivé nejsou. Vimnéme si dale, ze v konjunkei a A ¢ jsou oba
vyroky, které ji tvofi, pravdivé, zatimco v ostatnich je vzdy aspon jeden
nepravdivy. U téchto ¢tyf konjunkei tedy mutzeme fici, ze je pravdiva
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pouze ta, kterda je sloZena z pravdivych vyroki. V souladu s témito
intuitivnimi pfedstavami, které jsme si touto ukazkou méli ujasnit, je
definovana pravdivost konjunkee kazdych dvou vyroka takto:

Konjunkee libovolnych vyroki a, b je pravdiva pouze tehdy,
kdyz jsou pravdivé oba vyroky a, b.

Konjunkee libovolnych vyrokl a, b je tedy nepravdiva, je-li neprav-
divy aspon jeden z obou vyrokt a, b.

Pozndmka. Konjunkce nékterych vyrokii se obvykle zkracuji nasledujicim zpiso-
bem. Konjunkei vyroku ,Cislo 5 je pfirozené® a vyroku ,Cislo 10 je pfirozené“
nemusime vyslovit ve tvaru ,,Cislo 5 je pfirozené a éislo 10 je pfirozené“, ale miizeme
fici kratéeji: ,,Cisla 5 a 10 jsou pfirozena.”

Disjunkce libovolnych vyroki a, b je vyrok, ktery vznikne je-
jich spojenim spojkou nebo. Disjunkci vyroki a, b zapisujeme
a V' b a tento zapis ¢teme ,,a nebo b*.

Utvofme pro ilustraci disjunkce z téch vyroku a, b, ¢, d, ze kterych

jsme v predchézejicim textu tvorili konjunkce:

aV d: Cislo 5 je prvoéislo nebo é&islo zaporné.

aV c: Cislo 5 je prvoéislo nebo é&islo liché.

bv e Cislo 5 je sudé nebo liché.

b d: Cislo 5 je sudé nebo je zaporné.

Intuitivné citime, Ze prvni t¥i z téchto disjunkei (v nich# je pravdivy
aspon jeden z vyrokil, ze kterjch jsou slozeny) jsou pravdivé, zatimco
posledni (kterd je sloZena z vyrokii nepravdivych) je nepravdiva. V sou-
ladu s timto ,,pocitem* je pravdivost disjunkce dvou vyrokt definovana:
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Disjunkce libovolnych vyroku a, b je pravdiva pouze tehdy,
je-li pravdivy aspon jeden z vyroku a, b.

Disjunkce libovolnych vyrokid a, b je tedy nepravdiva, jsou-li ne-
pravdivé oba vyroky a, b.

Konjunkee a disjunkce vyroki tésné souvisi s prunikem a sjed-
nocenim mnozin. Patfi-li néjaky prvek z do mmnozZiny A a zaroven do
mnoziny B, patfi do pruniku téchto mnozin. Patii-li néjaky prvek z
do mnoziny A nebo do mnoziny B, patii do sjednoceni téchto mnozin.
Proto také znak A pro konjunkci vyrokil pripominé znak N pro pri-
nik mnozin a znak V pro disjunkei vyroka je podobny znaku U pro
sjednoceni mnozin.

Pravdivost slozeného vyroku v zavislosti na pravdivostech vyroki,
ze kterych je sloZen, ukazuje tabulka pravdivostnich hodnot. V této
tabulce se pravdivost vyroku oznacuje jednickou (fikdme, Ze jeho prav-
divostni hodnota je rovna jedné) a nepravdivost nulou (fikdme, Ze jeho
pravdivostni hodnota je rovna nule). Jednicka a nula tedy v této souvis-
losti neznamenaji ¢isla, ale vyjadfeni toho, Ze pfislusny vyrok je prav-
divy nebo nepravdivy. Ukazme si tabulku pravdivostnich hodnot pro
negaci_vyroku a pro konjunkci a disjunkci dvou vyroki:

a | —a a|lblanblaVb

1 111 1 il

0] 1 110 0 1
01 0 1
010 0 0

V téchto tabulkdch jsou v prvnim, resp. ve dvou prvnich sloupcich vy-
psany vSechny moZnosti, které pro vyrok a, resp. pro vyroky a, b mohou
s ohledem na jejich pravdivost nastat; nasledujici sloupce jsou pak vy-
plnény podle toho, jak jsou negace vyroku, resp. konjunkce a disjunkce
dvou vyrokli definovany. Napf. z druhého fadku pod zahlavim téchto
tabulek vidime, Ze negace nepravdivého vyroku je pravdiva a ze v pii-
padé, kdy vyrok a je pravdivy a vyrok b nepravdivy, je jejich konjunkce
nepravdiva a jejich disjunkce pravdiva.
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Priklad 1
Vysetfete pravdivost vyroku (—aVb)Aa. (Zapis aVb znamena (—a) Vb,
nikoli ~(aVb); timto zpiisobem budeme pouZivat znak negace vzdycky.)

h

Resend

V" tabulce pravdivostnich hodnot v zavislosti na pravdivosti vyroki a, b
wvplnime postupné sloupce pro vyrok —a, pro vyrok —a V b a konecné
pro vyrok (—aV b) Aa, a to podle znamych definic pro negaci, disjunkci
= konjunkcei. Jeji posledni sloupec udava, jak zavisi pravdivost daného
wvroku na pravdivosti vyrokl a, b.

—a | —aVb|(-aVb)Aa

O| O = =2
OO = o

Ll Bl == ] Nam]
el e k=1

oo

Vidime tak, Ze vyrok (—na V b) A a je pravdivy pouze v piipadé, Ze jsou

pravdivé oba vyroky a, b.

Ulohy

4.6 Posudte pravdivost virokl wy Aug, ug Ay, ug Aus, up Vs, up Vg,
uq V us, kde wy, us, g, us jsou vyroky z tlohy 4.1.

4.7 Zdivodnéte, pro¢ vyrok ,Praha a Tokio jsou evropska mésta“ je
nepravdivy a pro¢ vyrok ,,Praha nebo Tokio jsou evropska mésta®
je pravdivy.

4.8 Je dan pravdivy vyrok a, nepravdivy vyrok b a pravdivy vyrok c.
Uréete, ktery z vyroku

(aVbB)Ae, (anb)Ve, (ahc)Vbh (aVe)Ahd

je pravdivy a ktery nepravdivy.
4.9 Posudte pravdivost vyroku

aVa, aha, ~arha, ~aVa, ma-a, "aV -a
v zavislosti na pravdivosti vyroku a.
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4.10 Urcete, jak zavisi pravdivost vyroka
(maAb)Va, (-manb)Vbd, (-aVvb)Vvb

na pravdivostech vyrokd a, b.

4.3 Slozené vyroky — implikace a ekvivalence

Matematické véty maji obvykle tvar implikace nebo ekvivalence,
takze uz z tohoto dfivodu je uziteéné, abyste sloZzenym vyroktum tohoto
typu rozuméli.

Implikace libovolnych vyroku a, b je vyrok, ktery vznikne je-
jich spojenim slovnim obratem jestlize, pak. Takto vznikly
vyrok ,jestlize a, pak b* zapisujeme a = b.

Zapis a = b ¢teme také z a plyne b* nebo ,a implikuje b* nebo
také ,plati-li a, plati b*. Vyrok a v implikaci a = b se nazyva piedpo-
klad, Vyrok b je zavér. (Poznamenejme jesté, Ze misto ,,jestlize a, pak
b* se nékdy fika, Ze ,a je postacujici podminka pro b* nebo také b je
nutna podminka pro a*.)

Pravdivost implikace a = b je v zavislosti na pravdivostech vyrokii
a, b definovana pomoci nasledujici tabulky:

albla=0b
11]1 1
110 0
01 1
00 1
Odtud vidime:
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Implikace a = b, kde a, b jsou libovolné vyroky, je pravdiva
pouze tehdy, kdyZ jsou pravdivé oba vyroky a, b nebo kdyz je
vyrok a nepravdivy a vyrok b jakykoli.

Implikace a = b je tedy nepravdivé, je-li vyrok a pravdivy a vyrok b
nepravdivy, tj. kdyZ pravdivy predpoklad implikuje nepravdivy zaveér.

Pozndmka. V bézném hovoru je v implikaci @ = b vyrok a obvykle pravdivy;
festo vBak existuji slovni obraty, v nichz pfedpoklad implikace pravdivy neni. Vi-li
pf. Vasek, ze Tonda nema domaci tikol, a fekne-li mu: ,, Jestlize mas domaci tkol,
~ak jsem papez!“, je predpoklad této implikace nepravdivy (a zavér samoziejmé
aké). Vsimnéte si viak, Ze tuto implikaci povazuje hovorovy jazyk — v souladu
s nasi definici — za pravdivou.

Utvofme pro ilustraci nésledujici implikace z vyroku a, b, ¢, d uve-
lenych na zac¢atku ¢lanku 4.2:

a = d: Je-li ¢islo 5 prvodislo, pak éislo 5 je zaporné.
a = ¢: Je-li ¢islo 5 prvodislo, pak ¢islo 5 je liché.
b= c: Je-li b ¢islo sudé, pak ¢islo 5 je liché.

b = d: Je-li 5 ¢islo sudé, pak ¢islo 5 je zadporné.

Vzhledem k tomu, Ze vyroky a, ¢ jsou pravdivé a vyroky b, d ne-

pravdivé, jsou pravdivé implikace a = ¢, b = ¢, b = d a jen implikace
1 = d je nepravdiva.
Pozndmka. Uvédomte si, Ze slozeny vyrok lze utvofit ze zcela libovolnych vyroki,
tj. i takovych, které po obsahové strance spolu viibec nesouviseji! Zajimame se totiz
pouze o pravdivost slozeného vyroku v zavislosti na pravdivostech vyroki, z nichz
e utvoren, takze tuto okolnost musime pfipustit. V matematice se viak s vyroky
tvpu ,Je-li velryba savec, pak J. A. Komensky se narodil v roce 1592% nastésti
nesetkavame. (Jen tak mimochodem: Je tato implikace pravdiva?)

Vimnéme si jesté této okolnosti: zatimco v konjunkei a A b i dis-
junkei a V b lze pofadi obou vyrokd zaménit, aniz se tim zméni prav-
divost téchto sloZzenjch vyroki, pro implikaci to vidycky neplati. Je-li
napt. vyrok a nepravdivy a vyrok b pravdivy, je implikace a = b prav-
divé, ale implikace b = a je nepravdiva. Implikace b = a se nazyva
obracena implikace k implikaci a = b. Plati pfitom:
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Z pravdivosti implikace a = b nevyplyva pravdivost obracené
implikace b = a.

Napriklad implikace ,Je-li trojihelnik rovnostranny, pak je rov-
noramenny“ je pravdiva, kdezto implikace obracena ,Je-li trojihelnik
rovnoramenny, pak je rovnostranny“ pravdiva neni.

Priklad 1

Vysetfete pravdivost implikaci a = (aVb), (aVb) = a, (aVb) = (aAb),
kde a, b jsou libovolné vyroky.

Reseni
Podle pravidel pro konjunkci, disjunkci a implikaci vyplnime tabulku
pravdivostnich hodnot:

a|lblanb|avb|a=(aVvd)|(aVvb)=a]|(aVvb)= (anb)
1)1 1 1 1 1 1
110 0 1 1 1 0
01 0 1 1 0 0
0|0 0 0 1 1 1

Z této tabulky vidime:

Implikace a = (a V b) je pravdiva vzdycky, tj. nezdvisle na pravdi-
vostnich hodnotach vyroki a, b; takovéto vyroky se nazyvaji tautologie.

Implikace (a V b) = a neni pravdiva pouze v piipadé, Ze vyrok a
je nepravdivy a vyrok b pravdivy.

Implikace (a vV b) = (a A b) je pravdivd pouze tehdy, kdyz oba
vyroky jsou pravdivé nebo oba nepravdivé.

Také v tomto piikladu jsme vidéli, Ze implikace a = (a V b) a ob-
racena implikace (a V b) = a nemaji stejné pravdivostni hodnoty. Na-
stane-li pro nékteré vyroky a, b pripad, Ze obé implikace a = b, b = a
jsou pravdivé, rikdme o vyrocich a, b, Ze jsou ekvivalentni.
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Ekvivalence libovolnych vyroka a, b je konjunkce implikace
a = b a obracené implikace b = a, tj. vyrok (a = b)A(b = a).

Zapisujeme ji a < b a ¢teme ,a je ekvivalentni s b“ nebo ,a plati
pravé tehdy, kdyz plati b*; nékdy se také fikd, Ze .a je nutna a posta-
éujici podminka pro b“. (VSimnéte si toho, Ze zapis a < b napovida, Ze

jde o implikace a = ba b= a.)

Pravdivost ekvivalence a < b v zavislosti na pravdivostech vyroki
a, b uréime snadno na zakladé toho, Ze se jedna o konjunkci implikaci
a=bab=a

(a=b)A (b= a)
albla=b|b=a neboli
asb
111 1 1 1
110 0 1 0
01 1 0 0
00 1 1 1

Odtud vidime:

Ekvivalence a < b, kde a, b jsou libovolné vyroky, je pravdiva
pouze tehdy, kdyz vyroky a, b jsou oba pravdivé nebo oba
nepravdivé.

Piikladem pravdivé ekvivalence je vyrok ,,Druhd mocnina délky
nejdeldi strany trojihelniku ABC' je rovna souc¢tu druhych mocnin
délek jeho zbyvajicich stran pravé tehdy, kdyz trojihelnik ABC je pra-
vouhly“; oba vyroky, z nichZ je tato ekvivalence sloZena, jsou totiz bud
pravdivé (kdy% trojihelnik ABC je pravouhly), nebo nepravdivé (kdyz
tento trojuhelnik pravothly neni).

79




Ptiklad 2 (dilezity)

Rozhodnéte, zda vyroky a = b, -b = —a, kde a, b jsou libovolné vyroky,
jsou ekvivalentni.

Reseni

Jsou-li dané vyroky ekvivalentni, zjistime podle tabulky pravdivostnich
hodnot:

a|b|-b|-a|la=b| b= -a|(a=0b)<(-b= —a)
11110 0 1 1 1
1(0] 1 0 0 0 1
0110 1 1 1 1
0jo0] 1|1 i} 1 1

V poslednim sloupci této tabulky jsou samé jednicky, coZ znamena,
ze prislusnd ekvivalence je pravdiva pro vSechny moZnosti pravdivost-
nich hodnot vyroki a, b. Obé implikace a = b, =0 = —a jsou tedy
ekvivalentni; je to zfejmé i z toho, Ze maji stejné sloupce svych prav-
divostnich hodnot.

Implikace —b = —a se nazyvd obménéna implikace k implikaci
a = b; neplette si ji s implikaci obracenou!

Implikace @ = b a obménéna implikace —b = —a jsou ekviva-
lentni.

Ulohy

4.11 Vasek, ktery neni nacelnikem Siouxt, prohlésil: ,Je-li druha od-
mocnina z deseti mensi nez tfi, pak jsem nacelnik Sioux.“ Posudte
pravdivost této implikace, implikace obracené a obménéné.

4.12 Jsou dany vyroky
a: Uhel ACB je pravy.

b: Bod C' lezi na kruznici o praméru AB.
Posudte pravdivost vyroki: a = b, b = a, a & b, ~a < —b.

80

£.13 Uréete, které z nasledujicich vyroki jsou tautologie:

(aAb) & (maVv=b), (aeb) e (nas b),
(a = b) = (—~a = —b).

114 Urcete, jak zavisi pravdivost vyroki

a=(aAb), (aAb)=b, (anb)= (aVDd)
na pravdivostech vyroki a, b.

115 Vysetiete pravdivost vyroki

ae (anb), ae(avh), (avbd)e(and)

v zavislosti na pravdivostech vyroki a, b.

4.4 Negace sloZenych vyroka

O negaci jakéhokoli vyroku v vime, Ze je pravdivd pravé tehdy,
kdy# vyrok v je nepravdivy. Tento fakt se v tabulce pravdivostnich
hodnot projevi tak, Ze sloupce pfisluéné vyrokim v a —v se lis1 tim,
7e v fadcich, kde v jednom sloupci jsou nuly, jsou ve druhém jednicky
a naopak. Na zakladé této ivahy uréime negace sloZenjych vyroki, jimiz
jsme se zabyvali v pfedchézejicich dvou ¢léncich.

Zaéneme negaci konjunkce vyrokil a, b; plati pro ni nasledujici
tabulka doplnéna o negace —a, —b vyroki a, b.

alblanb|=(aAb)|—-a|-b
L1 1 0 010
110 0 1 0 1
01 0 1 1 0
00 0 ] 1 1

Pomoci této tabulky chceme najit vyrok, ktery je ekvivalentni s Vy-
rokem —(a A b), takze se ptame: Jaky vjrok sloZeny z vyroki a, b,
—a, —b mé stejny sloupec pravdivostnich hodnot jako vyrok =(a A b)?
Uvédomme si, e v tomto sloupci jsou tfi jednicky, coz odpovida prav-
divostnim hodnotdm disjunkce nebo implikace né&jakych dvou vyrokd;
prohlédneme-li si sloupce pro vyroky —a, =b, brzy zjistime, Ze hledanym
vyrokem je vyrok —a V —b.
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Pro libovolné vyroky a, b plati —(a A b) < (—a V =b).

K urceni negace disjunkce vyrokii a, b pouzijeme tabulku:

alblavb|—(aVvd)|—a|-b
1)1 1 0 00
110 1 0 0 1
01 1 0 1 0
010 0 1 1 1

Protoze ve sloupci pravdivostnich hodnot vyroku —(a V b) jsou tii
nuly a jednicka, miize negaci disjunkce byt konjunkce néjakych viro-
kil; snadno se presvédéime, Ze to je konjunkce vyrokll —a, —b. Timto
zpusobem jsme zjistili:

Pro libovolné vyroky a, b plati

=(aVb) & (-a A —bd).

Vsimnéte si podobnosti téchto visledkii se znamymi vztahy pro
doplnék priniku a doplnék sjednoceni podmnozin A, B dané mnoziny:

(ANB)Y =A"UB ................ ~(aAb) < (maV —b)
7 MW R s B R —— =(a V b) < (—a A —b)
Piiklad 1

Utvoite negace vyroki:

u: Cislo 72 je délitelné dvéma a tiemi.

v: Mozart ani Beethoven nejsou ¢esti skladatelé.

w: Valku s mloky napsal K. Capek nebo A. Jirasek.
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Reseni

Virok u je konjunkce vyroki ,Cislo 72 je délitelné dvéma® a ,Cislo 72
je délitelné tfemi“; jeho negace je virok ,Cislo 72 neni délitelné dvéma
nebo neni délitelné tfemi, coz mizeme Fici i takto: ,Dvéma nebo tfemi
neni &slo 72 délitelné. Vyrok v je konjunkce vyroki ,Mozart neni
Zesky skladatel® a ,Beethoven neni Cesky skladatel“; jeho negace je
vyrok ,Mozart je Cesky skladatel nebo Beethoven je cesky sklada-
tel“. Vyrok w je disjunkce vyrokt ,Vélku s mloky napsal K. Capek®
a ,Valku s mloky napsal A. Jirdsek®; jeho negace je vyrok ,Ani K. Ca-
pek, ani A. Jirdsek nenapsal Valku s mloky®. Naucime se nyni negovat
implikaci a ekvivalenci dvou vyrokil. K uréeni negace implikace virokl
a, b utvofime znamou tabulku:

albla=b|-(a=b)|~a| b
111 1 0 0 0
110 0 1 0|1
0|1 1 0 110
010 1 0 1 1

Je z ni patrné, 7e negace implikace by mohla byt konjunkce néjakych
viroki, nebof v jejim sloupci jsou tfi nuly a jedna jednicka; snadno
zjistime, Ze to je konjunkce vyroki a, —b.

Pro libovolné vyroky a, b plati =(a = b) < (a A —b).

Pozndmka. Uvédomte si, ze negace implikace neni implikace!

Priklad 2

Utvofte negace vyrokii:

w: Je-li v/2 &slo iracionalni, je iraciondlni i &islo 1 + /2.
v: Je-li trojihelnik ABC rovnostranny, je rovnoramenny.
w: Neni-li ¢islo 5 prirozené, neni pfirozené ani ¢islo 1.
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Reseni
Negace vyroku u je vyrok V2 je éislo iracionalni a &islo 1+ /2 ira-
cionalni neni“. Negace vyroku v je vyrok ,Trojihelnik ABC je rovno-
stranny a neni rovnoramenny*. Negace vyroku w je vyrok ,Cislo 5 neni
prirozené a ¢islo 1 je pfirozené®.

Negaci ekvivalence dostaneme opét z tabulky:

alblaeb|(aeb)|-~a| b
1.11 1 0 010
110 1 0|1
01 0 1 1 0
0]0 1 0 1 1

Staéi si uvédomit, Ze negaci ekvivalence bude patrné opét ekviva-
lence, nebot v prisluiném sloupci jsou dvé nuly a dvé jednicky; presvéd-
¢ime se o tom, Ze to je ekvivalence —a < b nebo ekvivalence a <> —b.

Pro libovolné vyroky a, b plati

—(a < b) < (-a<b),
% —(a < b) & (a < —b).

Piiklad 3
Uréete negaci vyroku ,,Cislo 158 je délitelné Sesti pravé tehdy, kdyz je
délitelné dvéma a tfemi®.

Regeni

Virok, jeho# negaci mame uréit, je ekvivalence a < (b A ¢), kde a
je vyrok ,Cislo 158 je délitelné Sesti®, b je vyrok ,Cislo 158 je déli-
telné dveéma“ a ¢ je vyrok ,,Cislo 158 je délitelné tFemi®. Negace této
ekvivalence je virok a < —(b A ¢), tj. vitok a < (—bV —¢), ktery
mizeme vyslovit takto: ,Cislo 158 je délitelné Sesti pravé tehdy, kdyz
neni délitelné dvéma nebo neni délitelné tfemi.”

84

Ulohy

4.16 Negujte vyroky:
u: Bod B lezi na kruznici k£ nebo na piimce p.
v: Posledni cifra dekadického zapisu ¢isla 377 neni nula ani pétka.
w: Je-li ciferny soucet &isla 377 délitelny tfemi, je toto &islo délitelné
tfemi.
4.17 Povazujte nasledujici réeni za vyroky a negujte je:
Prigel jsem, vidél jsem, zvitézil jsem.
Nebude-li prset, nezmoknem.
J4 to platit nebudu, radsi se ddm na vojnu.
Bude-li kazdy z nas z kfemene, bude cely narod z kvadri.

4.18 Utvofte negace vyrokil
aV b, a = —b, —ma << —b, maAb, —a=b, maA-b, —aV b,

kde a, b jsou libovolné vyroky.

4.19 Jsou dany libovolné vyroky a, b, ¢. Utvofte negace vyroki:
(anb)=c, a=(bVe), (aAc)eb as (b=c)

4.20 Uréete, které z nasledujicich vyroku jsou tautologie, tj. jsou prav-
divé pro viechny pravdivostni hodnoty vyroki a, b:

(a = b) & (maVb), (aeb) & (mae -b), (b=a) < (b= —a)

4.5 Kvantifikované vyroky a jejich negace

V tvodu této kapitoly bylo uvedeno, ze rovnost (a + b)? = a? +
+ 2ab + b* neni vyrok; tusime sice, Ze proménné a, b jsou néjaka ¢isla,
ale neni to jisté: v matematice existuji objekty, které lze s¢itat, nasobit
a umociiovat a ¢isla to pfitom nejsou. Kromé toho — kdy# pripustime,
7e jde o &isla — vSak ani nevime, pro ktera ¢isla to plati: pro vSechna
¢isla piirozenda, nebo pro nékterd &isla celd, nebo pro nékolik cisel raci-
onalnich? Vzhledem k t&mto nejasnostem nema otazka po pravdivosti
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tohoto sdéleni smysl, a nejednd se proto o vyrok. Podobné nema také
smysl ptat se, zda je pravda, Ze ,,Cisla jsou kladné“, kdyZ nevime, kte-
rych a kolika éisel se to tykd: vSech pfirozenych cisel, nebo nékterjch
celych, nebo jen éisel na nékolika domech v ulici, kde bydlite?

K tomu, aby se sdéleni tohoto typu stala vyroky, je nutno je kvan-
tifikovat, tj. vymezit néjakym zpusobem prvky, které maji danou vlast-
nost. Vyrazy, které vymezuji poéty téchto prvki, se nazyvaji kvantifika-
tory; patii mezi né napf. slova: v8ichni, kazdy, néktery, Zadny, pravé dva,
aspoi jeden, nejvyse t¥i apod. Vyroky, které obsahuji kvantifikatory, se
nazyvaji kvantifikované vyroky; setkali jsme se s nimi uz v ¢lanku 4.1,
kde jsme se zabyvali viroky, ve kterych byl ¢iselny udaj vyjadien slovy
Laspon nebo . nejvyse“.

V matematice se obvykle pouziva kvantifikator obecny a existenc-
ni. Obecny (neboli velky) kvantifikitor fika, Zze dana vlastnost plati pro
vSechny prvky nebo také pro kazdy prvek nebo téz pro libovelny prvek.
Existenéni (neboli maly) kvantifikator vyjadiuje, Ze existuje aspoil je-
den prvek dané vlastnosti nebo Ze dana vlastnost plati aspoi pro jeden
prvek. Vyroky, které obsahuji obecny kvantifikitor, se nazyvaji obecné
vyroky, viroky, které obsahuji kvantifikdtor existencni, se nazjvaji exis-
tenéni vyroky.

Sdéleni uvedena na zacatku tohoto ¢lanku muZeme pfetvofit ve
vyroky=uZitim obecného, resp. existen¢niho kvantifikdtoru napt. takto:
Pro viechna realna &sla a, b plati (a + b)? = a? + 2ab + b%.

Existuje aspon jedno pfirozené ¢islo, které je kladné.
Existuje aspon jedno redlné ¢islo a a aspon jedno realné ¢islo b, pro néz

plati (a + b)? = a® + 2ab + b*.

Kazdé pfirozené ¢islo je kladné.
Kvantifikdtory se zkracené zapisuji takto:

obecny kvantifikdtor... V, existen¢ni kvantifikdtor... 3.

Pomoci téchto symboli se vyroky, které predchazeji této poznamce,
zapisuji nasledovné:

Va,b € R; (a+ b)2 = o + 2ab + b?;

dn € N;n > 0;

Ja,b € R; (a + b)? = a? + 2ab + b%;

Yn € N;n > 0.
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Priklad 1

Pomoci kvantifikatori utvoite z nasledujicich vét pravdivé vyroky:
a) Pro &isla z,y plati 22 + y* = 0.
b) Pro &islo = plati 22 + 1 > 0.

Resent

a) Protoze druhd mocnina kazdého realného ¢isla je ¢islo nezaporné,

je soucet druhych mocnin kazdych dvou realnych ¢isel nezaporné ¢islo;
roven nule je pouze pro x = y = 0. Z dané véty dostaneme kvantifikaci
tento pravdivy vyrok:

Existuje aspoii jedno x € R a aspon jedno y € R tak, Ze 2 + 2 = 0.
Vyrok ,,Pro viechna z,y € R plati 22 + y? = 0“ je nepravdivy.)

b) Kvantifikaci dostaneme dva pravdivé vyroky:

Existuje aspoii jedno realné éislo = tak, 7e 22 +1 > 0.

Pro kazdé realné &islo z plati 2% + 1 > 0.

(Viimnéte si, Ze tento druhy vyrok vypovida o realnych éislech pod-

statné vice nez prvni.)

Tento piiklad ukazuje, zZe mezi vyroky s obecnym a existenc-
nim kvantifikdtorem existuje urc¢ita souvislost. Ma-li kazdy prvek mno-
ziny M urditou vlastnost, znamend to, Zze v této mnoziné existuje aspon
jeden prvek s touto vlastnosti. Existuje-li viak v mnoziné M aspon jeden
prvek jisté vlastnosti, nemusi mit tuto vlastnost vSechny jeji prvky! Na
tuto samoziejmost se nékdy — a to 1 imyslné — zapomina: z ojediné-
lého pfipadu se vytvaii pravidlo, z vlastnosti jednoho ¢lovéka se délaji
zaveéry o vlastnostech celého etnika atd.

Naucéime se nyni negovat kvantifikované vyroky. Vezméme nejprve
vyrok ,,Pro kaZdy prvek mnoZziny M plati, Ze ma danou vlastnost®. Jeho
negace ,,Neni pravda, ze kazdy prvek mnoziny M mé danou vlastnost®
fiké totéZ co viyrok ,Aspoi jeden prvek mnoziny M nema danou vlast-
nost“. Vezméme dale vyrok ,Existuje aspon jeden prvek mmnoziny M,
ktery ma danou vlastnost®. Jeho negace ,,Neni pravda, ze aspoi jeden
prvek mnoziny M ma danou vlastnost® #ika totéz co vyrok ,Pro kazdy
prvek mnoZiny M plati, Ze nema danou vlastnost“, neboli , Zadny prvek
mnoziny M nema danou vlastnost®.
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Viimnéte si, Ze pfi negaci kvantifikovaného vyroku se velky kvan- Ulohy
tifikdtor nahradi malym, resp. maly velkym a zarovei se slovo ,ma*“

nahradi slovem ,nema*. 4.21 Posudte pravdivost nésledujicich vyrokii a utvoite jejich negace:

a: Uhlopficky kazdého étyihelniku jsou navzajem kolmé.

Negace vyroku Negace vyroku b: Kazdé celé ¢islo je raciondln. |
»Kazdy prvek mnoziny M ,Aspon ’Jedcn prvek S M c: Existuje trojithelnik, ve kterém soucet vsech jeho vnitinich hla |
mé danou vlastnost® ma dm‘lou vlalistnost‘ neni rover 186°.
e v VyTO o < e o s i o o o
e vyrok = e Je vy - d: Existuje aspon jedno redlné ¢&islo, jehoZ soudin s nulou je &islo
_Aspoii jeden prvek mnoziny M ,Zadny prvek mnoziny M nenulové
neméa danou vlastnost®. nemd danou vlastnost®. : |

4.22 Nasledujici tvrzeni povazujte za vyroky a negujte je: [
Nic nového pod sluncem.
Bez prace nejsou kolace.
Zadny uceny z nebe nespadl.
Kdo jinému jamu kop4a, sim do ni spadne.

Uvédomte si, Ze negaci vyroku ,Kazdy ¢lovék je smrtelny® neni vyrok
_Vichni lidé jsou nesmrtelni®, ale vyrok ,Existuje aspon jeden clovek,
ktery je nesmrtelny®, neboli zkracené , Aspon jeden clovék je nesmi-
telny*; negaci vyroku ,Ve tfidé je aspon jedno okno oteviené® neni

,
|
virok Ve tiidé jsou oteviend viechna okna®, ale vyrok ,Ve tiidé jsou 4.23 Urcete, ktery z niZze uvedenych vyrokl je negaci vyroku ,Kazda :
viechna okna zaviena. kocka je cerna“: |
»Kazda kocka je bila“, ,Kazdd kocka neni ¢ernd®, ,Asponi jedna |
Priklad 2 kocka je bila“, , Aspofi jedna koc¢ka neni éerna. :
|
Utvofte negace nasledujicich pravdivych vyrokt: 4.24 Negujte pravdivé vyroky: f
t: Prunik libovolné mnoziny s mnozinou prazdnou je prazdnéd mno- a: Existuje asponi jedno redlné ¢éslo z, pro néz 2 = .
Zina. b: Pro viechna realnd éisla z > 1 plati Va2 > z.
u: Existuje aspoii jeden trojuhelnik, ktery je pravouhly. ¢: Kazdé piirozené &islo, které je délitelné deseti, je délitelné péti.
v: Existuje aspon jedno realné ¢islo, jehoz absolutni hodnota je rovna d: 7Adné pFirozené &islo neni mensi nes —10.
nule.

w: Druhd mocnina kazdého realného ¢isla je ¢islo nezdporné. 4.25 Negujte nepravdivé vyroky:

a: Existuje aspon jedno pfirozené éislo, které neni sudé ani liché.
Reseni b: Kazdé dvé piimky v roviné jsou rovnobé&zné.
Negace danych vyrokd jsou tyto nepravdivé vyroky:

t: Existuje aspoil jedna mnoZina, jejiZz prinik s mnozinou prazdnou
je neprazdny.

u: Zadny trojihelnik neni pravothly.

w1 Absolutni hodnota kazdého realného éisla je ¢islo rizné od nuly. fr—

w: Existuje aspoii jedno redlné éislo, jehoZ druhd mocnina je ¢islo

c: Existuje aspon jeden trojuhelnik, ve kterém se vsechny jeho
vysky neprotinaji v jediném bodé.
d: Soucet zadnjch dvou celjch é&isel neni roven nule.

zZaporné.
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4.6 Definice, véty, ditkazy

V matematice — na rozdil od nékterych jinych obort lidské ¢in-
nosti — nelze vést plané teéi a hovorit v pojmech, jejichz smysl neni
jasné stanoven a pod nimiz si kazdy muze predstavovat néco jiného.
Kazdy matematicky pojem musi proto byt presné definovan.

Definice je vymezeni matematického pojmu pomoci pojmu zaklad-
nich nebo pojmt definovanych uz diive. Tak napf. v definici Kruznice
je mnoZina véech bodu roviny, které maji od daného bodu stejnou ne-
nulovou vzddlenost jsou pouzity tyto zakladni, resp. diive definované
pojmy: mnozina, bod, rovina, vzdalenost dvou bodi. Pojmy mnozina,
bod, rovina patii mezi zakladni; jsou to pojmy, které se nedefinuji —
omezujeme se pouze na jejich vysvétleni pomoci predstav a prikladi.
Bez zakladnich pojmi se zadnd teorie neobejde, nebot ,z néceho se
vyjit musi®.

Matematicka véta je vyrok, jehoz pravdivost je dokdzana. Pii jejim
ditkazu se vychazi z vét dokdzanych jiz dfive nebo z axiomi, coz jsou
tvrzeni, kterd se prijimaji za pravdivd bez dikazu. Piikladem jednoho
z axiomi, na nichz je vybudovana planimetrie, je axiom: KaZdym bodem
lze k dané primce vést jedinou rovnobézku.

Dtkaz je uvaha, kterd zduvodiiuje platnost matematické véty.
S hlavnimi typy dikazii matematickjch vét se nyni seznamime; ome-
zime se vSak jenom na véty, které jsou v matematice nejéastéjsi. Jsou to:

a) Véty, které maji tvar elementarniho vyroku, tj. véty typu: Druha
odmocnina ze dvou je ¢islo iracionalni. V kazdém trojihelniku je soucet
vSech velikosti jeho vnitinich 1hld roven 180°.

b) Véty, které maji tvar implikace, tj. véty typu: Rozmistime-li do
deseti prihradek jedendct predmétii, pak aspon v jedné pirihradce jsou
aspon dva predméty. Pro vSechna redlna ¢isla a, b, ¢ plati: je-li a = b,
paka4+c=b+c.

c) Véty, které maji tvar ekvivalence, tj. véty typu: Pocet prvocisel je
nekonecny pravé tehdy, kdyz neexistuje nejvétsi prvocislo. Pro vSechna
realna Cisla a, b je soucet jejich druhych mocnin roven nule pravé tehdy,
kdyz a = 0 a zaroveni b = (.
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1. Diikazy vét, které maji tvar elementarniho vyroku
K diikazu téchto vét se obvykle pouziva pfimy dikaz nebo dikaz
sporeml.

Primy diikaz je zaloZen na této vlastnosti implikace:
Plati-li vyrok a a implikace a = b, plati i vyrok b.

Checeme-li timto zpiisobem dokazat vyrok b, postupujeme takto:
Vyjdeme od vyroku a, o kterém vime, Ze plati; miZe to byt axiom,
obvykle to vSak je matematickd véta dokdzand jiz diive. Z vyroku a
pak odvodime vyrok b, tj. ukdZeme, Ze plati implikace a = b; tim je
virok b dokdzan. Tento postup lze pfehledné zapsat takto:

Primy dikaz vyroku b:

Vime: (e n Sak e A ade plati
UkadZeme: a =b .......... plati
Zaver bii et el plati

(To, #e plati a = b, se oby€ejné neda ukazat piimo, ale postupné,
fetézcem implikaci: @ = by, by = ba, ..., b, = b.)

Otézkou zustava, ktery z nepfeberného mnozstvi pravdivych vy-
roktt mame vybrat, aby z ného bylo mozné danou vétu odvodit. Zpiisob,
kterym se da tento vyrok najit, si ukdZete béhem studia na konkrét-
nich piikladech. Je dfileZité, abyste si uvédomili, Ze Zadnou vétu nelze
dokézat tak, ze z ni odvodite pravdivy vyrok! Z toho, Ze plati implikace
a = b a jeji zavér b, neplyne, Ze plati jeji pfedpoklad a.

Diikaz sporem je zaloZen na této vlastnosti implikace:
Plati-li implikace @ = b a neplati-li vyrok b, neplati ani vy-
rok a.
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Chceme-li timto zptsobem dokazat vyrok a, postupujeme takto:
Predpokladdme, Ze plati negace vyroku a, a odvodime z ni vyrok b,
o kterém vime, Ze je nepravdivy. ProtoZze implikace —a = b plati, ale
vyrok b neplati, neplati ani vyrok —a; to vSak znamen4, ze vyrok a plati.
Tim je platnost vyroku a dokazana. Tento postup miizeme piehledné
zapsat nasledovné:

Dikaz vyroku a sporem:

Ukazemesi—iai=sbx Sete mdimeion 00 plati
Vime: AT e S s G O neplati
Zaver: —a neplati, tj. a plati

(Stejné jako v predchézejicim ptipadé nedd se platnost implikace
—a = b obvykle dokdzat pfimo, ale postupné.)

Piiklad 1
Dokazte, Ze v kazdém trojuhelniku je soucet vSech jeho vnitinich thla
roven 180°.

Reseni

Pfimy dikaz této véty spociva v tom, ze si zvolime libovolny trojuhelnik
ABC na obr. 4.1 a vyjdeme z pravdivého vyroku, Zze bodem mimo danou

P_c Q

Obr. 4.1
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pfimku lze vést jedinou pfimku, ktera je s ni rovnobézna. K piimce AB
existuje tedy jedind rovnobézka prochazejici bodem C; na obr.4.1 je
to pfimka PQ. Podle zndmé véty o rovnobézkach profatjch pfickou
plati o' = a, #' = B (dhly stfidavé), a protoze tthel PCQ je pFimy,
dostavame

o +8 +y=a+pB+v=180°.

Vzhledem k tomu, Ze trojuhelnik ABC byl zvolen libovolné, plati, Ze
soucet vnitinich thli je roven 180° v kazdém trojuhelniku.

Priklad 2

Dokazte, ze Sachovnici 8 x 8, ze které je odstiiZeno levé dolni a pravé
horni policko, nelze pokryt 31 obdélniky 2 x 1. (Pokrytim pFitom ro-
zumime takovy zptisob umisténi danjech obdélnikii na tuto $achovnici,
ze kazdé policko Sachovnice je zakryto pravé jednim ze dvou étverci,
z nichZ je slozen kazdy obdélnik 2 x 1.)

Reseni

Dané tvrzeni dokdZeme sporem. Vyjdeme z jeho negace, takie predpo-
kladame, Ze Sachovnici se dvéma odstiiZzenymi policky je mozné 31 ob-
lelniky 2 x 1 pokryt. Pfi tomto pokryti lezi pod kazdjm z téchto ob-
délnikt jedno bilé a jedno ¢erné poli¢ko Sachovnice. Pod viemi 31 ob-
délniky, tj. na celé Sachovnici, lezi tedy 31 bilych a 31 éernych policek.
Tento vyrok, Zze na dané Sachovnici se dvéma odstiiZenymi policky je
stejny pocet bilych a cernych policek, je viak nepravdivy, nebof poli¢-
za, kterd byla odstranéna, méla stejnou barvu. Znamena to, Ze na takto
upravené Sachovnici neni 31 bilych a 31 ¢ernjch policek, ale 30 policek
jedné a 32 poli¢ek druhé barvy.Tim je tvrzeni, Ze tuto Sachovnici nelze
pokryt danymi obrazci, dokazano.

2. Dikazy vét, které maji tvar implikace

K diikazu téchto vét se pouziva ditkaz piimy, diikaz sporem a diikaz
nepfimy.

Piimy dikaz véty typu a = b spoéiva v tom, 7e z predpokladu, Ze
plati a, odvodime postupné, Ze plati a = by, by = ba, ..., b, = b; tim
je platnost véty a = b dokdzéna. (Jestlize vyrok a neplati, je implikace
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a = b splnéna ,automaticky® a nemusime nic dokazovat.) Vsimnéte
si, e u pfimého diikazu vét tohoto typu jsme usetfeni nutnosti hledat
pravdivy vyrok, ze kterého je nutno vyjit pfi dikazu vét predeslého
typu.

P¥imy dikaz véty a = b:

Predpoldadame: i@ oins v o 0 osem S S plati
Ukazeme: (@=clAle==b) st plati
Zaver: T R G M plati

(Implikace a = ¢, ¢ = b opét zastupuji cely Fetézec implikaci.)

Dikaz sporem véty typu a = b probiha zpiisobem, kiery uz zname;
pFipomefime si jen, Ze negace implikace a = b je konjunkce aA—b (takze
negace konjunkce a A —b je implikace a = b). Pii diikazu véty tohoto
typu tedy predpokladame, Ze plati jeji negace, tj. véta aA—b, a odvodime
z ni virok ¢, o kterém vime, Ze je nepravdivy. Protoze plati implikace
(aA=b) = ¢, ale vyrok ¢ neplati, neplati ani vyrok a /A —b, coZ znamena,
7e plati a = b. Tim je dana véta dokdzana.

Diikaz véty a = b sporem:
Wkizemerilaihmb)e=ricii s dudit L8 doas Fake plati
Vime: o e e e e neplati

Zaver: a A b neplati, tj. a = b plati

Nep#imy ditkaz véty a = b spo¢iva v tom, Ze dokdZzeme obménénou
implikaci ~b = —a, ktera je s implikaci a = b ekvivalentni. Nepfimy
ditkaz véty a = b je vlastné piimy dikaz véty —b = —a, takze to pro
nas neni nic nového.
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Priklad 3

Je dana kruznice k s primérem AB. Dokazte, ze plati: Je-li X libovolny
bod kruZnice k, ktery je riizny od bodt A, B, potom tthel AX B je pravy.

Resend

Vétu dokazeme primym dukazem. Zvolme na kruznici k& na obr.4.2
bod X tak, Ze je rizny od bodi A, B, a ozna¢me S stied této kruz-
nice. Potom trojuhelniky SAX a SBX jsou rovnoramenné s hlavnim
vrcholem v bodé S, takZe podle obr.4.2 plati o = o/, § = 3. Protoze
vsak v trojihelniku ABX plati o + 5 + (o’ + ) = 180°, plyne z této
rovnosti &’ + 3" = 90°, takZe dhel AX B je pravy.

X

Y ; ﬁ

B A

Obr. 4.2 Obr. 4.3

Priklad 4

‘= dan trojuhelnik ABC. Dokazte, Ze plati: Je-li thel ACB pravy, pak
»d C lezi na kruznici s primérem AB.

Zesent -
=piimy dikaz této véty spodiva v tom, Ze dokdZeme obménénou im-
s xaci, tj. Ze plati: NeleZi-li bod C na kruznici s priimérem AB, pak
22l ACB neni pravy. Piedpokladejme nejprve, Ze bod C lezi ve vnéjsi
‘asti kruznice & podle obr. 4.3. Prisecik strany AC trojihelniku ABC
« cruznici k ozna¢me D a uvédomme si, Ze podle véty dokdzané v pred-
wazejicim piikladu je ihel ADB pravy. To viak znamena, Ze vedlejsi
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thel C DB je rovnéz pravy, a protoze v trojuhelniku BCD nemohou
byt dva pravé thly, neni thel DCB, tj. thel ACB, pravy. Tim je véta
dokazana pro piipad, ze bod C' lezi ve vnéjsi oblasti kruznice k. Ptipad,
7e bod C le#i ve vnitini oblasti této kruZnice, uz jisté zvladnete sami.

Priklad 5
DokaZte, e pro viechna pfirozend ¢isla n plati: jestlize je ¢islo n? sudé,
je sudé i ¢islo n.

Reseni

Vétu dokazeme sporem. Predpokladejme, Zze plati negace této véty,
tj. véta: Existuje aspoil jedno pfirozené ¢islo n takové, Ze cislo n? je
sudé a zéroveni n je liché. Z toho, Ze Cislo n je liché, plyne, Ze se da
vyjadfit ve tvaru n = 2k + 1, kde k je celé ¢islo; odtud dale vyplyva,
ze plati

n? = (2k+1)% = 4k* + 4k + 1,

co? znamend, ze &islo n? je liché. Tento vysledek je ve sporu s nasim
piedpokladem, ¢imZ je dand véta dokdzana.

3. Ditkazy vét, které maji tvar ekvivalence
Platnost véty typu a < b se nejcastéji dokazuje tak, Ze se dokazou
implikace a = b a implikace b = a.

Priklad 6

Dokaite, ze pro viechna realné ¢isla @ plati:
r20e |z —2z=0.

Regeni

Zvolme libovolné ¢&islo o a predpoklidejme nejprve, Ze je nezidporné,
takze || = z. Plati proto:

zZ20=|z|—-z=2—z=0.

Piedpokladejme déle, ze pro zvolené &islo z plati |z| — z = 0. Odtud
plyne |z| = x, coz plati jediné pro z = 0. Tim je dand véta dokdzana.

Pozndmka. Velmi dillezitym typem ditkazu je ditkaz matematickou indukei. S timto
diikazem se seznamite pozdé&ji.
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Ulohy

4.26 V roviné je déna tsecka AB. Dokaite, Ze pro libovolny bod X této
roviny plati: Bod X lezi na ose tsetky AB pravé tehdy, kdy# se
jeho vzdalenosti od bodiit A, B rovnaji.

4.27 Dokazte Pytlhagorovu vétu: V kazdém pravouhlém trojuhelniku
s odvésnami a, b a s pfeponou ¢ plati

a® +b% =2

4.28 Je dana kruZnice & se stfedem S a v jejim bodé A je sestrojena
piimka p kolma k pfimce SA. Dokazte, Ze pfimka p ma s kruznici k
Jjediny spoleény bod A.

4.29 Dokaite, ze pro kazdé pfirozené ¢islo n plati: je-li n? délitelné
tfemi, pak je tfemi délitelné i ¢islo n. (PouZijte nepfimy diikaz
a rozliste pfipady: n =3k + 1, n = 3k + 2.)

4.30 Dokazte sporem (a bez numerickych vypoéti), Ze plati:

3+/2 > V19.
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5. ELEMENTARNI TEORIE CiSEL

V elementarni teorii ¢isel se studuji zakladni vlastnosti celych ¢isel.
My se viak v této kapitole omezime jen na Cisla piirozend a budeme se
zabyvat témi vlastnostmi pFirozenych ¢éisel, které souviseji s jejich déli-

telnosti. NavaZeme pfitom na poznatky ze zakladni skoly; nejdilezitéjsi
poznatky dokdZeme nebo zdivodnime.

5.1 Zapisy pFirozenych éisel, nasobek a délitel éisla

Cislicovy (ciferny) zapis ¢isla 27 035 v desitkové soustavé je tisporny
zaznam souctu

2.10*+7-10°+0-10°+3-10+5,

ktery se nazyva rozvinuty zapis ¢isla.

Méme-li zapsat v desitkové soustavé libovolné trojciferné piirozené
¢islo, budeme postupovat tak, Ze ¢islici na misté stovek oznacime =z, ¢is-
lici na misté desitek oznac¢ime ¥ a ¢islici na misté jednotek oznacime z.
Aby &islo bylo trojciferné, musi byt @ # 0 (023 je dvojciferné ¢islo 23).
Pak libovolné trojciferné ptirozené ¢islo zapiSeme v desitkové soustavé
takto:

(zyz)10 = - 10 +y-10 4+ z = 100z + 10y + =z

Zapis 35 = 7-5 miZeme pomoci terminti nasobek a délitel vyjadrit
¢tyfmi zpusoby:
1. Cislo 35 je nasobkem &isla 5. 2. Cislo 5 je délitelem &isla 35.
3. Cislo 35 je nasobkem &isla 7. 4. Cislo 7 je délitelem ¢isla 35.
Pojmy nasobek a délitel pro pfirozena ¢isla a, b definujeme takto:

Skutecnost, Ze b je délitelem a vyjadiujeme slovy ,a je délitelné b
nebo b déli a“, coz struéné zapisujeme b | a. Tedy zapis 5 | 35 éteme
-0 déli 35 nebo 5 je délitelem 35%. Kazdé prirozené &slo n lze zapsat
ve tvaru n = 1-n. Proto ¢islo 1 je délitelem kazdého pFirozeného &isla.

Pfirozend éisla nazyvame nesoudélnd, je-li jejich spoleénym dé-
litelem pouze ¢islo jedna. Pfirozend ¢&isla nazjvime soudélna, maji-li
spole¢ného, délitele vétsiho neZ jedna.

S pojmy nesoudélna a soudéln &isla jsme se jiz setkali p¥i vyjadient
racionalniho ¢isla v zdkladnim tvaru.

Priklad 1

- 120
Zapiste zlomek 210 v zakladnim tvaru.

Reseni

120 1210 12 3.4

4
210 21-10 21 3-7 7

Roz8ifme své dovednosti v zapisech pfirozenych &isel pomoci pro-
ménnych. VyuZijme ndsobky ¢&isel a zbytky pfi déleni viech pfirozenych
cisel zvolenym ¢islem. Délime-li pfirozena ¢isla dvéma (tfemi, éty¥mi),
dostaneme:

1=2-0+4+1 1=3-0+1 1=4-0+1
2=2-1+0 2=3-0+2 2=4-0+2
3=2-1+1 3=3-1+0 3=4-0+3
4=2-240 4=3-1+1 4=4-140
5=2-2+1 5=3-1+4+2 5=4-1+1
6=2-34+0 6=

3-2+0 6=4-142

Cislo a je nasobkem &isla b (&islo b je délitelem €isla a), prave
kdyz existuje pfirozené ¢islo k takové, Ze a = kb.

98

Obecné: Ke kazdému pfirozenému é&islu n existuji celd nezaporna

“isla k’l, kz, k‘g t&k, 7e

n =2k, + 21, n = 3k + 29, n = 4kz + z3,
kde z; € {0,1}; kde 22 € {0,1,2}; kde z3 € {0,1,2,3}.
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Z prvniho sloupce je zfejmé, Ze pii déleni pfirozeného ¢isla dvéma
vyjde zbytek bud 0, nebo 1. V prvnim pfipadé je ¢islo n sudé (n = 2k),
v druhém piipadé je liché (n = 2k+1). To znamend, ze kazdé pfirozené
¢islo lze zapsat jednim z vyrazl

2k, 2k+1, kdek € No.

Pii déleni tfemi dostavame zbytky 0, 1, 2. Pfirozené cislo, které je na-
sobkem t#i, mlizeme zapsat vyrazem 3k, kde k& € N. Kazdé pfirozené
¢éislo lze zapsat jednim z vyrazi

3k, 3k+1, 3k+2, kdeke Np.

Ve tietim sloupci vidime, ze pii déleni ¢tyimi dostavame zbytky 0,
1, 2, 3. Pfirozené &islo, které je nisobkem Ctyf, zapiSeme vyrazem 4k,
kde k € N. Kazdé pfirozené ¢islo mizeme zapsat jednim z vyrazi

4k, 4k+1, 4k+2, 4k+3, kdek € No.

D4 se ovéfit, Ze zkusenosti ziskané s ndsobky ¢isel 2, 3, 4 a se zbytky
miZeme zobecnit pro libovolné pfirozené ¢islo b > 1. Plati:

Kazdé ptirozené ¢islo n lze pomoci piirozeného ¢isla b > 1
vyjadrit jednim z vyrazi

bk, bk+1, bk+2, ..., bk+ (b—1), kde k € No;
struénéji n = bk + z, kde k € Ng, z € {0,1,...,b—1}.

7 predchazejicich ivah rovnéz vyplyva, Zze ze dvou za sebou ndsle-
dujicich pfirozenych éisel je pravé jedno éislo délitelné dvéma. To zna-
men, ze soudin kazdjch dvou za sebou nésledujicich cisel je délitelny
dvéma. Zapisujeme 2 | n(n + 1). Sou¢in kazdych tii za sebou nasledu-
jicich pfirozenych ¢&isel je délitelny tfemi, protoZe pravé jedno z nich
je délitelné tfemi. Zapisujeme 3 | n(n + 1)(n + 2). Soucin tii za sebou
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nasledujicich prirozenych ¢isel mizeme zapsat i jinymi zpiisoby, napf.
n—1)n(n+ 1). Soudin kazdych t¥i za sebou nasledujicich pfirozenych
cisel je délitelny tfemi, proto i v tomto pfipadé plati 3 | (n—1)n(n+1).
Zobecnénim dostaneme hypotézu, Ze souéin kazdych b (b € N) za
sebou nésledujicich prirozenych ¢isel je délitelny ¢islem b. D4 se dokézat,
ze tato hypotéza skutecné plati. Zapisujeme

bln(n+1)...(n+b-1).

Uvedena tvrzeni budeme pouzivat v nékterych dikazovych tlo-
hach, v nichz budeme upravovat vyrazy na souéin za sebou nésledujicich
prirozenych ¢isel.

Priklad 2
Dokaite, %e pro kazdé pfirozené &islo n je &islo n® — n délitelné Sesti.

Reseni

Viraz n® — n vytknutim a uZitim vzorce pro rozdil druhjch mocnin

rozlozime na soudin:
P —n=nn?-1)=nn+1)(n-1)=n-1Lnxr+1).

Dostali jsme soudin t¥i za sebou nasledujicich piirozenych ¢isel. Aspon

jedno z téchto Cisel je délitelné dvéma, pravé jedno z nich je délitelné

sfemi, proto jejich soudin je délitelny Sesti.

Ne vizdy se nam podafi rozlozit vyraz na soucin nékolika za se-
bou nasledujicich pfirozenych ¢isel. V takovych pripadech zpravidla
pouzijeme zapis prirozeného ¢isla ve tvaru n = bk + z, kde k € Ng,
ze {0,1,...,b—1}.

Priklad 3

Dokazte, Ze pro kazdé piirozené &islo n je ¢islo n® + 2n délitelné tiemi.
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Reseni
Z daného vyrazu vytkneme n:
n3 + 2n = n(n? + 2).

Do upraveného vyrazu postupné dosadime n = 3k, n = 3k + 1, n =
=3k+2:
a) n(n®+2) = 3k(9%* +2)
b) n(n®+2) = (3k+ 1)[(3k +1)2 + 2] = (3k + 1)(9k* + 6k + 3) =

=3(3k+1)(3k* + 2k + 1)
c) n(n?+2)=(3k+2)[(3k+2)*+2] =

= (3k +2)(9k® + 12k + 4+ 2) =

= (3k + 2)(9%k* + 12k + 6) =

= 3(3k + 2)(3k% + 4k + 2)
V piipadé a) ihned po dosazeni vidime, Ze n® + 2n je délitelné tiemi.
V piipadech b) a ¢) se nam podafilo vytknout délitele 3. Tim jsme
dokézali, Ze pro kazdé pFirozené &islo n je n? + 2n délitelné t¥emi.

Uvedli jsme, Ze souéin kazdych b za sebou nasledujicich prirozenych
¢isel je délitelny ¢islem b. Pokusme se nyni zjistit, zda podobna véta
plati také pro soucet kazdych b za sebou nasledujicich pfirozenych ¢isel.
Priklad 4
Zjistéte, zda plati, Ze soudet kazdych til (¢tyf) za sebou nasledujicich
pfirozenych &isel je délitelny tfemi (Styfmi).
Regeni
s3)=n+(n+1)+(n+2)=3mn+3=3(n+1)
Soucet kazdych til za sebou nasledujicich pfirozenych cisel je délitelny
tfemi.
s@)=n+n+1)+n+2)+(n+3)=4n+6=

=4dn+4+2=4(n+1)+2
Tim jsme zjistili, Ze soucet zZadnych ¢tyt za sebou nasledujicich priro-
zenych ¢isel neni délitelny &tyfmi; je viak délitelny dvéma.
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Regeni piikladu 4 dokazuje, Ze véta ,soudet kazdych b za sebou
nasledujicich pfirozenych cisel je délitelny ¢islem b“ neplati. Pro b = 4
véta neplati.

Ulohy

5.1 Napiste rozvinuty zapis ¢isel:
a) 327 b) 6305 c) 74068
5.2 Upravte dané zlomky na zakladni tvar:

360 520 1188 1080
gf = Rt N i s

504 1880 2484 2700

675 1250 8640 192 375
Q) 5o B & h

29025 4375 15552 415125

5.3 Prvni z dvou disel vyjadfete jako soucet co nejvétsiho nasobku
druhého ¢isla a zbytku:
a) 11; 3 b) 29; 4 c) 105; 7 d) 75; 12

5.4 Pomoci proménné k, kde k € Ng, vyjadrete
a) libovolné piirozené ¢islo, které je nasobkem Sesti,
b) libovolné pfirozené ¢islo, které pii déleni tfemi da zbytek 2,
¢) libovolné liché pfirozené ¢islo,
d) libovolné pfirozené ¢islo, které pfi déleni osmi da zbytek 4.

5.5 Vyjadrete slovy vyznam zapisd, kde k € Ny:
a) 3k+1  b)7k+3  c¢) 25k+22
Dale uvedte aspon tfi éisla, kterd maji uvedenou vlastnost.

5.6 Uvedte viechny zapisy, které vyuzivajl nasobky Sesti a slouzi k vy-
jadreni libovolného pfirozeného éisla.

5.7 Urcete, které ze zapist z feSeni predchazejici tlohy oznacuji Cisla
délitelnd a) dvéma, b) tfemi.

5.8 Dokazte, ze soucin péti libovolnych za sebou nasledujicich piiroze-
nych ¢isel je délitelny 120.

5.9 Dokazte, ze soudet kazdych péti (sedmi) za sebou néasledujicich
pfirozenych éisel je délitelny péti (sedmi).

5.10 Od libovolného trojciferného pfirozeného éisla odecteme posledni

¢islici, dvojnasobek predposledni ¢islice a ¢tyfnasobek prvni éislice.
Dokaite, Ze takto vzniklé ¢islo je délitelné osmi.
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5.11 Dokazte, Ze rozdil druhych mocnin kazdych dvou za sebou nasledu-
jicich lichych prirozenych cisel je délitelny ¢islem 8. Rozdil utvotte
tak, zZe od vétsiho cisla odectete ¢islo mensi.

5.12 Dokazte, ze pro kazdé piirozené Cislo n plati:

a) 4 déli n* —n? b) 12 déli n? — n?
¢) 4 déli n* + 3n? d) 12 déli n® — n®

5.2 Znaky délitelnosti

Neékteré délitele prirozenych ¢isel pozname pfimo ze zapisu téchto
¢isel v desitkové soustavé. Napriklad délitelnost daného ¢isla deseti, péti
nebo dvéma okamZité pozname podle jeho posledni éislice. Odvodme
si znaky délitelnosti pro uvedena cisla. V predchazejicim c¢lanku jsme
poznali, Ze kazdé pfirozené cislo n lze pomoci prirozeného ¢isla b > 1
vyjadiit ve tvaru n = bk + z, kde k je pfirozené ¢islo nebo nula a
2€{0,1,...,b—1}.

Zvolime-li b = 10, dostaneme n = 10k + z, kde k € Ny a z €
€ {0,1,...,8,9}. To znamend, %e napf. ¢islo 7 miZzeme zapsat ve tvaru
0-1047, ¢islo 620 muzeme zapsat ve tvaru 62-10+0, ¢islo 2 378 ve tvaru
237 - 10 + 8 apod. Ddle vime, ze n = 10k + z je délitelné deseti pravé
tehdy, kdyz z = 0. Protoze z je posledni ¢islice v zapisu pfirozeného
¢isla, odvodili jsme, Ze prirozené cislo je délitelné deseti, pravé kdyz
jeho zapis kond¢i nulou.

Zkoumejme nyni délitelnost pfirozeného ¢isla n péti. Vyjdéme opét
ze zapisu n = 10k + z, kde k € Ng a z € {0,1,...,9}. Vyraz 10k je
délitelny péti pro libovolné k € Ng. Vyraz 10k +z je délitelny péti pravé
tehdy, kdyZz z je délitelné péti, tj. pravé kdyz z = 0 nebo z = 5. Dospéli
jsme k zavéru, Ze prirozené cislo je délitelné péti, pravé kdyz jeho zapis
kon¢i ¢islici 0 nebo 5.

Podobné postupujeme pri zkoumani délitelnosti prirozeného ¢isla
dvéma a zjistime, ze pfirozené ¢islo je délitelné dvéma, pravé kdyz jeho
zapis kond¢i nékterou z ¢islic 0, 2, 4, 6, 8.

ZapiSme piehledné odvozené znaky délitelnosti deseti, péti a dvé-
ma:

104

Piirozené ¢islo je délitelné

a) deseti, pravé kdyz jeho zapis konéi nulou,

b) péti, pravé kdyz jeho zépis konéi ¢islici 0 nebo 5,

c) dvéma, pravé kdyz jeho zapis konéi nékterou z ¢islic 0, 2,
4,6, 8.

Pozndmka. Znaky délitelnosti deseti, péti a dvéma jste na zakladni skole uvadéli ve
tvaru dvou implikaci, které plati soué¢asné. Nyni jsme je vyjadiili ve tvaru ekviva-
ence.

Odvozeni znaktl délitelnosti pfirozeného ¢isla n deseti, péti a dvé-
ma vychazelo ze zépisu n = 10k + z. Vyraz 10k je vidy délitelny deseti,
a je tedy délitelny i libovolnym délitelem éisla 10. Proto sta¢ilo zkoumat
délitelnost ¢isla z, které je posledni ¢éislici daného €isla n a je zaroven
zbytkem pfi déleni ¢isla n deseti.

Oddélme nyni od zapisu ptirozeného ¢isla n posledni dvé cislice.
To znamena, 7e napi. ¢islo 620 zapiseme ve tvaru 6100+ 20, ¢islo 2 378
ve tvaru 23 - 100 + 78, obecné Cislo n zapiSeme ve tvaru n = 100k + z,
kde k je pFirozené &islo nebo nula a z € {1,2,...,99}. Cislo z je v tomto
pi{padé zbytek pii déleni &isla n stem. Cislo 100 mé délitele 1, 2, 4, 5,
10, 20, 25, 50, 100. Vylouéime-li z téchto déliteldi samozfejmé délitele 1
2 100 a déle ¢isla 2, 5, 10, jejichz znaky délitelnosti jiz zndme, dostaneme
pro zbyvajici délitele obdobné znaky délitelnosti.

Znaky délitelnosti étyFmi, dvaceti, dvaceti péti a padesati
Piirozené ¢islo je délitelné ¢tyfmi (dvaceti, dvaceti péti, pade-
sati), pravé kdyz jeho posledni dvojcisli (¢islo vyjadiené jeho
poslednimi dvéma ciframi) je délitelné ¢tyimi (dvaceti, dvaceti
péti, padesati).

Pfiklad 1
Rozhodnéte, zda ¢isla 25316 a 138675 jsou délitelnd étyimi ¢i dvaceti
péti.
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Regeni

Cislo 25 316 je délitelné &tyfmi, protoze posledni dvojéisli 16 je délitelné
¢tyFmi; neni délitelné 25, protoZe 16 neni délitelné dvaceti péti.

Ciislo 138675 neni délitelné ¢tyimi, protoze posledni dvojéisli 75 neni
délitelné &tyimi; je délitelné dvaceti péti, protoze 75 je délitelné 25.

Délitelnost pfirozenych &isel tfemi a deviti se pozna z délitelnosti
jejich cifernych souétl tfemi a deviti.

Znaky délitelnosti tfemi a deviti
Ptirozené &islo je délitelné t¥emi (deviti), pravé kdyz jeho ci-
ferny soucet je délitelny tfemi (deviti).

Priklad 2
Rozhodnéte, zda &isla 1032 a 672534 jsou délitelna tfemi ¢i deviti.

Reseni

Cifernj; soudet &isla 1032 je &islo 6. Cislo 6 je délitelné tfemi, proto ¢islo
1032 je délitelné tfemi. Cislo 6 neni délitelné deviti, proto ¢islo 1032

neni délitelné deviti.
Ciferny soucet ¢isla 672 534 je 27, coz je &islo délitelné tfemi i deviti.
Proto &islo 672534 je délitelné tfemi i deviti.

Objasnéme si znaky délitelnosti tfemi a deviti napiiklad avahou
o ¢isle 7038.

7038=7-10°+0-10°4+3-10+8=7-1000+0-100+3-10+8 =
=7(999+1)+0(99+1)+3(9+1)+8=
=7-999+0-99+3-9+7+0+3+8=
=9(777+0+3)+(7T+0+3+8)
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Obdobné miizeme postupovat i v obecném pripadé pfirozeného ¢isla n
zapsaného Cislicemi cxcp_1 ... c100-

I

ck-10k+ck_1-10k71+...+cl-lU-i—cD:
ck(99...94+ 1)+ ee1(9...94+ 1) +...+c1(9+ 1)+ =
=9(11... leg+1...leg—1+...+c1) + (g +cr—1 + ...+ 1 + <o)

n

V obou piipadech vidime, Ze prvni séitanec je délitelny deviti,
a2 tedy i tfemi. Druhy séitanec, tj. podtrzeny vyraz, je ciferny soucet
puvodniho ¢isla. Je zfejmé, Ze dané Cislo je délitelné tfemi (deviti),
pravé kdyZ jeho ciferny souéet je délitelny tfemi (deviti). Je dokonce
vidét, Ze Cislo a jeho ciferny soucet ddvaji pii déleni tfemi (deviti) stejny
zbytek.

Pfi uréovani délitelnosti pfirozenych éisel Sesti nebo dvanécti vyu-
zijeme toho, ze 6 = 2-3 a 12 = 4 - 3, priemz ¢isla 2, 3 jsou nesoudélna,
cotéz plati pro Cisla 4 a 3.

Znaky délitelnosti Sesti a dvanacti

Prirozené ¢islo je délitelné Sesti, pravé kdyz je délitelné dvéma
a zaroven tfemi.

Prirozené cislo je délitelné dvanacti, pravé kdyz je délitelné
tfemi a zaroven ¢tyimi.

Ulohy

3.13 Rozhodnéte, kterd z danych ¢isel jsou délitelna &isly 2, 3, 4, 5, 6,
9,10 a 12:
a) 153 b) 1460 c) 9078 d) 51410
e) 536 f) 1164 g) 6335 h) 454 528

314 V dcisle 73%2 dopliitte na misto oznacené hvézdickou ¢islici tak, aby
vzniklé ¢islo bylo délitelné
a) tfemi, b) ¢tyfmi, c¢) deviti.

315 Ve ¢tyfeiferném éisle 427y nahradte = a y ¢islicemi tak, aby vzniklo
co nejmensi ¢islo délitelné dvanacti.
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5.16 Pomoci ¢islic 2 a 3 napiste vSechna trojcifernd pfirozena ¢isla, ktera
jsou délitelna
a) dvéma, b) tfemi, ¢) ¢tyfmi, d) Sesti.

5.17 Vyslovte pravidlo o délitelnosti pfirozenych ¢isel patnacti.

5.18 Zduvodnéte, pro¢ kazda dvé pfirozena ¢isla, jez jsou zapsana tymiz
¢islicemi v riznych poradich (naptiklad 245731 a 175 324), davaji
pii déleni tfemi tyz zbytek.

5.19 Zvolte libovolné prirozené c¢islo. Druhé cislo vytvorte tak, Ze za-
ménite poradi ¢islic zvoleného ¢isla. Pak od vétsiho disla odeététe
mensi. Zdtivodnéte, Ze vznikly rozdil je délitelny deviti.

5.3 Prvocisla a slozena cisla

V Gvodu této kapitoly jsme se domluvili na tom, Ze budeme pra-
covat jen v oboru pfirozenych ¢isel. Proto pod pojmem délitel budeme
rozumeét jen takového délitele, ktery je pfirozené cislo.

Pfiklad 1
Najdéte vSechny délitele ¢isla 48.

Reseni”

Cislo 48 rozloZime na souéiny dvou &isel, pfitom za prvniho &initele
volime postupné ¢isla 1, 2, 3 atd. Pokud rozklad se zvolenym ¢islem
nelze provést, pokrac¢ujeme k nasledujicimu ¢islu.

48 =1-48 48=2-24 48=3-16 48=4-12 48=6-8

Rozklady zpravidla zapisujeme do prehledné tabulky:
48 Cislo 48 ma 10 rtiznych déliteli: 1, 2, 3, 4, 6, 8,
12, 16, 24, 48. Mnozinu délitelit symbolicky zapi-
Seme takto: D(48) = {1,2,3,4,6,8,12,16, 24, 48}

D W=
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Pro kazdé pfirozené Cislo n plati n = 1 - n. Proto éislo 1 je déli-
telem kazdého pfirozeného &isla n. Cislo 1 ma nejmensi pocet déliteli,
délitelem ¢isla 1 je jenom d¢islo 1. Kazdé pfirozené ¢islo n > 1 ma aspon
dva rizné pfirozené délitele: ¢islo 1 a samo sebe.

Podle poctu délitela rozdélujeme piirozena ¢isla vétsi nez jedna na
prvocisla a slozena cisla.

Prvodisla jsou vSechna pfirozend ¢isla, kterd maji pravé dva
rizné délitele, ¢islo 1 a samo sebe.

SloZena é&isla jsou vSechna pfirozena ¢isla, ktera maji aspon
tii rizné délitele.

Cislo 1 nepovazujeme ani za prvodéislo, ani za slozené ¢islo.

Slozené éislo casto potiebujeme vyjadrit ve tvaru soucinu jeho dé-
litell vét8ich nez jedna. Takovému vyjadieni fikdme rozklad sloZeného
¢isla. Rozklad slozeného ¢isla mizeme provést zpravidla vice zpusoby,
napfiklad:

24=2-12=3.-8=4-6=2-2-2.3=2%.3

Vidime, Ze slozend ¢isla mizeme postupné rozlozit az na soucin
prvocisel. Zapis slozeného ¢isla ve tvaru soucinu, jehoz kazdy ¢initel je
prvodislo, se nazyva prvoéiselny rozklad slozeného ¢isla.

Uvedme si nékteré zptisoby, kterymi dojdeme k prvociselnému roz-
kladu cisel.

Priklad 2

Provedte prvoéiselny rozklad éisla 36.

Reseni

Regeni provedeme tiemi zpisoby:
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Cislo 36 miiZeme zapsat jako soudin prvocisel 2 - 2 - 3 - 3. Nejpfe-
hlednéjsi je 3. zpusob, tzv. tabulkovy zapis, v némz zaznamendvame
prvoéiselné délitele v pravém sloupci a v rozkladu pokracujeme az v le-
vém sloupci vyjde podil jedna. Pfi vyhledavani délitelt uplatiiujeme
znaky délitelnosti.

Rozklad piirozenych ¢&isel od 1 do 1000 je uveden v Matematic-
kych, fyzikdlnich a chemickych tabulkdch pro stfedni Skoly. V tomto
piehledu muiZete rovnés najit vechna prvocisla mensi nez 1000; jsou
zde vytiSténa tuéné. PHi rozkladech, ipravach zlomki a numerickych
vypodtech je uZitetné védét, kterd z &isel jsou prvodisla. Uvedme si
alespon prvocisla, ktera jsou mensi nez 100:
2,3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61, 67, 71,
73, 79, 83, 89, 97

Ke kazdému prvodislu lze najit jesté vétsi prvocislo. Jenze se zvét-
viak nékde narazite na informaci o nejvétsim dosud nalezeném prvo-
&isle, mtizete si byt skoro jisti, Ze mezitim bylo nalezeno prvocislo vétsi.
Velké prvoéisla se obvykle hledaji mezi ¢isly tvaru 2P — 1, kde p je prvo-
¢islo (tzv. Mersennova prvocisla). V dobé piipravy této ucebnice bylo
takovim rekordmanem prvoéislo 23021377 — 1 které m4 téméf milion
¢islic.

Pii hledéni prvociselného rozkladu ¢isla pouzivame vétu:

Kazdé slozené ¢islo n je délitelné asporn jednim prvocislem p,
pro které plati
p < /n.
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Zjistime-li, Ze ¢islo n neni délitelné zadnym prvoéislem p, pro které
plati p = \/n, pak n je prvoéislo.

Priklad 3
Provedte prvoéiselny rozklad &isla a) 943, b) 349.

Reseni

a) Protoje v/943 = 30,7, stadi podle predchazejici véty zjistovat de-
litelnost ¢isla 943 prvodisly, kterd Jjsou mensi nez 31, tj. prvocisly
2,3,5,7, 11, 13, 17, 19, 23 a 29. V tomto piipadé zjistime, Ze
az pfedposledni z nich, tj. prvoéislo 23, je délitelem daného éisla.
Plati: 943 = 23 - 41

b) Pro é&islo 349 je tfeba vyzkouset délitelnost prvoéisly 2, 3, ... il
protoZe /349 = 18,7. Zadné z tichto prvocisel vak neni délitelem
daného ¢isla a to znamena, 7e 349 je prvodislo.

V piikladu 2 jsme ¢islo 36 zapsali Jako soucin 2-2- 3. 3. Zapisy pr-
vociselnych rozkladi miiZzeme struéngji zapsat uzitim mocnin prvocisel.
MiZeme napiiklad zapsat:

36 =22-3% 1600=2°.52, 105840 =2%.33.5.72

V prvoéiselnych rozkladech uspofadame &initele tak, aby zdklady moc-
nin byly sefazeny vzestupné. Pfi dodrieni této zasady je uvedeny za-
pis prvociselného rozkladu jednoznaény pro kazdé pfirozené ¢islo. Tuto
skutecnost vyjadiuje véta, kterou nazyvame zékladni véta aritmetiky.

Kazdé pfirozené é&islo n > 1 lze zapsat jedinym zpiisobem ve
tvaru

e | T2 T
R=Pii-Po 0 e

kde py < p2 < ... < pi jsou prvoéisla a L A (o)
prirozena ¢isla.
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Ulohy

5.20 Provedte tabulkovy zapis prvociselného rozkladu &isel:
a) 72 b) 210 ¢) 495 d) 5775 e) 3861

5.21 V souvislosti s délitelnosti pfirozengch ¢isel se hovoii o tzv. dokona-
lych éislech. Prirozené ¢islo nazyvame dokonalé, rovna-li se souétu
svych déliteld, které jsou od ného odlisné. Nejmensi dokonalé éislo
je 6 (plati 1 + 2 + 3 = 6). Pokuste se najit nasledujici dokonalé
¢islo.

5.22 Co nejtspornéj$im zpusobem rozhodnéte, kterd z danych ¢isel jsou
prvocisla:
a) 667 b) 677 c¢)439 d) 1591 e) 4187

5.23 Upravte dané zlomky na zakladni tvar:

91 1825 696 3600
a) — b) ¢) —— d) —
104 3200 2088 4062

5.24 Zapiste prvociselny rozklad danych éisel jako souc¢in mocnin prvo-
Cisel, jejichz zdklady jsou usporadany vzestupné:
a) 360 b) 4410 c) 28875 d) 8580

5.25 Vprehledu prvocisel mensich nez 100, ktery je uveden v ucebnici,
vyhledejte tzv. prvociselna dvojcata, tj. prvocisla p, p+2. Vyslovte
hypotézu o spolecném déliteli ¢isel, kterd lezi mezi témito dvojcaty.

5.26 Kazdé prvocislo vétsi nez 3 lze vyjadrit ve tvaru 6n—1 nebo 6n+1,
kde n je prirozené ¢islo. Plati i obracend véta?

5.27 Rozhodnéte, zda krome ¢isla 4 existuji dalsi éisla, ktera maji pravé
tii délitele. Jak souviseji s prvoéisly?
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5.4 Nejvetsi spolecny délitel, nejmensi spole¢ny nasobek

V novych souvislostech si pfipomenime pojmy, které jste poznali
uz v zdkladni Skole a pouzivali pii feSeni nékterych tloh.

Pfiklad 1

Obdélnik, jehoz strany maji délky 16 cm a 12 cm, rozdélte na co nej-
mensi pocet shodnych c¢tverci. Urcete délku strany téchto ¢tvercl a
jejich pocet.

Regeni

Délka strany c¢tverce musi byt délitelem délek obou stran obdélniku.
Hleddme tedy éislo, které je spoleénym délitelem ¢isel 16 a 12. Protoze
ctvercl ma byt co nejméné, musime najit nejvétsiho spoleéného délitele
Cisel 16 a 12.

Pfi hledani nejvétsiho spolecného délitele miizeme postupovat na-
priklad tak, Ze najdeme vSechny délitele obou ¢isel, vyhledame vSechny
spolecné délitele a z nich vybereme nejvétsiho.

D(16) = {1,2,4,8,16}, D(12) = {1,2,3,4,6,12}

Spoleéni délitelé jsou ¢isla 1, 2, 4. Nejvétsi z nich je ¢islo 4.
Jiny postup pii hledani nejvétsiho spolecného délitele je zaloZen
na uziti prvociselnych rozkladi:

16 = 2¢ 16 = 22 .22
12=2922.3 12=22.3

Prvocislo 3 nemiiZze byt spolecnym délitelem ¢isel 16 a 12, protoze
neni délitelem ¢isla 16. Spoleénym délitelem mtze byt jen mocnina
prvodisla 2. Nejvétsim spoleénym délitelem &isel 16 a 12 je 22 (viz pravy
sloupec), tj. ¢islo 4.
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Strana hledaného étverce méa délku 4 cm (obr. 5.1).
12

Obr. 5.1

Pro nejvétsiho spoleéného délitele ¢isel a, b zavedeme symbol
D(a, b). Podobny zpiisob zépisu uzivame i pro vice €isel, napf. D(a,b,c)
apod.

Pozndmka. Pozor, nezaméhnjte oznaceni pro mnozinu véech délitelt ¢isla a, tj. D(a),

a symbol pro nejvétsiho spoleéného délitele a, b, tj. D(a,b). D(a) je mnoZina, kdezto
D(a,b) je cislo.

UkaZme si, jak budeme postupovat pfi hledani spoleéného délitele
vice ¢igel.

Pfiklad 2
Najdéte nejvétiiho spoleéného délitele cisel 36, 48, 60.

Resent

1. zplisob — uZitim mnozin déliteli

D(36) = {1,2,3,4,6,9,12, 18, 36}
D(48) = {1,2,3,4,6,8,12,16, 24,48}
D(60) = {1,2,3,4,5,6, 10,12, 15, 20, 30, 60}

Najdeme spoleéné délitele, tj. D(36) N D(48) ND(60) = {1,2,3,4,6,12}.

Nejveétsi spolecny délitel je ¢islo 12.
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2. zpusob — uzitim prvociselnych rozklad.

36 =22.32 36 =22. 33
48=12%.3 48 =922.92.3
60=22.3.5 60=22. 3. 5

Ve vSech trech prvoéiselnych rozkladech danych éisel se vyskytuji
mocniny prvoéisel 2 a 3. Nejvydsi mocnina prvoéisla 2, kterd je spoleé-
nym délitelem vSech tif ¢isel, je 22. Nejvy$si mocnina prvoéisla 3, ktera
je spoleénym délitelem vsech tfi ¢isel, je 3. To znamen4, Ze nejvétsi spo-
leény délitel t¥i danych éisel je 22-3 = 12. ZapiSeme D(36,48,60) = 12.

Zobecnénim tvahy o nalezeni nejvétsiho spole¢ného délitele uzitim
prvodéiselnych rozkladi dostaneme vétu:

Nejvétsi spoleény délitel Cisel a, b, ¢ je soudin mocnin téch
prvodisel, ktera se vyskytuji zaroven ve vSech prvoéiselnych
rozkladech ¢isel a, b, ¢; pfitom exponent kazdého prvocisla je
nejmensi exponent vyskytujici se u tohoto prvocisla v rozkla-
dech ¢isel a, b, c.

Reseni uzitim mnozin délitelf pouZivame zpravidla pro mald pfiro-
zend Cisla. U vétsich ¢isel je vyhodnéjsi metoda s vyuzitim prvociselnych
rozkladi.

Jak budeme postupovat pfi hledani nejmensiho spole¢ného nasob-
ku? Zkusme postupovat obdobné jako pfi hledani nejvétsiho spole¢ného
délitele.

Pro nejmensi spoleény nasobek ¢&isel a, b, zavedeme symbol n(a, b).
Podobny zptisob zdpisu uziviame i pro vice ¢&isel, napf. n(a, b, ¢) apod.
Mnozinu vSech nasobki ¢isla a zapiSeme symbolem N(a).

Ptiklad 3
7

Najdéte nejmensiho spoleéného jmenovatele zlomki 36’ 120"
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Resent
Najit nejmenstho spoleéného jmenovatele danych zlomkl znamend najit
nejmensi spoleény nasobek ¢isel 36 a 120.
1. zpiisob — uZitim mnozin nasobkl:

Mnoziny vsech pfirozenych nasobki ¢isel 36 a 120 nemlZeme za-
psat vyétem prvki, protoZe jde o nekoneéné mnoZiny. Zcela ndm po-
stadi, kdyz vypiSeme nékolik prvnich prvki téchto mnozin:

N(120) = {120,240, 360, 480, ...}
N(36) = {36, 72, 108, 144, 180, 216, 252, 288, 324, 360, ...}

Hleddame nejmensi éislo, které je prvkem obou mnoZin, tj. je nejmen-
§im prvkem jejich priniku. Takové ¢islo se v zapisech obou mnozin jiz
vyskytuje a je to ¢islo 360.

2. zptsob — uzitim prvoéiselnych rozkladi:

36 = 22 - 32
120=2%.3.5

Pii hleddni nejmensiho spoleéného nasobku uzitim prvociselnych
rozklad si sta¢i uvédomit, Ze pro mocniny se stejnym zakladem plati:
Mocnina s vy$$im exponentem je vidy nasobkem mocniny s nizSim
exponentem (napf. 2% = 22.2, 32 = 3-3 apod.). JestliZe v prvociselném
rozkladu &sla 36 se vyskytuje 22 a v prvociselném rozkladu ¢isla 120 je
23, pak v prvoéiselném rozkladu jejich nejmensiho spoleéného nasobku
musi byt 2°. Jestlize v rozkladu ¢isla 36 je 3% a v rozkladu ¢isla 120 je
3, pak v rozkladu n(36,120) musi byt 32. Jestlize v rozkladu ¢isla 36
neni mocnina péti a v rozkladu &isla 120 je 5, pak v rozkladu n(36, 120)
musi byt 5. To znamena, ze

n(36,120) = 2° - 3% - 5 = 360.

o
Nejmensi spoleény jmenovatel zlomkd — a — je 360.
36 120

Priklad 4
Najdéte nejmensi spoleény nasobek ¢isel 6, 21, 28.
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Reseni
1. zplisob — uZitim mnozin nasobkii:
N(6) = {6,12,18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66, 72, 78,84,90...}

N(21) = {21,42,63,84,105,...}

N(28) = {28,56,84,...}
Nejmensi spoleény nésobek je nejmensi éislo, které je prvkem vsech tii
mnozin nasobki. Je to ¢islo 84, tedy

n(6,21,28) = 84.

2. zplisob — uzitim prvoéiselnych rozkladi:

6=2-3 6=2-3
21=3-7 21= 3.7
28=2%2.7 28 =22 .7

V prvoéiselnych rozkladech se vyskytuji mocniny prvoéisel 2,3, T.
Postupujeme obdobné jako v piikladu 3, tj. uvédomime si, Ze mocnina
s VySSim exponentem je vidy nasobkem mocniny s ni#$im exponentem.
Nejvy$si mocnina vyskytujici se v prvoéiselnych rozkladech &isel 6, 21,
?8 u prvodisla 2 je 22, u prvocisla 3 je 3au prvoéisla 7 je 7. To znamend,
Ze

n(6,21,28) =2%.3.7 = 84.

Zobecnénim Gvahy o nalezeni nejmensiho spoleéného nasobku uzi-
tim prvociselnych rozklad@ dostaneme vétu:

Nejmensi spolecny nasobek ¢isel a, b, ¢ je soudin mocnin viech
prvocisel, kterd se vyskytuji aspoii v jednom prvoéiselném roz-
kladu ¢isel a, b, ¢; pfitom exponent kazdého prvocisla je nej-
vetsi exponent vyskytujici se u tohoto prvoéisla v rozkladech
cisel a, b, c.

Priklad 5

Uréete nejvétsiho spoleéného délitele a nejmensi spolecny nasobek é&isel
756 a 1680.
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Resend

756 =22.3%.7 =2%2.3% .7
1680 =2%*-3-5-7 =2*.3 -5.7
D(756,1680) =2%-3 - 7=84
n(756,1680) =2*.3%.5.7=15120

Soudin 756 - 1680 = 1270 080.
Souéin D(756,1680) - n(756,1680) = 84 - 15120 = 1270 080.

V obou pfipadech nam vySel stejny vysledek. Je to nahoda, nebo
pro v8echna pfirozena ¢isla a, b plati

a-b= D(a,b)- n(a,b)?

Vsimnéme si v prikladu 5 pozorné prvodiselnych rozklad danych
disel, D(756,1680) a n(756,1680).

Vyskytuje-li se mocnina prvoéisla v obou prvoéiselnych rozkla-
dech danych déisel, uplatnime vZdy mensi mocninu kazdého prvodisla
v nejvétsim spolecném déliteli a vétsi mocninu kazdého prvodisla v nej-
mensim spoleéném nasobku. Pokud se v obou prvodéiselnych rozkladech
vyskytuje stejnd mocnina prvocisla, zapiSeme ji v nejvétsim spolecném
déliteli®i v nejmensim spoleéném nasobku. Vyskytuje-li se mocnina pr-
vocisla jen v prvodiselném rozkladu jednoho ¢isla, uplatnime ji v nej-
mensim spoleéném nasobku. To plati pro libovolna dvé pfirozend éisla.
To znamena, ze soucin D(a,b) - n(a,b) je tvofen pravé vSemi mocni-
nami prvocisel z rozkladu ¢isel a, b. Proto pro vSechna a,b € N plati
ab = D(a,b) -n(a,b).

Pozor, pro tii a vice ¢isel obdobna véta neplati! Promyslete.

Ulohy

5.28 Urcete nejvétsiho spoleéného délitele Cisel:

a) 60 a 84 b) 720 a 1080 ¢) 756 a 1260
d) 30, 42, 66 e) 63, 108, 117 f) 162, 243, 405
5.29 Najdéte nejmensi spoleény nasobek cisel:
a) 24 a 40 b) 27 a 56 ¢) 54 a 126
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d) 12, 18, 30 e) 8, 22, 26 f) 36, 126, 198
Vyjadiete dané zlomky v zdkladnim tvaru:
216 135 576
a) — b) — c) ——
468 495 2016
5544 10296 7938
d) — e) —— f) ——
8568 15048 . 26082
Vypoditejte:
) 3 " 7T 13 b) 5 5 7 " 8
T P a4 2
10 16 24 6 15 25
9 11 12 7 J. 5
) ——— — — d) =k =
14 30 35 27 35 21
Najdéte nejmensiho spole¢ného jmenovatele zlomki:
) 1 3 b) T 5
a) — a — —a —
12 % 32 120 * 144
2 79 5 8 13
i i e e
31" 8 32 28 65 132

V krabici tvaru kvadru jsou ve ¢tyfech vrstvach uloZeny étyfi druhy
krychli. V prvni vrstvé jsou krychle s hranou délky 12 cm. V kazdé
nasledujici vrstvé je délka hrany krychle o 2cm mensi nez délka
hrany krychle v pfedchézejici vrstvé. Za predpokladu, Ze mezi sté-
nami krabice a krychlemi i mezi krychlemi navzajem nejsou zadné
mezery, vypocitejte
a) jaké jsou nejmensi mozné vnit¥ni rozméry krabice,
b) kolik krychli jednotlivych druhti je v této nejmensi mozné kra-
bici.
Urcete nejmensi mozny pocet cviéenct, o nichZ vite, Ze nastoupi-li
do dvojstupu, trojstupu, ¢tyfstupu, pétistupu, Sestistupu, bude
vzdy jeden cvicenec chybét do tiplného (obdélnikového) tvaru.
Na fotbalovy zapas pfislo pfiblizné 10000 divakt. Uréete pfesny
pocet divakd, vite-li, Ze o ném jeden mlady matematik prohlasil:
Kdyz vydélim pocet divakt deseti, dostanu zbytek 9, pfi déleni
deviti dostanu zbytek 8 atd., az pfi déleni dvéma dostanu zbytek 1.
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6. MOCNINY S PRIROZENYM A CELYM MOCNITELEM

6.1 Mocniny s pFirozenym mocnitelem

+ 74747 struéné zapiseme jako souc¢in 5-7. Podobné souéin 7-7-7-7-7
struéné zapiSeme jako mocninu 7°. S pojmem mocnina se setkdvame uZ
u starovékych Rekii. Trvalo viak velmi dlouho, nez nauka o mocninich
doséhla své dnesni podoby. Napfiklad v souc¢asné dobé pouzivany zapis
mocnin zavedl teprve francouzsky matematik a filozof René Descartes
[¢ti dekart] ve svém dile Géométrie, které vyslo v roce 1637.
Pfipomenme si definici a pravidla pro poé¢itani s mocninami.

Pro kazdé redlné ¢islo a a kazdé pfirozené éislo n je
n

a =a-a-...-Qa,

kde v souc¢inu na pravé strané je n ¢initela.

Vy-raz a™ se nazyvd mocnina, a je zdklad mocniny (mocnénec) n
je mocnitel (exponent).
7 definice vyplyva, ze
a) pro kaZdé realné &islo a plati ' = a,
b) pro kaZdé pfirozené ¢islo n plati 1" =1 a 0" = 0.
Zkoumame-li, kdy je mocnina s pfirozenym mocnitelem kladné
a kdy zaporné ¢islo, miizeme opét pfimo z definice odvodit, Ze je-li a
kladné realné ¢islo, pak mocnina je vidy kladna. Je-li a zaporné realné
¢islo, pak zaleZi na tom, zda mocnitel je sudé, nebo liché ¢islo. Je-li
mocnitel sudé ¢islo, pak mocnina je soucin sudého poctu ¢initeli, tedy
sudého poctu zapornych ¢&isel, a mocnina je proto kladné cislo. Je-li
mocnitel liché ¢islo, jedna se o soudin lichého poétu zapornych ¢isel
a mocnina je v tomto pripadé zaporné ¢islo. Zavér nasi ivahy zapiSeme
stru¢né:
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Pro kazdé a € R a pro kazdé n ¢ N plati:
a) je-li a > 0, pak a” > 0,
b) je-li @ < 0, pak a®" > 0,
c) je-lia <0, pak a1 < (.

Piiklad 1
Vypoditejte:

) 10! 2 o (5)

d) 0° e) 110 £) (~1)47
Regeni

a) 100 =10 b) (-2)*=(-2).(-2)- (-2) = -8

Ing 101 1 1 1
G - T —e 8 o
)() 2'2°3°2" 15 VO=0
7

e) 1=1 f) (~1)*7 = —1 (mocnitel je liché &islo)

V’ matematice, pfirodnich a technickych védich ¢asto pracujeme
s velkymi. Cisly, kterd zpravidla zapisujeme pomoci mocnin se zdkla-
dem 10,7 t). ve tvaru a - 10", kde 1 £ a < 10, n € N. Exponent n ¢isla
zapsaného ve tvaru a - 10" uréime tak, zZe zjistime ¥ad prvni platné
cislice zapisovaného &isla.

Priklad 2
?api§te ve tvaru a - 10", kde 1 £ a < 10, n € N, nasledujici ¢iselné
adaje:

a) Délka nejdelsiho horského systému Kordillery je 15000 km.

b) Rozloha nejvétsiho jezera Kaspického mote je 371000 km?2.

¢) Rozloha nejvétsi pousts Sahary je 7750 000 km?.

Resend
a) 15000 = 1,5 - 104
b) 371000 = 3,71 -10°
¢) 7750000 = 7,75 - 105
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Pii zaokrouhlovani éisel zapsanych ve tvaru a - 10™ se jako platné
&islice pocitaji jen éslice, které tvoii ¢islo a. Napf. &isla 1,5-10%; 30-10°;
0,25-10% maji po dvou platnjch éislicich. Zapiseme-li je ve tvaru a-10™,
kde 1 < a < 10, n € N, dostaneme 1,5 - 104; 3,0 - 107; 2,5 - 102,

7 definice mocniny s pfirozenym mocnitelem mizeme odvodit véty
pro poéitani s mocninami. Napf. vétu o ndsobeni mocnin se stejnym
zékladem, ktera zni:

Pro kazdé realné &islo a a pro kazda prirozena ¢isla r, s plati

a8 =g,
Na zakladni skole jste vétu odvodili tak, Ze jste na zakladé nékolika
konkrétnich pfikladii na ndsobeni mocnin provedli zobecnéni. Ukazme si
diikaz této véty, ktery vyplyvé z definice mocniny a je velmi jednoduchy.

T4s

T

a-a*=a-a-...ra-a-a-...-a=a-G ... A=a

r Einiteli s ¢initelu r+s Einiteli

Ditkazy dalich vét nebudeme uvadét, prehledné si vSak zapiSeme
viechny véty pro poéitani s mocninami s pfirozenym mocnitelem.

Pro kazda dvé realna ¢isla a, b a pro kazda ptirozena ¢isla r, s

plati:
a-a=—a
(a’." 8 aT‘:
g =a . s aE0rs
(a-b)" =a" -V
aNmi- gl
-] =—, b#0
(b) br 7
Slovné:

Mocniny se stejnym zakladem nasobime tak, Ze zdklad umocnime
sou¢tem mocnitelii.

Mocninu umocnime tak, Ze zaklad mocniny umocnime soudinem
mocnitelil.

JestliZe je mocnitel délence vétsi neZz mocnitel délitele, délime moc-
niny se stejnym zakladem tak, ze zaklad umocnime rozdilem mocnitelt.

Souéin umocnime tak, Ze umocnime kazdého ¢initele.

Zlomek umocnime tak, Ze umocnime ¢itatele 1 jmenovatele zlomku.

Ulohy
6.1 Vypoditejte zpaméti:
T8
a) 300! b) 07 ¢) 28 d) (—)

244
) 5 f 112 —1)35 for
e (-2°  f) 8 (U* 1w (3)
6.2 Rozhodnéte, zda plati:
1430 1422
=] >0 b) (-5)'° - =
a.)(g) ) (=5)15 > 0 o) ( 5) >0
d) 03 >0 e) (-3+91 <0 f) (=3)"-(-3) <0
6.3 Uvedené udaje vyjadfete v jednotkidch uvedenych v zavorce a za-
piste je ve tvaru a - 10", kde 1 £ a < 10, n € N.
a) 6378 km (m)  b) 250 hl (1)
c) 650 MW (W) d) 27 m® (1)
6.4 Zaokrouhlete na dvé platné &islice a vyjadiete ve tvaru a- 107, kde
1<a<10,n€eN:
a) 16372000 b) 455328 «¢) 71602 d) 2013

6.5 Vypocitejte:

25.27 (=3)%- (-3)¢ (28 «3%)®

» Ve e
AT oSN b B0 o) NN ol B )
23) -5 Vmer Ve

6.6 Dané vyrazy vyjadrete jako mocniny se zikladem 2 nebo 3 a bez
pouziti kalkulacky vypocitejte:
(210.3)2 /81,3 95.27 36
g E WL i
2.313 64 272.96 63
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128-3%\3 (16-3%)? gt.98 2.38
c) ( ) : d)
q1-8 04 728 27
6.7 Vypocitejte:
2(ab)®  (3a3b?)? b 5a*b" (2(1253)3
a) 3a2b  adb? 2ab® ab?
5,3 3 TzlyT  (2%y)?
C)‘zmy (osy) d) y:(szs
(2z2y)2 ~ \2xy° 8z3y  (22%y?)

6.2 Mocniny s celym mocnitelem

V pfedchazejicim ¢lanku jsme si zopakovali definici mocniny a pra-
vidla pro poéitani s mocninami, jejichz zaklady byla libovolna reilna
&sla, ale mocniteli byla jen ¢isla pfirozena. Nyni pojem mocnina rozsi-
fime tak, aby mocnitelem mohlo byt libovolné celé cislo.

Ve viech vétach pro poéitini s mocninami s pfirozenym mocni-
telem mohou byt mocnitelé libovolnd piirozend &isla. Pouze ve vété
o déleni mocnin se stejnym zakladem plati pro mocnitele 7, s podminka
r > s. Zkoumejme, co se pii déleni mocnin stane v pfipadé, kdy r = s.

Pro libovolné nenulové realné &islo a a pro libovolné piirozené ¢islo
7 plati

% v 3z . Y O o\
Budeme-li pro kazdé nenulové realné ¢islo a definovat @ = 1, muzeme
uvedenou rovnost zapsat

b

a
_Za
a”

To viak znamena, rovnost

plati i pro r = s.
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Z uvedené Gvahy vyplyva, ze je ucelné rozsifit definici mocniny
i pro mocnitel nula a nultou mocninu realného ésla a # 0 definovat
takto:

Pro kazdé redlné éislo a # 0 plati a® = 1.

Pozndmka. Véta o déleni mocnin se stejnym zdkladem plati pro a # 0, vyraz 0°
neni definovan.

Pokrac¢ujme dél a prozkoumejme platnost véty o déleni mocnin se
stejnym zakladem pro pfipad r < s.

Pro libovolné nenulové realné ¢islo a a pro libovolna piirozena, ¢isla
r, s, kde r < s, plati

7 €initela 7 Einitela
a” a-a ... a a-a-...-a 1
a? a-a-... @ a a4 ... aa-a-...-Q T Bt O
i,
s ¢initeli 7 Cinitel s—r ¢initell s—r &initeli

1
= ——, kde s — r je pfirozené ¢islo.
aS—T‘

Pro kazdé nenulové redlné éislo a a pro kazdé pfirozené ¢&islo m
definujeme

—-m __

Pak muazeme psat
a—r = L =a" ") = @75 kde r — s je celé zaporné &isl
as as—T ? J P Q:

To ovSem znamena, Ze vztah

g 7% platiipro 7 <s.
a

Je tedy tcelné rozsifit definici mocniny i pro zaporny mocnitel takto:
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Pro kazdé realné éislo a # 0 a pro kazdé celé ¢islo m plati:
1

am™’

ot £ e
a =

Rovnost uvedenou v této definici miZeme zapsat také ve tvaru
1ym
= (—) :
a
Pfi odstrafiovani zdporného mocnitele postupujeme tedy tak, Ze

zéklad mocniny nahradime pfevracenym ¢islem a mocnitele nahradime
¢islem opacénym.

Priklad 1

Vypocditejte:
a) 10—2 b) (0,002)73 c) (v2)™4

Resent
1 1
a) 1072= — =—=10,01
N 102 100
2 \-3 100043
b) (0,002)% = (—— = (=—=) =500% = 125000000
) 00027 = (1555) = ()
1 \4 4 1
¢ Nd=(—=) =——=-=0,25
) (VD) (ﬁ) V2 4

Uvedeny piiklad naznacuje, Ze vypocty s mocninami s celym ex-
ponentem provadime stejné, at jsou zdklady mocnin éisla piirozend,
racionalni, ¢i iracionalni.

Z prikladu 1b) je patrné, e mocniny se zdpornymi mocniteli ne-
musi byt ,mala® &isla x, pro né plati —1 < z = 1. RovnéZ mocnina
s kladnym mocnitelem miiZze byt mensi nez zaklad.

Zapiseme si pfehledné vSechny véty pro pocitani s mocninami s ce-
lym mocnitelem.
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Pro kazd4 dvé realna &isla a, b a pro libovolna cela éisla 7, s

plati:
aBi=aF "
(GT‘)S — QT.‘:'
ala —=aie, ax0
(@-8)" =a"b"
anT T
(3) S T

Pozndmka. V uvedenych vétach nepfipoustime piipady, kdy zaklad mocniny a za-
rovei mocnitel je roven nule (vyraz 0° neni definovén).

Porovname-li tyto véty s vétami pro poditini s moeninami s pfiro-
zenym mocnitelem, vidime zjevnou analogii; pouze se zde zjednodusil
piredpoklad véty o déleni mocnin se stejnym zakladem.

Priklad 2

Za predpokladu, Ze a, b, ¢ jsou nenulova redlna &isla, vypoditejte:

- 1 -3
a) (3a"d72¢73) - (4a~%b%c1) b) (ia’zb%) : {da*b—8¢3)

ab—-i} _2 9 BbﬁS 3—1 3, -2
) (2) B,
c P aZc—4
Resend
a) (3a"67%¢73) . (4a~%b2c!) = 12ab0c 4 = @
c

1 5 N3
b) (éa_zb‘sc) : (407 8¢73) = (8a%h7%3) : (4a%8c73)

2 2
I
b
) (ab_"i)—? ¢t N2 c® bS8
C = | —— R —
ct (ab—3 ) a2b—6 a?
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) ab™3\-2 g7 2p%  p8¢B
Jiny postup: ( " ) = ik
—5 (3—163)2 32a6b_5 3—2bG

(12(,‘_4

9a8h" ) (341)3 ) -2

d
) a2c—4

=3 o3 atc—8
3%2h

—-11

azbcll
Cc

Zavedeni mocnin s celym exponentem umoziuje téz jednodussi
a prehlednéjsi zapisy nékterych é&isel ve tvaru a - 10", kde 1 £ a <
< 10, n € Z. Uvedeny zpiisob zapisu rovnéZ usnadni numerické vipocty
s témito cisly.

Piiklad 3
Vypocitejte:
0,000032 500000 b 0001 07
10000  0,00008 6000000 ~ 1050000
Resent
32-107% 5.10° 16-10°
) 0,000032 500000 3, 5 _ A
10000 0,000 08 1-10¢ 8.10-% 8.10-1
o001 07  1-107° 1,05-106  1,05-10°

6000000 1050000  6-106 7.10-1  42-10°
=0,025-10"%* =2,5-10"*
Ulohy
6.8 Vypocitejte zpdméti'
1y -2 -2 1v—=3 /6 —3
) (5) 5 (- ) (-3 @75 (-3
b) (-2)~%; —2-%; (0,75)7%; (-0,5)~3; —0,573
-2 1 5 -3 1 2 1 \-3 0
9 (v3) 5 ( 2) 1= 2) (- \/g) : (V5)

6.9 Vypocitejte:

a) 23 —4"2 524202
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6.10

6.11

6.12

6.13

06 -6 -6 )

¥ [ 2)3+( 70) —:3_Q:2—4
) (7 A7 () - (-5

Vyjadfete v co nejjednodussim tvaru:
a) (V5-2)" b) (2-6) "
o) (V3-v2)~° d) 40 (5 — v5)
Dand ¢isla zapiste ve tvaru a - 10", kde 1 £ a < 10, n € Z:
a) 13200; 6400000; 58,2; 125
b) 0,25; 0,000 345; 0,7; 0,002 36
Dané ¢isla zapiSte ve tvaru a - 10", kde 1 £ a < 10, n € Z, a pak
vypocitejte:
105000
a) 800000 - 0,025 b)
0,021
4 0,252 200 0,000 575 ‘ 0,005
770000 0,9 2300000 ~ 100000
Zjednoduste nasledujici vyrazy za pfedpokladu, ze a, b, ¢, d jsou

nenulova redlna ¢isla, a vysledek zapiste pomoci mocnin s pfiroze-
nym mocnitelem:
a) (7a%07%¢2d)- (Ba—%b9e3d~1)
b} {916~ d) & (TaPbBe2d?)
) 5a72bc3d=*  21a°b2ed?
c , - 5
3a=33c5d~7  105aPb—4c2d3
TP 2a DBa2p4d2
8a2d® = 64abbc2?

e) (Ctl_ifg ) - (2:_53;32 ) b

d)
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7. MNOHOCLENY Priklad 1

Zjistéte, pro které hodnoty jednotlivych proménnjch ma kazdy z na- }
sledujicich vyrazii smysl, a uréete jeho hodnotu pro dané hodnoty pro-

7.1 Vyrazy

S vyrazy jste se v matematice setkali jiz mnohokrat; jsou to napf.
tyto zapisy:

a+b

2(a — b)?’ g’z —5), le—yl+vaty, (k+17%

Q| =

Vyskytuji se v nich jednak urcita ¢isla, kterym fikdame konstanty,
jednak pismena, kterd oznacuji proménné; proménné zastupuji ¢isla
7z uréité mnoziny, kterd se nazyvd obor proménné. Tak tfeba ve vy-
razu %m‘zv, ktery udava objem rotaéniho kuzele o vysce v a poloméru
podstavy r, jsou konstantami cisla %, 7 a proménnymi pismena 7, v;
konstantu = si jisté nebudete plést s proménnou, i kdyZ je zapsana pis-
menem; jako éislo ji totiz ani zapsat nemiZeme, protoze jeji desetinny
rozvoj je nekoneény a neperiodicky (zapisy tohoto iraciondlniho ¢isla
ve tvaru 3,14, resp. % jsou pouze pfiblizné).

Ve vyrazu %m‘zv pro objem kuZele je oborem kazdé z obou pro-
ménnieh r,v mnozina viech kladnych redlnych ¢isel, nebot vyska ani
polomér nemohou nabyvat hodnoty nulové ani hodnot zédpornych. Be-
reme-li viak tento vyraz jako takovy, tj. bez toho, Ze jde o objem kuzcle,
miizeme za obor kazdé z obou proménnych vzit mnozinu viech realnjch
¢isel. Obycéejné tak postupujeme vzdycky: nejsou-li obory jednotlivych
proménnych uvedeny nebo nejsou-li zfejmé z vyznamu daného vyrazu,
povazujeme za obor kazdé proménné mnozinu viech cisel, kterd lze do
vyrazu dosadit, aniz ztrati smysl nékteré z operaci v tomto vyrazu —
nedojde napt. k déleni nulou, k odmociiovani zdporného ¢isla apod.
Tyto ¢iselné mnoZiny, z nichZ je mozno za proménné dosazovat, urcuji
defini¢ni obor daného vyrazu; fikame téz, Ze pro tyto hodnoty promén-
nych dany vyraz ma smysl. Dosadime-li do vjrazu za viechny proménné
libovolna é&isla, pro néZ ma tento vyraz smysl, a provedeme-li operace
timto vyrazem predepsané, dostaneme jako vysledek Cislo, kterému se
iika hodnota vyrazu (pro zvolené hodnoty proménnych).

130

ménnych:

o ee, g5 i
3_1‘1‘1‘_ )

2+ 4

C 7 =O! :7 =
v R eSS A S

Resend

a) Vyraz ma smysl pro vechna = € R, pro né7 je 3 — z # 0, tj. pro

vSechna z € R, x # 3. Jeho hodnota pro z = 2 je == 2
b) Aby mél dany vjraz smysl, musi platit y—3 = 0 tj. y = 3 a zaroveii
T # 2 ax # —2. Hodnota daného vjrazu pro z = 1, y = 4 je
4—3 i

12-4 3
¢) Aby mél dany viraz smysl, musi zéroveri platit:

$®+420, y+1>0, |z—2/—1+£0;

prvni z téchto podminek je splnéna pro kazdé z € R, druha pro
vsechna y € R, y > —1 a tfeti pro viechna z € R, pro né’ je
|z = 2| # 1, tj. pro z # 3 a z # 1. Hodnota daného vyrazu pro
_ Y 2

z=y=2z=0je = =2

VI([-2(-1)  2-1

Na vyrazy se mizeme také divat jako na zapisy, které udavaji, jaké
operace s Cisly, jeZ jsou vyjadiena pomoci proménnych, méame provést.
2(2—1_2)2 z Gvodu tohoto Elanku miZeme chapat jako
podil sou¢tu dvou redlnych &isel a dvojnasobku druhé mocniny jejich
rozdilu; na vyraz |z — y| + /= + y miZeme pohlizet jako na soudet
absolutni hodnoty rozdilu dvou redlnych éisel a druhé odmocniny je-
jich souctu. Je zfejmé, Ze zépisy pomoci proménnych jsou jednodussi

Tak napf. vyraz
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a prehlednéjsi nez slovni popisy. Proto také zavedeni pojmu proménna,
ke kterému doslo v matematice v 16. a 17. stoleti, znamenalo velky
pokrok.

Priklad 2
Pomoci zvolenych proménnych zapiSte vyraz, ktery piedstavuje:
a) soudet trojndsobku druhé mocniny jednoho a poloviny druhé od-
mocniny druhého &isla;
b) rozdil druhé mocniny trojnasobku jednoho a druhé odmocniny po-
loviny druhého ¢isla;
¢) druhou mocninu souéinu trojnasobku jednoho a poloviny druhé
odmocniny druhého éisla;
d) podil absolutni hodnoty trojnésobku jednoho a poloviny druhé od-
mocniny absolutni hodnoty druhého éisla.

Resend
Oznadime-li ve viech pfipadech jedno ¢islo proménnou x a druhé pro-
ménnou ¥, dostaneme tyto vyrazy:

2 32240 7 b) (30 \/g
= 1 \2 |3z

Vyrazy se rovnéz uplatiiuji pii feSeni slovnich uloh; v nasleduji-
cim piikladu odvodime jisty vyraz, ktery mtzZete pouzit k feSeni slovni
ulohy 7.2.

Priklad 3

Mezi p osob se mé stejnym dilem rozdélit k£ K¢. NapiSte vyraz, ktery
udavé, o kolik se zmensi ¢astka pro kazdou osobu, vzroste-li pocet osob
o r a ¢astka k se zaroveri zmensi o 10 %.

Reseni
Postupné uréime jednotlivé diléi vyrazy, az dospéjeme k vyrazu, ktery
je pozadovan (viechny ¢astky jsou pfi tom uvaZovany v korunéch):
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k
¢astka piipadajici pavodné na jednu osobu ........................ -
p
. . - - 0
puvodni celkova éastka zmendend o 10% ............ k— ﬁk = 0,9%
¢astka pripadajici na jednu osobu po zvétseni poc¢tu osob o 7 a sniZeni
0,9%
celkové Castky o 10% ...

p+r
S - . IR k 0,9k

zmensSeni plivodni ¢astky pfipadajici na jednu osobu ... ... — -
p prr

Méame tedy vysledek: pivodni ¢dstka pfipadajici na kazdou osobu
se po zvétseni poctu osob o 7 a sniZeni piivodni ¢astky o 10 % zmensi
ko 09k , _ k(0,1p + 1)
0 — — —— tento vyraz lze upravit na tvar ———
p p+r p(p+r)

S virazy se dale setkavame v riiznych vzorcich v algebfe, geomet-
rii, ve fyzice atd. Pfipomefime si tfeba vzorec pro objem V komolého
jehlanu o vysce v a s obsahy Si, Ss dolni a horni podstavy:

V=%ﬂ(81+m+52)

Porovnejte tento jednoduchy zdpis se slovnim popisem v tloze 7.1., kde
se navic jedna o specialni piipad (obé podstavy jsou &tvercové).
Pozndmka. Vyrazy, jejichi kazda proménna ma za sviij obor éiselnou mnozinu, se
nazyvaji algebraické vyrazy; takové byly viechny vyrazy v tomto ¢lanku. Pii-
kladem vyrazu, ktery neni algebraicky, je vyraz (A UB) N C, kde pismena A, B, C
znamenaji mnoZiny. Obvykle pozname ze souvislosti, kdy néjaky vyraz je, ¢ neni
algebraicky; proto pfivlastek algebraicky vynechivame.

Ulohy

7.1 Zapiste pomoci vhodné zvolenych proménnych slovni popis vy-
poctu objemu komolého jehlanu se étvercovymi podstavami, ktery
pochézi ze starovékého textu: ,Objem useknuté pyramidy“ —
tj. objem zminéného komolého jehlanu — ,vypocitas tak, ze zmétis
stranu dolniho étverce, stranu horniho étverce a svislou vzdalenost
obou étvercli. Prvni dvé ¢isla vynasob navzéjem a jeté kazdé s nim
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samotnym, ty t¥i vysledky seéti a co vyjde, vynésob tietinou tietiho
¢isla, které jsi zméfil.”

7.2 Mezi 10 osob se mél stejnym dilem rozdélit jisty obnos (v K&);
protoZe viak pocet osob vzrostl o jednu a zéroveii byl piivodni
obnos sniZen o 10 %, dostal kazdy o 100 K¢ méné. Urcete plivodni
castku.

7.3 Zjistéte, kdy ma kazdy z nasledujicich vyrazi smysl, a urcete jeho
hodnotu pro dané hodnoty proménnych:

vz —1 B B ir:
a)m,x—Q,y—Q b)1+ﬁ7 1

V1—z x—2
- T Y d T, T =3
) 2@t " We—g TV

7.4 Uréete soufet ti{ po sobé jdoucich piirozenych cisel, jestlize
a) nejmensi je rovno 5k;
b) nejvétsi je rovno 3m — 2.

7.5 Pomoci zvolenych proménnych zapiste:
a) druhou odmocninu ze sou¢tu druhych odmocnin dvou realnych
Cisel;
b) druhou odmocninu podilu sou¢tu druhych odmocnin dvou re-
alnych &isel a druhé odmocniny souctu téchto ¢isel;
c)*souéet podilu druhych odmocnin dvou redlnych éisel a druhé
odmocniny podilu téchto ¢isel.

7.6 Na stavbu domu je zapotiebi n cihel, kazdd ma hmotnost m kilo-
gramii. Napiste vyraz, ktery udévé pocet jizd potfebnych k odvozu
téchto cihel autem, které najednou odveze 3000 kg cihel.

7.2 Séitani, nasobeni a déleni mnohoéleni
Zvlastnim piipadem vyrazi jsou mnohocleny. Podle toho, kolik

proménnych obsahuji, rozlifujeme mnohocleny s jednou ¢i vice promén-
nymi. Pfikladem mnohoé¢lent s dvéma proménnymi jsou mnohoc¢leny

203y — 5z +y—1, 22 -3 +v3, 2% +2%y+a’+17
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pfikladem mnohoclent s tfemi proménnymi jsou mnohocleny
' —y+r5 xyr—5, zy+uyr+or

Pfevazné se budeme zabyvat mnohoé¢leny s jednou proménnou, kterou
budeme oby¢ejné znacit x; nékdy vSak zvolime i jiné pismeno, af uz
proto, Ze na oznaceni proménné nezalezi, nebo prosté proto, ze — jak
pravi latinské pfislovi — variatio delectat (zména t&si).

Mnoho¢len (polynom) s jednou proménnou je vyraz, ktery lze na-
psat ve tvaru

1

@nZ" + @12 + ...+ asz® + a1z + ay,

kde ap, a1, as, . . ., a, jsou realnd ¢isla, n celé nezdporné &islo a x promén-
na; je-li a, # 0, tj. kdyz koeficient u proménné s nejvétsim exponentem
ie nenulovy, jde o mnohodlen n-tého stupné. Cisla ag, a1, ag, ..., an
se nazyvaji koeficienty mnohoclenu, jeho jednotlivi séitanci, tj. vyrazy
1.2, kde 0 £ k £ n, se nazyvaji ¢leny mnohoélenu. Koeficient ag
se nazyva absolutni €len, ¢len a;z linearni &len a ¢len asx? se nazjva
kvadraticky ¢len mnohoc¢lenu. Podle po&tu ¢lentt mnohoélenu mluvime
2 jednoélenu, dvojélenu, trojélenu atd. Mnohoélen 1. stupné (zapisuje se
sbvykle az + b misto a1z +ap) se nazjva linedrni, mnohoélen 2. stupné
zapisuje se oby¢ejné ve tvaru az? 4+ bz + ¢) se nazjva kvadraticky,
mnohoclen 3. stupné se nazjva kubicky.

V nasledujicim piikladu si zopakujeme, jak se mnohodleny séi-
taji, od¢itaji a nasobi. Pfipomefime si vSak nejprve pojem opaéného
mnohoélenu: opa¢ény mnohoélen k danému mnohoélenu je mnohoclen,
ktery ma tytéz ¢leny, ale s opaénymi znaménky; napf¥. dvojélen x — 2 je
spaény k dvojélenu —z +2, trojélen —3z% +2x —1 je opaény k trojélenu
3z2 — 22 + 1 apod.

Priklad 1

Urcete soucet, rozdil a sou¢in mnohoclent
sz?y — 2zy + 3z + 1, zy? + 6zy — 3.
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Reseni

a) Soucet obou mnohoélenit ur¢ime tak, Ze seCteme vSechny cleny
obou mnohod&lenit; takto vznikly mnohoclen je jejich soucet:
(52%y — 2zy + 3z + 1) + (zy® + 6zy — 3) = 52%y + zy® +
+ (—2zy + 6zy) + 3z + (1 - 3) = 5z2y + 2y® +dzy + 3z — 2

b) Rozdil (52%y —2zy+3z+1) — (zy? + 6zy — 3) urcime tak, Ze
k mnohoélenu 522y — 2zy + 3z + 1 pfi¢teme mnoho¢len opacény
k mnohoélenu zy? + 6zy — 3, tj. mnohoclen —xy? — 6zy + 3. Do-
staneme mnohoclen:

(52%y — 2zy + 3z +1) — (zy? + 6zy — 3) =

= (5$2y —2zy+ 3z + 1) + (—a:y2 — 6zy + 3) =
= 522y — zy® + (—2zy — 6zy) + 3z + (1 +3) =
= 5x%y — xy® — 8zy + 3z + 4

¢) Souéin obou mnohoélent ur¢ime tak, ze kazdy ¢len jednoho mnoho-
¢lenu vynasobime kaZdjm &lenem druhého a véechny takto vzniklé
soudiny se¢teme; vznikly mnohoclen je soucinem danych mnoho-
Clenii:

(5a?y — 2xy +3z+1) - (zy* + 6zy — 3) = 52%y - zy® + (—2zy) -
-2y? +3z-zy? +1-2y? + 532y 67y + (—22y) -6y + 376wy +1-62Y +
4522y (—3) + (—2xy) - (—3) + 3z (—3)+1-(=3) = 5zy° - 2z%y3 +
13229 + y? +3023y? — 1222y + 1822y + 6xy — 1577y + 6y — 9z —
— 3 = 5233 + 3023y2 — 22%y° — 9%y? + 3z’y + zy® + 122y — 9z -3

Pozndmka. Viimnéme si jesté zvlastniho pfipadu mnohoélenu, a to jednoélenu ag.
Je-li ag # 0, je koeficient u proménné s nejmengim exponentem (tj. u 2%) nenulovy,
takZe méa smysl toto nenulové cislo oznacdit jako mnohoélen nultého stupné.
A aby é&islo ag = 0 necinilo vyjimku, zavadime pojem nulovy mnohoc¢len, ¢im#
rozumime pravé nulu; stupet nulového mnohoélenu nedefinujeme. Vyhoda zavedeni
téchto pojmi spodivd v tom, Ze plati: souget a soucin libovolnych mnohoélent
je mnohoélen. Kdybychom nezavedli nulovy mnohoélen, nebylo by toto tvrzeni
pravdivé: soucet opaénych mnohoclent, ktery je vidy roven nule, by mnohoclen
nebyl.

Umime-li mnohoéleny nasobit, umime utvofit i jejich n-tou moc-
ninu pro kazdé n € N. Druhou a tfeti mocninu dvojélenu uréujeme
obvykle podle vzorci:
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(a+b)?=0a®+2ab+b  (a+b)3 = a®+ 3a2b + 3ab% + b3
(a —b)? = a® — 2ab + b2 (@ — b)® = a® — 3a2b + 3ab? — b°

) O spravnosti kazdého z nich se miiZete presvédéit nasobenim pii-
sludnych dvojélend.

Piiklad 2

UZitim vzorch pro druhou a tfeti mocninu dvojélenu upravte vyraz
2
(23:2y - 1)3 — ($2y+ %) .

Reseni
182
2%y — 1% = (ay £ =) =
(2z°y - 1) (zy+2)

= [(23:27;)3 -3 (2$2y)2 1+43- (22%) - 1% - 13] -

- [(ny)z +2- (z?y) - % + (1)2] =

2

» (8$6y3 — 122%2 + 622y — 1) 4 (_ ahy? — zy — l) -
4
= 82%° — 132%? + 5%y — Z

Priklad 3

DoL;a.ite, Ze pro viechna redlna &isla a, b, ¢ je hodnota vyrazu a? + b2 +
+¢* —2(a+ b+ c¢) + 3 nezaporné &slo.

Reseni

Dan)’t mnohoclen upravime tak, aby bylo evidentni, Ze jinfch ne# neza-
pornych hodnot nabyvat nemize:
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2+ +E—-2a+b+ec)+3 = (a?-2a+1)+ (B*-2b+1) +
+(@-2+1)=(a- 12+ (b-1)°+(c-1)°.

Tim je diikaz proveden, nebot soucet druhych mocnin libovolnych real-
nych &isel je vidy ¢islo nezaporné. Je rovnéz vidét, Ze dany mnohoclen
nabyva nulové hodnoty jediné pro a = b = ¢ = 1; pro libovolnou jinou
trojici éisel a, b, ¢ je jeho hodnota kladna.

Pristoupime nyni k déleni mnohoclenil; pfipomeneme si nejprve,
jak provadime déleni mnoho¢lenu jednoclenem: podil mnohoélenu a jed-
noélenu uréime tak, #e jednoclenem vydélime kazdy ¢len mnohoélenu
a vzniklé podily secteme. Hned v nésledujicim piikladu uvidime, ze
podil mnohoélenit nemusi byt vidycky mnohoclen.

Priklad 4

Uréete podil:
a) (8ah® — 16a°b® + 20°b —a) : 2a

1
b) (92° - 1822 + 27z - 5) . (—92)

Resent

a) Pro a # 0 plati:
(8ab® — 16a3b? + 2a%b — a) : 2a = (8a™V? : 2a) +(—16a%b? : 2a) +
1
+ (2a2b : 2a) + (—a : 2a) = 4a®b® — 8a*H* + ab — =
b) Pro x # 0 plati:

i
(9533 — 18%2 + 27z — 5) : (—9z) = [92% : (—9z)] + [(—18z?) :
9z)] + [27z : (=9 1-9)]— T THR.
: (<9m)] + (270 : (-92)] + [( 5 ) : (-99)] = —a? +2w -3+
Viimnéte si: délenim mnohoélentt v a) vznikl mnohoélen 4a®b® —

!
— 8a%b+ab — 5; délenfim mnohoélent v b) jsme v8ak mnohoc¢len nedo-
1 ” '
stali: vyraz —x2 + 2z — 3 + 1o neni mnohodlen.
x
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UkéZeme si nyni, jak postupujeme v pfipadé, Ze délitel mnohodlenu
neni jedno¢len. Omezime se vSak pouze na déleni mnohoéleni s jednou
promeénnou, a to jesté takovych, Ze stupei mnohodlenu, ktery je délite-
lem, je nejvySe roven stupni mnohoélenu, ktery je délencem. Pozname-
nejme jesté, ze mnohoclen a,z™ + a,—12" " +. .. + asz® + a1z + ag je
usporadéan sestupné, tj. podle klesajicich mocnin proménné z; mnoho-
clen ag + a1z + aza% + ...+ an_12""! + a,z" je uspoFadan vzestupnd,
tj. podle rostoucich mocnin proménné x.

Pfiklad 5

Uréete podil:
a) (227 —52° +32° + 32* - 82° + 622 + 2 — 2) : (2~ z +2® — z%)
b) (21¢3 — 31¢% + 39t — 6) : (Tt — 1)

Reseni

a) Oba mnoho¢leny usporadiame sestupns:
(227 — 52% 4 325 + 3z — 82° + 62 + 2~ 2) : (~zt + 23—z +2)
Prvni ¢len délence vydélime prvnim &lenem délitele, tj.

227 (—a:4) = —243

7

ziskanym jednoclenem vyndsobime vSechny ¢leny délitele:
(—a'+2° —z+2) - (-22%) = 227 — 205 + 22* — 42®

a vznikly mnohoclen odecteme od délence:

(227 — 52° + 325 + 3z — 82°% + 62 + z — 2) — (227 — 225 + 221 —

—4z3) = —32% + 32% + 2% — 4P 4 622 + z - 2.

Postup, kterym jsme dospéli k tomuto ¢astecnému vysledku, zapi-
sujeme obvykle takto:

(227 — 52° + 32° + 32* — 823 + 622 + 2 — 2) : (—z*+2*-2+42) =
— (227 — 228 +2z% — 42°) = —223

32+ 3%+ zt—dxd + 622+ — 2.

Protoze stupeni délitele —z? + 2® — z + 2 neni vét$i ne# stuper
mnohoélenu —3z% + 32° + 2% — 42 + 622 + = — 2, pokracujeme
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v déleni, az dojdeme k mnohoélenu, ktery je nulovy nebo ma stupen
mendi, nez je stupen délitele. Cely postup je patrny z nasledujiciho
zapisu, kterym déleni obvykle zapisujeme:

(227 —52° + 32° + 3z* — 823 + 622 +2-2): (—2*+2® -z +2) =

—(2z" — 22° + 22* — 4z%) =-223+3z2 -1
— 3% +32%+ z*—423+ 622+ -2
—(—32° + 32° — 373 + 627)
gt- 23 +z-—-2
_(Id‘ — ;\33 +. — 2)

0

Mame tedy vysledek: pro viechna z € R, pro néz je —z* + 2% —z +
+2 # 0, plati (227 — 52 432° + 321 —82% + 622 +2—-2) : (—zt+2°—
—z+2) = —22%+432% — 1. V tomto pfipadé, kdy déleni vyslo beze
zbytku, je podilem obou mnohoélentt mnohoclen. O spravnosti se
milzeme piesvédéit zkouskou: ovéiime, Ze plati
(—22° + 32* — 1) (ﬁ£4 +23 -z +2)=

=277 —52% + 325 + 32 - 8z® + 622 +z — 2.
Podil danych mnohoélenit uréime pravé podrobné popsanym zpi-
sobem:

(2163 — 3142 + 39t —6) : (Tt — 1) = 3t> — 4t +5

—(21¢% — 3t%)
—28t> + 39t — 6
—(—28t% + 4t)
35t — 6
—(35t — 5)
-

Jednoélen —1 v poslednim fadku je mnohoélen nultého stupné,
tj. mnoho¢len stupné nizitho, nez je stupen délitele, takze v dé-
leni dale nepokradujeme. Jednoé¢len —1 predstavuje zbytek; mno-
hoélenu 3t2 — 4t + 5 se Fik4 netiplny podil.
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Dostali jsme tedy, Ze pro véechna t € R, pro néz je 7t —1 # 0, plati:
1
(218 — 314> + 39t — 6) : (Tt — 1) = 34> — 4t + 5 — T

Je vidét, Ze v tomto pfipadé podilem danych mnohoélenit neni mnoho-
¢len. O spravnosti vysledku se miZeme presvédéit zkouskou (provedte
jih:

1
(3t2—4t+5—ﬁ) (Tt —1) =21t — 31#* + 39t — 6

Ulohy

7.7 Urcete podil mnohodlenii:
a) (3y3 —y+ 11) : (y2 — Sy)
b) (z* + 823 + 2422 + 32z + 16) : (z + 2)
¢) (a"+2):(a+1)
d) (14¢° +4t* — 3+ 26> + 3t +5) : (26> — 1)
7.8 Vyraz ab + c vyjadiete jako mnohoclen s proménnou z, ktery je
uspofadany sestupné, je-li:
a)a=z+1,b=x*-1,c=2x3+1
b)a=2zr—-1,b=2z—-1,c=x
c)a=b=c=3z-2
d)a=z-2,b=3—-z,c=2%+1

7.9 Dokazte, ze pro véechna = € R a kazdé pfirozené éislo n > 1 plati:
" —1=(z-1)(z" 1 +2" 2 +.. . +22+z+1)

(Névod: urcete soucin obou mnohoélentt na pravé strané rovnosti.)

7.10 Dokazte, Ze pro libovolna redlna ¢isla a, b plati:
(a? +ab+?)* + (a® — ab+5?)” + (a® + ab—b?)* + (a2 —ab— b?)% =
=4 (a* + a®® + b*)

7.11 Urcete mnohoclen, ktery je nutno pfi¢ist k mnohoclenu (z+y)2+r2,
abychom dostali mnohoélen (z +y — r)2.
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7.3 Rozklad mnohoéleni

Rozkladem mnohoc¢lenu se rozumi jeho vyjadieni ve tvaru soucinu
nékolika mnohoclent, které jsou zpravidla uz nerozlozitelné. Provadi se
nejcastéji vytykanim pred zévorku nebo uzitim vhodnych vzorca.

Vytykani pied zavorku pouZivame k pfevedeni souétu zy + zz na
soudin z(y + z); rovnost téchto vyrazli vyplyva z distributivniho za-
kona: z(y + z) = zy + xz, ktery plati pro vSechna z, y, z redlni. PH
upravach tohoto typu nemusime samoziejmé vytykat jen ,jednoclen®,
napi. a(b+1)+c(b+1) = (b+1)(a+c).

Rozklad pomoci vzorce provadime nejcastéji uzitim vzorct uvede-
nych na str. 137 a nasledujicich vzorct, jejichz spravnost si jisté ovérite:

a® = b =(a—b)(a+b)
a®+ b = (a+0b) (a® — ab+ b?)
a —b3=(a—b)(a +ab+b2)

Pozndmka. Kazdy mnohoclen nelze vyjadrit jako sou¢in mnohocélenii niziiho stupné;
piikladéin takového mnohoélenu je vyraz a® + b2.
Priklad 1

Rozlozte nasledujici mnohocleny:
a) 2o+ 23 —22 -1 b) a® + 2ab + b — ac — be
¢) 2pt —pP+p—2 d) 48(z + y)* — 12(z — y)*

Reseni

Zpusob, kterym nalezneme pozadovany rozklad, je bezprostiedné pa-
trny z vypoctu:

a)2®+a® 22 —1=2 (2% +1) — (2P +1) = (2% +1) (* - 1) =
=" +1)(z-1) (2 +z+1)

142

b) a® +2ab+ b —ac—be= (a+b)% —cla+b)=(a+b)(a+b—c)
¢) wW-pP+p-2=(2*-2)-( —p)=
=2(" 1) —p (P’ -1) =
=2(p*+1) (P*-1) -p(*-1) =
=@ -1)2E+1) -] =
=(p-1p+1)(20° -p+2)

d)

8z +y):-120x-y): =12 [4(x + )2 (m - y)z] =
=12[2(z+v))* - (z—9)*] =
=1202(z +y) — (I—?J)][?( y)+(@—-y)=
=12(z + 3y)(3z + y)

V nékterych pfipadech je zapotfebi mnohoclen, ktery chceme roz-
lozit v soucin, upravit; tato iprava nebyva nékdy na prvni — a leckdy
ani na druhy — pohled patrna.

Piiklad 2

Rozlozte v sou¢in mnohodcleny
a) 2% +3y +1;
b) z3 — 322 + 4.

Reseni

a) 28 +3y+1=20"+2y+y)+1=(2*+2y) +(y+1)=

=2y(y+1)+(y+1)=(y+1)(2y +1)

b) 2 -3 +4=2*-322+(3+1)=(2"+1)-3(z*-1) =
=(z+1)(2®-2+1)-3z-1)(z+1) =
=(@+1)[(a*-z+1)-3=x-1)] =

=(z+1) (2 —dz+4)=(z+1)(z-2)°

Viimneme si jesté rozkladu kvadratického trojélenu z2 + pz + g,
kde p, g jsou celd ¢isla, na souéin (z — 7)(z — s) linearnich dvojélent,
kde r, s jsou rovnéz cela cisla.
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Piedpokladejme, #e je dan trojélen z* + pz + ¢ s celodiselnymi
koeficienty p, g a Ze existuji celd ¢isla r, s tak, Ze plati

22 +pr+q=(z—r1)(z—2s);

tato cela ¢isla r, s chceme urdéit.
Protoze je

P+pr+q=(@-r)(z—s8)=2"—(r+s)z+7s,

musi pro hledana celd éisla r, s platit: rs = ¢ a zdroven r + s = —p.
7 téchto podminek hledand ¢isla 7, s uréime, pokud ovSem existuji.

Priklad 3

Rozloite kvadratické trojéleny v souéin linedrnich dvojélent s celodi-
selnymi koeficienty:
a) z? 4+ 10z + 24

b) 22—z —6
c) 22 —2x+6
Reseni

a) Pro cela &isla r, s, pro néz je (z —r)(z — s) = z* + 10z + 24, musi
platit: 7s = 24 a r + s = —10. Je ihned vidét, Ze jsou to ¢isla —6
a —4, takze dostavame vysledek:

22 4+ 10z + 24 = (z + 6)(z + 4)

Nepodafi-li se ndm tato ¢isla uréit zpaméti, vypiSeme si vSechny
zpisoby, jimiz lze &islo 24 vyjadrit jako soucin dvou celych ¢isel;
dostaneme tak:
24=1-24=2-12=3-8=4-6 = (-1)(-24) = (-2)(-12) =
= (=3)(-8) = (-4)(-6)
Ze vsech téchto ¢isel jediné éisla —4, —6 daji soucet —10.

b) Plati:

—6=1-(-6)=2-(-3)=(-1)-6=(-2)-3
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a protoze je téz
1=-2+3,

dostaneme pozadovany rozklad:
22—z —6=(z+2)(z—-3)

c) Plati:
6=1-6=2-3=(-1)(—6) =(-2)(-3)

Protoze pro zadna dvé z téchto celych cisel, jejichz soudin je rovny
Sesti, neni jejich soucet roven &islu 2, nelze dany kvadraticky troj-
¢len v soucin linearnich dvojclent s celymi koeficienty rozlozit.

Pozndmka. O rozkladu kvadratického trojélenu budete jesté hovofit pfi FeSeni kva-
dratickych rovnic.

Ulohy

7.12 Rozlozte mnohocleny:
a) wr —yr —a? +2zy —y>  b) (a4 b7 —cQ)2 — 4a2b?
¢) 9(2a — z)? —4(3a — )2 d) a®y — aby + a®y — ab?y
7.13 Rozlozte mnohoé¢leny:
a) 2% — y® b) (z+y+r)°—(z+y—7)?
c) (z2—22+3)?— (22 -2z -3)? d) (z+y)*—2z*
7.14 Rozlozte v soudin:
a) 2zt + 23 +4x? + x4+ 2
(Néavod: dany mnohoélen napiste ve tvaru
(23 + z) + (2z* + 42% + 2))
b) t3+ 3t + 4t +2
(Navod: dany mnohoélen napiste ve tvaru
(B + 262+ 2t) + (2 + 2t + 2))
7.15 RozloZte kvadratické trojcleny:
a) 22 — 6z + 8 b) z* + 6z + 8
c) x? -2z —15 d) 22 +z — 12
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8. LOMENE VYRAZY

8.1 Krdceni a rozsifovani lomenych vyrazi

V predchazejici kapitole jsme se zabyvali vyrazy, zejména mnoho-
¢leny. Nyni se budeme zajimat o vjrazy, které jsou zapsany ve tvaru
zlomku; oznadujeme je jako lomené vyrazy. S lomenymi vyrazy pra-
cujeme podobné jako se zlomky; protoZe jmenovatel zéddného zlomku
nemiize byt roven nule, musime u lomenych vyrazi dbat na to, aby
byly vylouéeny ty hodnoty jednotlivych proménnych, po jejichz dosa-
zeni nabyvé jmenovatel lomeného vyrazu nulové hodnoty. Jinak feceno:
pFi préaci s lomenymi vyrazy musime vidycky védét, kdy tyto vyrazy
maji smysl. .

Pro praci s lomenymi vjrazy je zapotfebi si pfipomenout pojem
spoleénj délitel mnohoélentt a spoleny nasobek mnohoclent; jsou to
pojmy, které vznikly zobecnénim pojmi spolec¢ny délitel a spole¢ny na-
sobek celych ¢isel.

Spoletny délitel mnohoélentt je mnohoclen, kterym je kazdy z da-
nych mnohoélentt beze zbytku délitelny.

Spoleény nasobek mnohoélemi je mnohoclen, ktery je kazdym z da-
nych mnohoclend beze zbytku délitelny.

Priklad 1
Uréete spolecné délitele a spole¢né nasobky mnohoélend
12a2bz - (z2 — y2)(a + b), 18ab%y(z + y)(a® + 2ab + b%).

Regeni
Uréime nejprve spoleéné délitele obou mnohoclenti. Kazdy z danych
mnohoélent vyjadiime takto:

12a%bz(z2 — y*)(a+b)=2-2-3-a-a-b-z(z+y)(z —y)(a+b)
18ab®y(z + y)(a® + 2ab+b?) =2-3-3-a-b-b-y(z +y)(a+b)(a+b)

Ty mnohodleny, které se vyskytuji v kazdém z téchto rozkladd, déli
kazdy z obou mnohoélenil beze zbytku, takze jsou jejich spole¢nym
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délitelem. Spole¢nym délitelem obou mnohoclent je vsak nejen kazdy
z mnohoc¢lenti

2, 3, a, b z+y, a+bd,

ale i kazdy soucin z nich utvofeny, napt.
6, 3a, 2b, ablz+y), 6(a+b), 3alz+y)la+b).

Pro dalsi vypocty je vhodnym délitelem danych mnohoélenti nap#. mno-
hoclen

2-3-a-b(z+y)(a+b) = 6ab(z + y)(a+1b),

ktery je roven souc¢inu vSech mnohoélent, které jsou obsazeny v kazdém
rozkladu danych mnohoé¢lent. VSimnéte si, Ze je to spoleény délitel da-
nych mnohoclent, ktery je délitelny kazdym jejich spoleénym délitelem.

Spole¢ny nasobek obou mnohoélentt dostaneme nejjednodussim
zplisobem tak, Ze oba tyto mnohoéleny vynisobime. Spoleénym né-
sobkem danych mnohoélent je tedy mnohoélen

216a3b%2y(2® — y*)(z + y)(a + b)%.
Ke zjednoduseni vypoctu vsak radéji pouZijeme spole¢ny nasobek

2-2-3-a-a-b-z(z+y)(z—y)(a+b)] 3byla+b) =
= 360’ zy(z + v)(z — y)(a + b)%.

Je to mnohoclen, ktery dostaneme jako soucin viech mnohodclent,
které se vyskytuji aspoii v jednom rozkladu danych mnohoélent. Kazdy
¢initel pfitom bereme s nejvétsim exponentem, s kterym se vyskytuje
v jednotlivych mnohoclenech. Viimnéte si, Ze je to spole¢ny ndsobek,
ktery je délitelem kazdého jejich spole¢ného nasobku.

Pojmy, které jsme si v predeslém prikladu vysvétlili, budeme asto
pouzivat, zejména pii s¢itani lomenych vyrazii. Vénujme se nyni kraceni
a rozsifovani lomenych vyrazi.

Kratit lomeny vjraz znamend délit jeho Citatele i jmenovatele tym?
virazem. Rozsifit lomeny vyraz znamena vynasobit jeho ¢itatele i jme-
novatele tymz vyrazem. Oba tyto pocetni tkony miizeme vyjadiit jedi-
nou rovnosti:
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Kréceni a rozsifovani
Pro libovolné vyrazy Vi, V2, V3 a pro véechny hodnoty pro-
ménnych, pro néz je Vo # 0, V3 # 0 plati:

kraceni
—

Vl'V3_Vl
VQ'VS_VZ

rozsifovani
e

Kraceni a rozsifovani uzivime pii zjednodusovani lomenych vyra-
2t Rozsifovani wiivame navic pfi pfevddéni lomenych vyrazi na spo-

leéného jmenovatele.

Priklad 2
Krafte lomené vyrazy:
48a’zy* 9a2(p? — 4)(zZ + 2z 4+ 1)
a —
36a2z?y 6a(p +2)(z2 — 1)
9p% +1
c)

Gr+1)Bp-1)

Reseni
a) Dany vyraz ma smysl pro viechna a # 0, = # 0, y # 0. Za téchto
predpokladii plati:

48a%zy?  4-12d%z-y-y Ay
36a2z2y T 3.12d%z-x -y B

Dany lomeny vyraz jsme kratili jednoclenem 12a’zy, coZ je spo-

le¢ny délitel mnohoclent 48a2xy?, 36a’x?y. Uvédomte si jeste, ze
rovnost mezi pavodnim vyrazem a vyrazem, ktery jsme dostal

kracenim, plati pro ty hodnoty proménnych, pro néz maji smys!
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oba tyto vy’ra?zy, tj. proa # 0, z # 0, y # 0; nestaci jen pozadavek
T # p, k'tery Jje nutny k tomu, aby mél smysl upraveny vyraz

b) Dany vyraz md smysl pro viechna a #F0,p# -2z #£1 -
Za téchto predpokladi plati: ’ ’ S

9a®(p* — 4)(z® + 22 + 1) 3-3a*(p-2)(p+2)(z+1
6aS(p+2)(z2 -1) 2-3-a2-a3(p+2)(a:—1)){Ec$:1:;) -
_3(p-2)@+1)
2a3(z — 1)

Dany zlomek jsme kratili vy 4
- yrazem 3a”-(p+2 1 7 j ény
délitel mnohodlentt 9a?(p? — 4)(z + 1)2, 6a(§p +) (2&;(22);0;))2 Jespoletny

¢) Dany vyraz j A 5 ! 1
¥ vyraz je definovin pro vsechna p # 5 ap# §; nelze jej

vSak kracenim zjednodusit.

Priklad 3

Rozsitte kazdy z lomenych virazi

1 1
z+3 z-1’

1
%5

tak, aby vSechny mély ve jmenovateli tyz mnohoélen.

Reseni

Neis iz i o e

A EJ;]’eV(Einodussxvr.n zpu_sobem piiklad vyfesime tak, Ze kazdy lomeny vyraz

rozsitime soucinem jmenovatel ostatnich dvou lomenych virazii tj:: J
, s

1 _ z(zx—1) 1 aled)
z+3 (z+4+3)z(z-1) mkl_(m—l)sc{a?+3)’
1_ (z=1)(=z+3)

z  z(z—1)(z+3)

Razda z téchto tii rovnosti plati jen tehdy, jeliz£0,x#£1, 24 -3
) H S
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Ulohy

8.1 Krafte lomené vyrazy a uvedte, kdy méa tato iprava smysl:
) 3a? — 3ab b) 23—y
* 3(a —b)? z2 — 2
4— 4t +¢2 " 202 — 4512
°) 2 —4 (2z + 3y)?
8.2 Zjednoduste kracenim a uvedte, kdy maji zlomky smysl:
Ty—y—z2+z R |
a) A b) 5
zy+y—z2 -z r2 -1
5% —4 a) 3zy+9y — 22 —6
rs+2r—s—2 3zy—2x —9y+6

8.3 Rozsifte vhodnym vyrazem a vyjadrete:

t
a) -

jako lomeny vyraz se jmenovatelem a — 1;

b)

T
5 jako lomeny vyraz se jmenovatelem 2 — y;

z+3

jako lomeny vyraz se jmenovatelem z2 — 4;

c)

2—x

-1 ‘
dx 4 1 jako lomeny vyraz se jmenovatelem =2 + 1.
zr+

8.4 Urdete, pro kterd z € R plati:

-2 -24+2 2-2 b) 23:2—456+2_2
a):c3+2$2—9:—2maz+2 (z—1)2
|| |z| +1
—+z=1+z d =
°) Z )1+{:1;|

8.5 Vyjadrete dany zlomek tak, aby v jeho jmenovateli nebylo iracio-
nalni ¢islo:
3 2 1
b = ¢) ==
1-+/2 1++v3 V2+V3

a)
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8.2 Séitdni a nasobeni lomenych vyrazii

Pfipometime si, Ze soudet lomenyjch vjrazi je lomeny vyraz, jeho
Citatel je soucet Citatell sCitanych vyrazi pfevedenjch na spoleéného
Jjmenovatele a jehoZ jmenovatel je tento spoleény jmenovatel.

Séitani
Pro libovolné vyrazy Vi, V,, V3, Vj a pro vSechny hodnoty
proménnych, pro néZ je Vo # 0, Vj # 0, plati:

Vi Va WVi+Wols

Vo Vi VaVy

Spole¢ného jmenovatele se snaZime uréit vidy tak, aby to byl viraz
co nejjednodussi; béhem vypoctu (a vétsinou i ve vysledném vyrazu)
ho ponechame ve tvaru soudinu.

Pfiklad 1
Sectéte lomené vyrazy:
1 =z x y a+b a b?
a) —+—-+4+3 b - c - +
):c 2 )y2—:c2 T—y ) a a—b a?—ab
Reseni
a) Spolednym jmenovatelem je 2z, takZe:
1+$+3_ 2 +a:2+63:_ 2+ 6z +2
T 2 T2 2z 2 2z ’

coZ plati pro vSechna x # 0.
b) Spoleénym jmenovatelem je y —z% = —(22—y?) = —(z—y)(z+y);
je tedy

T Yy z = (z+y)y
-2 z-y —(@-yle+y) -(@=-y+y
g+@+y)y  Ptay+az

T T @-yeE+y) Erw-2)
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rovnost mezi piivodnim a vyslednym vyrazem plati jen za pfedpo-
kladu z +y # 0, x — y # 0.

¢) Spole¢ny jmenovatel viech tii lomengch vyrazl je vyraz a® —ab =
= a(a — b); plati tedy

atb a N b? :(a+b)(a—b)__ a? 3 b? _
a a—b a?—ab ala —b) ala —b)  ala—b)
_aszzwaz-i-b:z_o.

a(a —b) '

tato rovnost plati pro vSechna a # 0, a # b.

Pfipomefime si déle, Ze sou¢in lomenych vyrazi je lomeny vyraz,
jehoZ ¢itatel je soudin ¢itatelli a jmenovatel souéin jmenovateld naso-
benych lomenych vyrazu.

Nasobeni
Pro libovolné vyrazy Vi, Va, Vi, V4 a pro vSechny hodnoty
proménnych, pro néz je Vo # 0, Vy # 0, plati:
' Vie s 2V Vs
Va Vi Va-Va

Pfi nasobeni jednotlivé vyrazy ,neroznasobujeme®, naopak, sna-
#ime se je vhodné rozloZit a podle moznosti i kratit. Tato zasada plati
ostatné obecné, nejen pro nasobeni.

Priklad 2

Urcete soucin: 5 . .
5x — 10 a 1—a* 1-0

a) 2 )(1+ ) . =
2y 4r — 8 l1—-a/ 14b a+a

1 1
c 32—1-( - —1)
) ) z—1 z+1

Reseni
Postup je patrny pfimo z vypocti:
) 5r—10  y? 5(z — 2) y?
a . = . =
2y 4z — 8 2y 4z —2)
coz plati pro vSechna z # 2, y # 0.

_ %
8

b

5y
2 4

a y1-a® 1-b0®  (1-a)+a (1-a)(1+a)
b) (“’ l—a)1+b "a+a®  1-a 1+6
(1-0)(1+0) 1-b6 . .
- a(l+a) = , coz plati pro vSechna a # 1, a # 0,
a#—1,b#—1.
c) (w2ul)-(;i—17%+lﬁl):(3:—1)(:17+1)-
( z4+1 B z—1 _($+1)($—1))_
(z-D(z+1) (z+1)(z-1) (z+1)(z-1)/

(z+1)-(@-1)-(-1) _

(z+1)(z—-1)
pro viechna z # 1, z # —1.

=(z—-1)(z+1)-

3 — 22, co¥ plati

Pokud jde o mocniny lomenych vyrazi s pfirozenym exponentem,
vite, Ze plati: lomeny vyraz umocnime, umocnime-li jeho ¢itatele i jme-
novatele.

Umociiovani
Pro libovolné vyrazy Vi, V5 a libovolné pfirozené éislo k a pro
vSechny hodnoty proménnych, pro néz je Vo # 0, plati:

Vo) TV

Ulohy
8.6 Vypoctéte:
2p+gq 1 1 t—y 22—y  E+z
A g B b) f Y
p*t+pg p ptq Ty Yz Tz
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) 4 3z — 4y iE i t—1 4

C _———_— —_— —
3z —3y 2x% — dzy + 29° t—1 t+1 2-1
8.7 Provedte:

2) (%_%)a‘ib b) (zil_zzzil)(é_l)
3 (-0 G= -

1 1
a (y+1+ ——)(y-1+ )
) v 2y —1 ¢ 2y +1
8.8 Dokaite, ze pro kazdé nenulové realné &slo t je soudet Cisel 1+ ¢,

1
1+ 5 roven jejich sou¢inu.
8.9 Uréete, pro kterd redlna Cisla a, b mé smysl viraz

2b(a — 1) a+b a—>b
(a—2)(p2—1) ab+a—2b—-2 ab—a—2b+2’

a ukaZte, 7e pro viechna tato a, b je roven nule.

8.10 Vypoctéte: ,
a2 2 aby\2
(5 +@) +4(3)

) (2 (%
ool a3

-

8.3 Déleni lomenych vyrazi
Pfi déleni lomengch virazil se uzivd poznatek, ktery znite uz ze
zékladni gkoly: délit néjakym vyrazem V znamend nasobit vyrazem v;

1
vyraz v mé piitom smysl jen pro ty hodnoty proménnych, pro néz je

7L
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v % o Vi
Pro déleni lomeného vyrazu Vl lomenym vyrazem E tak dosta-

. 2 4
vame
ﬁ_ﬁ_Vl 1
Vo Vi Ve %&’
4
a protoze
1V Vi
Va Ve = 17
i Vo Vs
plati

Vi i i 1 WV

E'ﬁ_VQ% %Vg

MiuZeme tedy shrnout:

Déleni
Pro libovolné vyrazy Vi, Vo, Vs, V4 a pro vSechny hodnoty
proménnych, pro néz je Vo # 0, V3 # 0, Vi # 0, plati:
Vil ViVa
Ve Vi V2 Vs

Priklad 1
Urcete:
) 4a®b  2ab? a>+axr z°+azx
9pq2 ~ 3p2q z—22  a—azx
u— _
9 (os 220) - M)
14 uv 1+ uv
Reseni

4a®b  2ab®>  4a®b 3p’q¢  2a p  2ap
9pg> " 3p%g  9pg® 20 3¢ b 3bq
Pfipomenime si, Zze k tomu, aby vSechny provedené tpravy mély
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smysl, nestaci, aby byl nenulovy jen jmenovatel délence a délitele,
tj. aby bylo p # 0, ¢ # 0; musi byt nenulovy cely viyraz, jimz
2ab?
délime, tj. vyraz 3,20 co% znamena, e musi byt téz a # 0, b # 0.
Peq
Rovnost
4a’b  2ab? _ 2ap
9pg®> " 3p%q  3bg

plati tedy jen proa # 0, b # 0, p # 0, ¢ # 0.

a*+ar 2°+ar afla+z) a(l-2) a a a\2 |
b) : = : = - - (—),coa
r—1z2  a—ax z(l-2z) z(z4+a) z= =z &
plati pro véechna x # 0, 2 # 1, a # 0, z + a # 0.
) (U+ ufv)_{l v(u—v)y
¢ 1+uv/ ' 1+uw |
_v(l4+ww)+(u—v) (14 uv) — (w —v?)

14 uw ’ 1+ wuw
wi4+u 14w  u@®+1) 1+uww
l+uv 1492  1+uw 1402

]

-

coz plati pro viechna uv # —1; vyraz 1 + v? je totiz nenulovy pro
vSechna v.

Pozndmka. Patrné uz jste si vsimli, Ze podminky, za nichZ maji tpravy provadéné
s danymi vyrazy smysl, je obvykle vhodné&jii urcovat aZ po jejich provedeni, nikoli
hned na pocéatku, kdy jednotlivé vyrazy jesté nejsou vyjadieny jako souéin; pod-
minky, kdy dané vyrazy a operace s nimi maji smysl, vyplynou pfimo z tprav, které
jsou béhem feseni pouzity.

Nahradime-li v podilu dvou lomenych vyrazii znak : pro déleni
zlomkovou ¢arou, dostavime sloZeny lomeny vyraz, tj. lomeny vyraz,
v jehoz ¢itateli i jmenovateli jsou lomené vyrazy; tuto zlomkovou ¢aru
nazyvame hlavni zlomkova éara. 7 toho, co vime o déleni lomenych
vyrazl, plyne:
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Zjednoduseni slozeného lomeného vyrazu

Pro liboxi0111é vyrazy Vi, Vo, Va, V, a pro vSechny hodnoty
proménnych, pro néz je Vs # 0, V3 # 0, Vy # 0, plati:

Vi
VQ_VFI.V:_’,—VI V‘i

Vs i oW
Vi

Priklad 2

Zjednoduste vyrazy:

a+b
= 1—2x = =0
a—b
) G P T—— o) — L
GfE Vi—x2 Y D
a?=p? 1 + T

Resent

a+b -
) ot 0¥b -0 1 (atb)a-b)

G2 " o b @t+b?  a—b L

a?—p?

pro vsechna a, b, pro néz je a + b #0,a—b#0.

L=y l—z .41
b)——.—z———=lgm-m+ =1- 22 coz i
T :cil (x.::-)fm ( ) 1 1 — x2, coz plati pro
vSechna x # —1.
i1 t(t+1)—(t—1
¢) L Sy _ t)-p—l( ) 2+1 t+1

tt=1) — (141 T . =1, coZ ma smysl
1+_?—|T L_%F_l) t+1 241 g Pha

vSechna ¢ # —1,

Priklad 3

Sil{lice z A do B vede nejprve d; km do kopce a potom dy km z kopce.
Urcete, Ja-kou priimérnou rychlosti jelo auto na cesté z A do B, jestlize
do kopce jelo rychlosti v; km-h=! a 5 kopce rychlosti vy km-h—!.
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Resent

Oznaéme t; dobu jizdy do kopce (v hodinéch), ¢ dobu jizdy z kopce
(v hodinach); plati pro né

dy do
tp = —, tQ = =
v V2

Protoze celkova doba jizdy z A do B je t1 + t2, pro pramérnou rychlost
v auta na trati z A do B plati:

- d1+d2'
t1+ta

do tohoto vyrazu dosadime za t;, to a ziskany vyraz upravime:

_d1+d2_d1+d2# dy + da —(d ” V1 Vs B
- T a % = ey, i del dovy
b Hl S = d1vz + datr

(dl =+ dz)’vl’Uz
dyiva + dotn

Vzhledem k podminkédm tlohy je di > 0, d2 > 0, v1 > 0, vz > 0; vyraz
pro primeérnou rychlost © ma pro vSechny tyto hodnoty smysl.

Pozndmka. a) Poviimnéte si, pfipadné si i zapamatujte: primérnd rychlost neni
obecné aritmetickym pritmérem priamérnych rychlosti.

b) Vidycky, kdyz dojdeme k n&jakému vysledku fedeného problému, méli bychom se
alespon kratce zamyslet nad tim, zda ,je viibec mozny“. Odvozeny vzorec pro prii-
mérnou rychlost mizeme ,,provéfit® takto: je jasné, Ze jsou-li rychlosti vy, va2 stejné,
dejme tomu vo, je priomérna rychlost auta také vg. Dosadime proto do odvozeného
vzorce v = vg, vz = vg a dostaneme

_ (dy +dz)vg (d1 + d2)vd _

" divo + dzve  wo(d1 + da) a

)

co# je v souhlase s na$im oéekavanim. Toto ,provéfeni® neni oviem diikazem sprav-
nosti, jde pouze o kontrolu.
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Ulohy

8.11 Uréete2: ) i
T +zy Ty 1L Iy pl
%) 522 — 5y2 ~ 3z2 — 3y? b) (_+ )( )

)( T :c+1)_( T a:—l)
5 r—1 T ‘Nz 41 @

d) (yf2+g):(l+-i;+7%)

8.12 Zjednoduste:

2 2
a—% 1-Z 4y
T
+ -
z R
c) 1 1 = 1
Ea—= Gro? T @

8.13 Do prvniho patra, jeho? podlaii je ve vySce h metrti, ma vést n
schodil. Uréete, o kolik centimetrii se zmensi vyska kazdého schodu,
vzroste-li pocet schodii o p.

8.14 Zjednoduste vyraz:

4z ( 1 N ¥ ) 4 oz
2 +2\x2 -2 2z —4 22 4| -2

a urcete viechna celd ¢sla, pro néz je roven celému éislu.

8.15 Uréete, pro které hodnoty proménné z je

oM
1 2_V27

1
kdeVi=2+z+—, Vo=1+uz.
T
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8.4 VyjadfFeni neznamé ze vzorce

Vyjadieni neznamé ze vzorce si vysvétlime na konkrétnim prikla-
du: vezméme tfeba vzorec pro objem V rota¢niho kuzele s vyskou v
a s polomérem 7 jeho podstavy:

ik
V= -’y
3

Zname-li jeho rozméry r, v, uréime objem dosazenim do uvedeného
vzorce. Tento vzorec viak miZeme pouzit i k vypoctu poloméru jeho
podstavy, zname-li V, v, nebo k vypoé&tu jeho vysky, zname-li V, r. Ri-
kame, Ze ze vzorce pro objem kuzele vyjadiime polomér jeho podstavy,
resp. jeho vysku. Postupujeme pfi tom tak, Ze vSechny proménné, kromé
té, kterou ze vzorce vyjadiujeme, povazujeme za konstanty a tu pro-
ménnou, kterou chceme vyjadiit, povazujeme za neznamou. Ze vzorce
pro objem kuzele tak muzeme vyjadrit polomér r jeho podstavy

3V
r=4)—,
™
resp. jeho vysku
k1%
U= —.
nr2

Priklad 1

Urcete vysku pravidelného ¢tyrbokého jehlanu, je-li jeho objem V =
= 800 cm? a délka jeho podstavné hrany a = 10 cm.

Reseni
1, s g o
Ze vzorce V = ga v pro objem jehlanu, v némz zname V, a, vyjadiime

proménnou v:

Dosazenim za V (v cm?) a za a (v cm) dostaneme pro vysku v (v cm):

3- 800
=T =2
102

Pfi feseni prikladu 1 jsme mohli postupovat také tak, ze do vzorce
pro objem dosadime dané hodnoty, tj.

1
800 = 3 100w,

odtud vypocteme
v =24.

Tento postup je sice spravny, matematikovi se vsak pfili§ nelibi. Ma-
tematik obvykle postupuje tak, Zze pozadovanou proménnou z daného
vzorce vyjadii obecné a teprve do tohoto vyjadieni dosazuje dané hod-
noty. (Tak jsme v piikladu 1 vskutku postupovali.) Tento postup je
vyhodnéjsi: obecné vyjadieni pozadované proménné z daného vzorce
umoziuje vidét Sirdi souvislosti (napf. jak vyjadfend proménna zavisi
na zbyvajicich proménnych), miZe vést k objeveni zajimavého vztahu
apod. V tomto postupu se projevuje jeden z charakteristickych ryst
matematiky: snaha po zobecnéni ziskanych poznatki.

Snazte se proto i vy postupovat v podobnych piikladech obecné;
ziskate tim prinejmensim vétsi zbéhlost v praci s proménnymi, kterou
ocenite, az se budete zabyvat funkcemi.

Priklad 2

V prikladu 3 predeslého ¢lanku byl odvozen vzorec pro prumérnou rych-
lost v auta, které v prvni éasti své drahy (o délce d; km) jelo rychlosti
vy km-h™! a v druhé &sti (o délce da km) rychlosti vs km-h=1:

B (dl + dz)'vlvg
dﬂiz + dg’[)l

Vyjadrete z tohoto vzorce ds.
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Resent

Proménnou dy povazujeme v rovnici

(d1 + dg)vive
diva + davy

za neznamou, ostatni proménné bereme jako konstanty. Vynasobenim
této rovnice vyrazem dyvs + davy a Gpravou pravé strany dostaneme

vdyvy + vdovy = dyvive + davyvs;

rovnici upravime tak, aby vyrazy s neznamou dy byly na levé strané
a zhyvajici virazy na pravé strané rovnice; po tipravé dostaneme

dovy (v — v2) = dyva(v1 — ),
odtud jiz snadno neznamou ds vyjadiime:

diva (v — v)
o | e
vy (v — vg)

diva(vy — v)
v1(v — va)
kladny? Je to pomérné jednoduché: protoZe v je pramérna rychlost, plati pro ni bud
v1 > v > v2, nebo vz > v > vi; v prvnim pfipadé je vSak v1 —v > 0av — vz > 0,
takze dany lomeny vyraz (protoZe je téz di > 0, v2 > 0, v1 > 0) je kladny, ve
druhémepiipadé je v1 — v < 0 a v — vp < 0, coZ znamena, ze dany lomeny vyraz je

rovnéz kladny.

Pozndmka. Umite zdtivodnit, Ze ve vzorci pro dz je lomeny vyraz vizdy

Ulohy

8.16 Urcete, jaky polomér r musi mit koule, aby jeji objem byl roven V.
8.17 Ze vzorce pro povrch vilce S = 2nr(r + v) vyjadiete v.
8.18 Pro celkovy odpor R dvou vodiél o odporech Ry, Ry zapojenych

1 1 1
vedle sebe (paralelné) plati — = — 4+ —. Vyjadrete z tohoto
R Ry, R

vzorce R.
8.19 Ze vzorce pro povrch kvadru S = 2(ab + ac + bc) vyjadiete a.
(d1 +da)viv2

viz priklad 3, ¢lanek 8.3) vyjad-
R (viz p ) vyi

8.20 Ze vzorce v =

fete vy.
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9. PRAVOUHLY TROJUHELNIK

9.1 Pythagorova a Thaletova véta

Pripomenme si nejprve, co vime o pravouhlém trojihelniku. Pfe-
pona je strana, kterd lezi proti pravému thlu; ze vSech stran pravo-
uhlého trojihelniku je nejdelsi. Oba thly pFilehlé k pfeponé jsou ostré,
jejich soucet je 90°. Odvésny jsou strany, které lezi na ramenech pravého
ihlu. V pravouhlém trojihelniku ABC se oznadeni vrcholt obvykle voli
podle obr. 9.1 tak, Ze pravy tihel je pfi vrcholu C.

Obr. 9.1

Znamena to, 7e strana AB = ¢ je pfepona, strany AC = b, BC =
= @ jsou odvésny; pifi tomto znaceni je tihel 7 pravy, thly «, £ jsou
ostré a plati pro né: o+ F = 90°. Nejznaméjsi pravothly trojihelnik je
trojuhelnik, jehoz strany maji délky 3, 4, 5.

Pythagorova véta

V pravouhlém trojuhelniku s odvésnami a, b a s pfeponou ¢
plati:
a®+b0: =%

Vzhledem k tomu, 7e mocniny a?, b2, ¢ udavaji obsahy étverci, je-
jichZ strany jsou a, b, ¢, mizeme Pythagorovu vétu vyslovit (a zndzornit
na obr. 9.2) takto:
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V pravoihlém trojihelniku je soucet obsahii étvercli nad od-
vésnami roven obsahu ¢tverce nad pfeponou.

C a’
b2
A B
C2
Obr.9.2

Poznamka. Pythagorova véta patfi k nejstar$im matematickym poznatkiim. Ma
jméno po feckém matematikovi a filozofovi, ktery #il v 6. stoleti pfed Kristem,
tj. pred wice nez dvéma a pil tisici léty. Pythagoras také zjistil, Ze délka thlopficky
¢tverce o strané jedna se neda vyjadrit jako podil prirozenych ¢isel; objevil tak do
té doby neznidma é&isla, kterym dnes fikime iracionélni (napt. v/2).

Pythagorova véta umoziiuje vypocitat z danych dvou stran pravo-
thlého trojihelniku stranu t¥eti:

c=vat+b, a=+c2-0b2, b=+c?—al

Priklad 1
Volejbalové htisté je obdélnik o stranich a = 18m, b = 9m. Urdete
délku uhlopricky tohoto obdélniku.

Reseni

Hfisté je zndzornéno na obr.9.3 jako obdélnik ABC'D o stranéich a, b,
hledana délka jeho uhlopficky je oznac¢ena x. V pravothlém trojahel-
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niku ABC ma odvésna AB délku a = 18m, odvésna BC méi délku
= 9m, pfepona AC' ma délku = metri.

D 4
L b
/]
A a B
Obr.9.3

Podle Pythagorovy véty plati:

z? =a? 482,

z = a2+ b2,
z=+182+92m = /405 m,
& =20,124612m,

zaokrouhlime na m: % =:20m.

na kalkuladce uréime:

v

Délka tuhlopficky obdélnikového hiisté je asi 20 m.

Priklad 2
Z krizovatky kolmych silnic vyjeli ve stejném okamiziku dva cyklisté;
cyklista A po jedné silnici rychlosti 20 km-h~!, cyklista B po druhé sil-
nici rychlosti 24 km-h~!. Uréete jejich vzdjemnou vzdalenost po tficeti
minutach.

Reseni

Situace po tficeti minutach od vyjezdu obou cyklisti z kiizovatky K je
znazornéna na obr. 9.4. Cyklista A je v bodé L, cyklista B je v bodé M ,
Jejich vzéjemna vzdalenost je |[LM| = .

Cyklista A ujede za 30 min drdhu

1
51 :QO-Ekmzlﬂkm;
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L
////
z-7 81
//
L/// -I
M 52 K
Obr.9.4

cyklista B ujede za 30 min drahu
1
So =24 ékm: 12km.

Jejich vzdalenost z (km) uréime z pravoiuhlého trojihelniku K M L po-
dle Pythagorovy véty:

2_ 2., .2
£ = +E, B=ys ek

Na kalkuladéce uréime

z = 1/102 + 122 km = V244 km = 15,620 499 kmn
a po zaokrouhleni na metry
z = 15,620 km.

Vzdalenost obou cyklistd bude asi 15km 620 m.

Piiklad 3

Primér kruhového Fezu kmene je na nejuzsim misté 16 cm. Urcete, zda
se z tohoto kmene dé vytesat tramek, jehoZz prufez je étverec o strané
10 cm.
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Reseni

Na obr. 9.5 je zobrazen ¢tverec ABCD; je to ¢tverec o nejdeli strané,
ktery se do kruhu o praméru 16 cm vejde. Jeho stranu a uréime z pravo-

D

B
Obr.9.5

uhlého trojuhelniku SCD, jehoz pfepona CD je rovna strané a tohoto
¢tverce a jehoz odvésny SC, SD jsou poloméry daného kruhu:

|CD|=a, |SC|=|SD|=r.

Podle Pythagorovy véty plati:

a® =12 412

a® =22
neboli

a=Vv2r?=+v2 8cm=11,3cm.

Zjistili jsme, Ze strana ¢tvercového prifezu tramku, ktery je mozno
z daného kmene vyfiznout, ma délku nejvyse 11,3cm. To znamena,
ze tramek, jehoz priifez je ¢tverec o strané 10cm, se z daného kmene
vyrobit da.

Obracena véta k vété Pythagorové

Pythagorova véta fika, ze v pravouihlém trojihelniku s odvésnami
a, b a pieponou ¢ plati a2 + b2 = ¢2. ‘

Co kdy# ale v n&jakém trojuhelniku se stranami z, y, z plati 2 +
+ 42 = 22. Je tento trojihelnik pravoihly?
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Jestlize v trojuhelniku se stranami z, y, z plati
2 ry?= 2

je pravothly s pravym thlem proti strané z.

Zapamatugte si: Jestlize v trojuhelniku se stranami z S y < 2
a) plati 2% +y® = 22, pak je pravouhly;
b) mneplati 22 + y? = 22, pak neni pravouhly.

Priklad 4

Rozhodnéte, zda néktery z trojithelnikii o stranach
a) 6m, 9m, 11m, b) 5m, 12m, 13m
je pravouhly.

Resenid

a) V trojithelniku se stranami 6 m, 9m, 11 m neplati 62 + 92 = 112,
protoze 62 4+ 92 = 117 a 112 = 121.
Dany trojuhelnik proto neni pravouhly.

b) V trojuhelniku se stranami 5m, 12m, 13 m plati 5% + 122 = 132,
protoze 5% + 122 = 169 a 132 = 169.
Dany trojuhelnik je proto pravouhly.

Thaletova véta

S Thaletovou vétou jste se seznamili uz na zakladni skole. Thales
z Milétu, po némsz je pojmenovana, zil ve stejné dobé jako Pythagoras
(6. stol. pi. Kr.) a byl to vynikajici matematik. Uz tenkrat, dva tisice let
pred Kopernikem, védél, Ze Zemé ma tvar koule a Ze obihd kolem Slun-
ce; na zakladé svych vypoctl predpovédél zatmeéni Slunce, ke kterému
doslo v roce 585 pi. Kr.

Traduje se také, ze zméril vysku egyptskych pyramid, a to porov-
nanim délky jejich stinu s délkou stinu tyce znamé délky.

Na obr. 9.6 je ddna kruznice £ se stfedem S a priimérem AB, na
které jsou libovolné zvoleny body X1, Xs, X3 tak, Ze kazdy je rizny od
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bodl A, B. Thaletova véta iika, ze kazdy z Ghld AX, B, AX,B, AX3B
je pravy, tj. ze ma velikost 90°.

Xi
Xa

Obr.9.6

Vsechny thly AX B, kde X je libovolny bod kruznice rizny
od koncovych bodii A, B jejiho préiméru, jsou pravé.

Chcete védét, pro¢ tomu tak je?

Podivejte se na obr.9.7. Je na ném bod X na kruZnici k s priumeé-
rem AB a s vyznacenymi ahly a, 3 u vrcholit A, B. Vidime, Ze troj-
thelnik ASX je rovnoramenny (ramena AS, SX maji délku r), takze
@ = . Také trojihelnik SBX je rovnoramenny (ramena SB, $X maj
délku r), takze 8 = 1. Uhel AXB je tedy roven: ay + 81 = a + 3.

Obr. 9.7
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Soucet uhla v trojihelniku ABX je proto:
a+ B+ (a+ B) =180°,
2(a + ) = 180°,
a+f=a;+ 0 =90°.

Zjistili jsme tak, ze thel AX B je vskutku pravy.
Piiklad 5

V kruZnici k se stfedem S a s polomérem r = 6 cm jsou dé.n¥ tétivy K L
a LM podle obr. 9.8. Uréete délku tétivy KM, vite-li, Ze tétiva LM ma

délku 5cm.

M

- Obr.9.8

lf:::;e tétiva K L je prumér kruZnice k, je podle Thaletovy véty thel
KM L pravy. Trojuhelnik K M L je tedy pravouhly, takze podle Pytha-
gorovy véty plati

KL = [KMP + |LMP, |KMJ? = |KL| — |LM[?,

|KM| = KL — LM,
Po dosazeni ur¢ime délku tétivy K M:

|[KM| =144 — 25cm = v119cm = 10,9 cm.

Délka tétivy KM je asi 10,9cm.
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Thaletova véta a te¢na ke kruznici
Na obr.9.9 je ddna kruznice k se stiedem S a vné této kruZnice

bod P; nasim tkolem je sestrojit na této krusnici dotykové body T7,
T5 tecen vedenych z bodu P.

Obr.9.9

Protoze te¢na PT} je kolma na, polomér ST} a teéna PT, na polo-
mér STy, jsou Ghly PT1S a PT»S pravé a podle Thaletovy véty le# na
kruznici s primérem SP. Body T1, T jsou tedy prisecéiky kruznice k
a kruznice o praméru SP. Tec¢ny ke kruznici k z bodu P jsou pfimky
PT1 a PT2

Ulohy

9.1 Vypoctéte:
a) thlopficku étverce o strané a = 10 m,
b) vysku rovnostranného trojuhelniku o strané a = 8 dm.

9.2 Urcete polomér kruznice, ktera Jje opsana étverci o strané a = 5cm.
(Nacrtnéte si obrézek. )

9.3 Z polokruhovité desky méa byt podle

obr. 9.10 vy¥iznut ¢tverec. Urdete veli- N
kost z jeho strany, je-li polomér desky z
= 10cm. )
9.4 Dvesily o velikostech 100N a 80 N maji 4 T 8 B
spole¢né ptlisobiité a jsou k sobé kolmé. Obr.9.10

Vypoététe velikost jejich vislednice.
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9.5 Urcete délku strany kosoctverce, jehoz hlopficky maji délky 16 cm
a 12cm. (Uhlopficky kosoétverce jsou k sobé kolmé a pili se.)

9.6 Urcete, zda jsou trojihelniky pravonhlé, jestlize maji strany o dél-
kach
a) 7,9, 11, b) 6, 8, 10, c) 1, V8, 3.

9.7 Sestrojte na kruznici s polomérem r = 2,5cm body 11, T» dotyku
tecen vedenych k této kruznici z bodu P, ktery mé od stfedu S
kruznice vzdalenost d = 6 cm. Vypoctéte délky tsecek PTy, PTs.

9.2 Trigonometrie pravothlého trojihelniku

Trigonometrie je jednou z nejstarsich véd; jeji pocatky sahaji do
doby egyptskjch faraoni a souvisely s vyméfovanim pozemkii po kazdo-
ro¢nich zaplavach, s uréovanim polohy na mofi a také s astronomickjmi
pozorovanimi. Zabyva se vztahy mezi stranami a thly trojihelniku,
coz naznacuje i jeji nazev, ktery je feckého piivodu a znamena ,,méreni
trojuhelniku®.

V nésledujicim textu se omezime na trojuhelnik pravoihly.

Prohlédnéte si trojahelniky BC A, B1C1A a BaCsA na obr.9.11.

- B

C Ch Cy A
Obr.9.11

Vsechny jsou pravoihlé a maji spoleény thel a. Jsou proto podle
véty uu podobné a o podobnych trojihelnicich vime, Ze maji odpo-
vidajici si strany ve stejném poméru. Plati napf.:

|BC|  |B1Cy] _ | BoCs| |AC| _ |[AC]| _ |ACs|

ICA[  |C1A]  |C2A|" |AB| |AB:|  |AB;
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Tyto poméry jsou ve viech podobnjch pravotihlych trojihelnicich
stejné, tak’e nezilezi na tom, ve kterém z nich tyto poméry utvorime.

Obr.9.12

V' pravothlém trojihelniku ABC s obvyklym oznacenim podle
obr.9.12 se zavaddéji tyto poméry a jejich nazvy:

Pomér délek odvésny protilehlé k tthlu a a prepony se nazyva
sinus thlu a:

; a
sing = —.
c
Pomér délek odveésny piilehlé k thlu o a pfepony se nazyva
kosinus thlu a:

b
cosSq = —
e

Pomeér délek odvésny protilehlé a odvésny prilehlé k ihlu o se
nazyva tangens thlu o:

a
tea = —
i

Pomér délek odvésny piilehlé a odvésny protilehlé k tihlu « se
nazyva kotangens tihlu «:

cotga:é. L
a

Zapamatujte si: Sinus je pomér délek protilehlé odvésny ku pFeponé.
Kosinus je pomér délek piilehlé odvésny ku pfepond. Tangens je pomér
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délek protilehlé odvésny ku pfilehlé. Kotangens je pomér délek prilehlé
odvésny ku protilehlé.

Priklad 1
Zapiste, ¢emu je roven sinus, kosinus, tangens a kotangens thli 6 a ¢
v pravothlém trojihelniku DEF na obr.9.13.

Obr.9.13
Regeni
V daném trojihelniku DEF je |DE| = f pfepona, odvésna pfilehla
k thlu § je strana |DF| = e, odvésna protilehld k uhlu § je strana

|FE| = d, takZe plati:

d e d
- sin6=}, coer:?, tg(S:E, cotgézg.
V tomtéZ trojihelniku DEF odvésna prilehla k tihlu € je strana |FE| =
= d, odvésna protilehla k uhlu ¢ je strana |[DF| = e, takZe plati:

: d e d
sine = cose = —, tge= -, cotge=—.
e

f f d’

Protoze kazdy z uvedenych pomért zavisi na velikosti piislusného ost-
rého hlu, nemluvime o pomérech, ale o funkcich sinus, kosinus, tangens
a kotangens. Tyto funkce se souhrnné nazyvaji funkce goniometrické.

Priklad 2
Vypoététe hodnoty funkei sinus a kosinus pro tthly 30°, 45°, 60° a hod-
noty funkei tangens a kotangens pro 45°.
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(@]
30°
a a
Ve
60°
A D %a B
Obr.9.14

Reseni

Uréime nejprve sinus a kosinus pro 30° a 60°, a to z rovnostranného
trojihelniku ABC o strané a a vyice v. = [CD| na obr.9.14. Troj-
thelnik DBC je pravouhly, jeho ostré thly jsou 30° a 60°, prepona
|BC| = a, odvésna |BD| = ia; délku CD zbyvajici odvésny uréime
podle Pythagorovy véty:

IcDrzﬁ-& “(E)z 27%2ﬁ302

(S IR EC B I N

Pro hodnoty goniometrickych funkei thléi 30° a 60° tak z tohoto
trojihelniku DBC (sledujte obr.9.14) dostaneme:

a a
= =3
. 2 V3
sm30°=—=—1~, 00530°=E: 2 :ﬁ
a 2 a a 2
@
: o Ve o
sin60° = — = cos 30°, cos60° = 3 = 51n.30%.
a a
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¢
a a
A5° 45°
A a2 B
Obr.9.15

Hodnoty téchto funkci pro thel 45° urd¢ime z pravotuhlého rovno-
ramenného trojihelniku ABC na obr.9.15; jeho ramena maji délku a,
podle Pythagorovy véty ma jeho pfepona AB délku av/2:

a_liﬁ 4
WA s

Z tohoto trojihelniku uré¢ime snadno i tg45° a cotg45°:

sin 45° = cos45° = = sin45°.

a
tgd5° = 2 =1, cotgds® == =1=tgd5°.
a a

Vysledky ziskané v tomto piikladu shrneme:

-

V3

sin 30° = cos60° = sin 60° = cos 30° = o

3

N | =

sin45° = cos45° = ; tg45° = cotg45° = 1.

e[S

Ulohy

9.8 Vypoditejte délky zbyvajicich stran a velikosti ostrych thli v ?raf
vothlém trojihelniku ABC s pravym thlem pii vrcholu C, je-li
dano:
a) ¢=52,8cm, o = 64°38',
b) b=0,24m, § = 38°20/,
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¢) a=8,7m, B = 54°42,
d) a=10,2m, b = 6,8m.

9.9 V rovnoramenném trojihelniku ABC se zikladnou |AB| = 15cm
mé thel a pfi vreholu A velikost 65°25'. Urdete délku Jjeho ramen.

9.10 V rovnoramenném lichobé&#niku ABCD Jsou dény jeho zakladny
|[AB| = 20cm, |[CD| = 12c¢m a ramena |AD| = |BC| = 8cm.
Urcete jeho vysku a tihel o pii vrcholu A.

9.11 Dvé sily o velikostech 50N a 10N maji stejné pisobiité a jsou
k sobé kolmé. Urcete velikost jejich vyslednice a thel a, ktery vy~
slednice svird s vétsi silou.

9.12 Vzdalenost z bodu P od bodu B, ktery je na druhém biehu rybni-
ku, se da urcit podle obr. 9.16 tak, Ze se zm&¥i vzdalenost d — |AP|
a thel a. Vypoététe tuto vzdalenost nejprve obecné a pak pro
hodnoty d = 100 m, & = 48°.

N
L (4]
v
h
B B\
K M
Obr.9.16 Obr.9.17

9.13 Use¢ka LN na obr.9.17 pfedstavuje lano napjaté mezi vrcholy
stozart KL a MN. Uréete jeho délku, jeli |[KL| = h = 10m,
|IMN|=v=17m, o = 15°,

9.14 Lanova draha je dlouhd 920m a Jeji pfimé traf stoups pod dh-
lem 36°. Uréete vodorovnou vzdalenost mezi dolni a horni stanici
a jejich vyskovy rozdil.
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9.15 Uréete, pod jakym tihlem stoupa Zelezni¢ni trat, je-1i stoupani trati
8,5 %o. ’ o

9.16 Vypoctéte velikost tihlu, ktery sviraji tecny veFlen‘e z bodu e
kruZnici se stfedem S a s polomérem r = 5cm, je-li |[PS| = 10cm.

9.17 V kosoétverci ABCD je |DB| = 4cm, |AC| = 6 cm. Urcete veli-
kosti jeho vnitfnich thli.
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VYSLEDKY ULOH

2. Ciselné obory

2.2 Napf. 0, —1, —7, —100. 2.3 Je, protoze N ¢ Z. 2.4 Neni, napi.
¢islo —1 je celé a neni pfirozené. 2.5 Obr.V2.1 — vysrafovana cast.

N Z\Q R
Obr.V2.1

2.6 @ > b 2.7 a) (28+22) + (33 +7) = 50 + 40 = 90; b) (31 +
+49) + (16 + 64) = 80 + 80 = 160; ¢) (5-2) - 327 = 10 327 — 3270;
d) (4-25)-120 = 100-129 = 12900. 2.8 a) 658(3+7) = 658-10 = 6 580;
b) 10%(2 + 3) = 5-10% = 5000; c) 2-10%+30-10% = (2 + 30) -
-10% = 32-10% = 32000. 2.9 a) —5; b) 13; ¢) 0; d) 20; e) 32; £ 5
2.10 a) —21; b) —15; ¢) 9; d) —40; e) 52; f) 11; g) —36; h) 56; i) —24.
2.11 a) 11; b) 6; ¢) —25; d) —25; e) 16; f) —4; g) —250; h) —314.
212a) 6<-3<3<6;b) -10< -3 <0 <2< T 213 Neplati.

5 3 4 3 2
2.14 Neni. 2.15 Neni. 2.16 a) z;b) —=;¢) =; d) -2, 2.17 a) —;
7 4 3 5 5

5 4 1 3 5 4 41 7
b)—io) ——id) = 248 Dve fiia 2 - 219a) —- < — < —;
)59 Y 5 e Ay A zipdy
2 5 9 34 64 5 3 2 6

gl gt g v gt 2 6
) -3 < <3 14C)98<18{)<14 T TN
5 12 { 13 ) 3

S SMa) — > 2352352, b) ——>-26>-27> —2—;
18 5 4 5 4

)06>4> 4> 06-d)07>2> 0,6 J 2.21 a) 0,25;
C 3 7 7 Eat] ) 3 3>_10' = a') yady
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1 1_d 25 2233‘)1_
b) —0,2; ¢) —0,6; d) 2,5. 2.22 a) 2; b) —5i c) . ) e 2 Y
1 1 25 = .
b) 5; c) —g; d) =" 2.24 Na obr. V2.2 je znazornéna konstrukce
By
/
4
s 4
//
s 3
7 N
X 21\
/ N
i 1 3 &
i/ O % \\
-// o ‘-./X o
21 5
-4 =3 “% 7§ 51 :3_2 3 4
Obr. V2.2

2 4 5 » 2 . , 2
obrazu ¢isel — a ~5 Cislo 3 zapiSeme ve tvaru lg; usecku délky 3’
kterou_jsme jiz sestrojili, naneseme na €iselnou osu od obrazu ¢isla 1

9 2
vpravo. Podobné postupujeme pfi znazornéni ¢isla ~ 2.25 Prvni,

tieti, ¢tvrté, druhé, paté. 2.26 w, +/10. 2.27 Obr.V2.3. 2.28 Existuje

vio_—
— 1}

0 1 2 /10
Obr. V2.3
1 .
ke kazdému realnému ¢islu s vyjimkou nuly; g; —g; 5; 1; neexistuje;

—%; V2; %(—); 3. 2.29 Kladna jsou ab, d — ¢, c(a+0b), c(a—b), a® + b2,
5
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a+b
a? —b?; zépornd jsou a+b, ad, a—b, c—d, 7 2.30 a) 27,0; 0,023 5;

0,530; 2,24; 3,14; 8 650; b) 27; 0,023; 0,53; 2,2; 3,1; 8 700. 2.31 a) 36; 1,4;

2 3 2
0,032; 0,007 0; b) 35,63; 1,41; 0,03; 0,01. 2.32a) 1+ £ < £ + £;
2 V22
V6 V6 V5
b) =+ —= > 1+ —. 233 a) 7; b) 50; ¢) 800; d 0,9; e) 0,2;
) JE+ U5 > 1+ . 2333) 75 b) 50; ) 800; d) 0.9; o)

f) 0,03. 2.34 a) Plati, 0> = 0 a 0 je nezaporné &slo; b) neplati, druha
odmocnina je definovina pouze z nezédporného éisla; ¢) a d) neplati,
druha odmocnina je vidy neziporné é&islo; e) plati, 52 = 52 a 5 i 52
Jsou nezéporna €isla; f) plati, 5> = (=5)% a 5 i (=5)2 jsou nezporna
tisla.  2.35 Pro kazdé a 2 0 plati via® = a, pro kazdé a < 0 plati
Va? = —a. 2.36 a) 3; b) 10; c) 50; d) 1; €) 0,2; f) 0,4. 2.37 a) Plati,
0% = 0 a 0 je nezéporné ¢islo; b) neplati, tfeti odmocnina je nezaporné
¢islo; ¢) a d) neplati, tfeti odmocnina je definovéna z nezaporného ¢isla;
e) neplati, tfeti odmocnina je nezdporné éslo; f) plati, 5 = 5% a 51 53
Jsou nezdpornd cisla. 2.38 a) Plati 0° = 0; b) neplati, (-2)® # 8;
c) neplati, 1° # —1; d) plati, (—5)® = (—5)3; e) neplati, (—5)3 # 55;
f) plati, 5 = 5. 2.39 a) 2,24; 5,39; 17,72; 79,09; 268,40; 759,00; b) 0,69;
0,89; 1,81;5,97; 17,67; 81,88. 2.40a) 1,913; 4,217; 8,653; 16,441; 42,326;
66,953; b) 0,908; 0,630; 2,021; 3,126; 8,555; 12,500. 2.41 a) 9; b) 5;
) 1,5:d) 4;€) 3;f) 1,2. 2.42 a) 2v/2; b) 5v/3; ¢) 25v/3; d) 3/3; e) 5/2;
f) 10¥/4. 2.432) 4v/3;b) v2-1;¢) 3+v/3; d) 5-2v/6; ) £Y/9; 1) 29/12.
2.44a) 6;b) 0;¢) 7;d) —8;e) —3;f) 6; ) 17; h) 7. 2.45 a) —5; 5; b) 0;
c) takova ¢isla neexistuji; d) tsecka s krajnimi body —4 a 4; e) tiseéka
urcend body —3 a 3 bez téchto krajnich bodi; f) viechna realna &isla
s vyjimkou ¢isel lezicich mezi isly —1 a 1 (dvé poloptimky); g) takové
Cisla neexistuji; h) vSechna redlnd ¢isla s vyjimkou nuly. 2.46 a) —3;
7; b) —9; 3; ¢) usecka s krajnimi body 1 a 2; d) viechna realns &isla
s vyjimkou é&isel —1 — /2, —1 + /2 a viech &sel leicich mezi témito
¢isly; e) tsecka uréend body v3—2a v/3+2s vyjimkou téchte krajnich
bod; f) viechna realnd ¢isla s vyjimkou —r; g) takova &isla neexistuji;
h) vSechna realn4 ¢isla.

181



3. Mnoziny

3.1 a) 0, {2}, {7}, {2,7}; b) 0, {5}, {7}, {9}, {5,7}, {5,9}, {;g%,
(5.7.9)50 6: ) . {0}, 32) 0, {1 D)0, (-3}, 0}, {1}, {-3.0]
{-3,1}, {0,1}, {-3,0,1}; ¢) O, {0}, {0,5}, {0;0,5}. 3.3_{3:13 3},
z>0}=N; {zeR;|z| £0}= {0},{$€N;’|xﬁ2| <2}—{B’,_,N3
{reR; Va® =z} ={z €R; z20}. 3.4a) BA:{—2;1};b2 = e,
C) B"A = {6}; d) B,A = {1,2}; e) Bf& = {_27_17():1:2}: f) BBA__ O{IT}
€ Rz >0} =R%; g1 B, =R; h) By = B5a) An —{,5T
AUuB = {-3,-2,-1,0,4,5,7,9}; b) ANB = {z € Z; z < — %f
AUB={re Z;z £ -1};¢c) ANB = {1,2}, AUB = {B:c € Af
2> -3;d ANB =0, AUB = Z 3.6a) A C B; b) ;3,_
c) B=0;d) B=A;e) A=B. 3.7a) {3}, {1,3}, {2,3}‘, {1, ,3},
b) {1,2}; ¢) X neexistuje. 3.8 a) {1}, {1,3}, {1,4}, {1,3, 41},4b) 3:4%’
{1’213}1 {1’374}’ {1:213?4}; C) 0, {1}: {3}7 {4}7 {113}18{ ’A}’_ ‘1{1}1
{1,3,4}; d) X neexistuje. 3.9 a) A\ B = {-3,5}, z\— B_A#(a.,
b) A\B = {7, -6, ~5, 4, ~3, -2}, B\A = 0;c) A\B = 7, , B\ =9
d) A\B={zeN;z>2},B\A={-2,-1,0}; ¢) A\B = g:c— B,
z < -1}, B\A=1{0,1,2,3}. 3.10a) ACB;b)BCA;c) ) —V:
3.11 a) IT; b) I, IL, 1IT; ¢) L; d) II, III, IV; ) IV; £) I, IIL, IV. 3.1 \?)Vlj
b) IL; ¢) I; d) IV, V, VI e) IL, IV, V, VI, VII; f) VIIL g) I, 1L, IV, V, VI;
h) I, ¥, V; i) I, II, IIT.  3.13 a) Obr. V3.1; b) obr. V3.2.

u U
A B A B

XO Xbho X

%6

Obr NS Obr. V3.2

3.14 Obr. V3.3. 3.15 a) Plati; b) plati; c) neplati; d) plati. 3.16 a) 2411(1),
b) 140. .17 a) 210; b) 170. 318 a) 27; b) 34, 3.19 a) 4, b)5'9):
c) 11;d) 0. 3.20 a) 50; b) 255. 3.21 a) (—2,3); b) (—7,-—11)), c) ( ,O)z
d) (—1,0); e) (3,+00); f) (—o0,—2). 3.22 a) (foo,nil-oo), ) ('._0)07116_’
c) {0,+0c0); d) (=7,+00); €) (—oo,1). 3.23 a) Neni; b) neni; c
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ni; d) (—oo,+00); e) (3,+00); f) neni; g) neni; h) (1,2); i) neni.
3.24 a) (~1,1); b) neni; c) (=3,3); d) (—00, +00); e) (=3,7); f) (-7,3).
3.25 a) (_'213'): (U: 1>§ b) <¥235): 0; C) (_37 —1)U(~l,4>, ) d) <_472)s

0;
{0}; ) (1,+00), (3, +00); f) (o0, 4e0l; {~2:~1% g) (3,5), (3,5);
h) (=00, +00), {2}.

4. Zakladni pouéeni o vyrocich

4.1 Pravdivé jsou u;, us, u3, zbyvajici jsou nepravdivé. Jejich negace
jsou: Cislo 5 je ziporné. v/5 < 2. Ciislo 6 — 9 je kladné. 5 —8 < 4 — 6.
VA9 =7. 4.2 Negace jsou vyroky: Ceska republika m4 nejvise 10 mi-
liont obyvatel. Praha m4 aspon 1,5 milionii obyvatel. Polomér Zemg je
mensi nez 6 000 km. Vzdalenost Mésice od Zemé je vétsi nez 400 000 km.
Rychlost svétla ve vakuu neni 300 000 km-h=!. 4.3 Negace Jsou vyroky:
Na Petfinskou rozhlednu vede nejvyse 299 schodi. Tato uéebnice ma
aspoii 201 stréanek. Pravidelny dvacetitthelnik mé nejvyse 99 whlopii-
¢ek. Prvocisel mensich ne# 100 je aspoti 26. Dvojcifernjch ¢isel neni 90.
4.4 Pravdivé jsou u,, us, uq, zbyvajici jsou nepravdivé. 4.5 Zadny.
4.6 Pravdivé jsou u; A Uz, U1 Voug, up Vouy, zbyvajici jsou nepravdi-
vé. 4.7 Jde o konjunkci a disjunkei pravdivého a, nepravdivého vyroku.
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4.8 Pravdivé jsou (aVb)Ac, (aAb)Ve, (aAe) Vb, zbyvajici je nepravdivy.

49 a|-a|ava|ana|-ana|-aVa]|-ah-a ﬁa\éfﬁa
1|0 1 1 0 1 0 0
of 1] o 0 0 1 1 -
410 a|b|-a|-anb|-avb]|(-arb)Val|(-aAb)Vb (ﬁavi)
1(1[0 0 1 1 1 L
1/]0] 0 0 0 1 0 :
0|1] 1 1 1 1 1 -
0]0] 1 0 1 0 0

4.11 Vsechny t¥i implikace jsou pravdivé. 4.12 Pravdivy je pouze vyrok
a = b. 4.13 Tautologie je pouze druhd ekvivalence.

4.14 a|lblanblavb|la=(aAb)|(anb)=b (a/\b)zf(a\fﬁ)

11 1 1 1 ¥

110 0 1 0 1 i

01 0 1 1 1 -

olo] 0 | 0 1 1 iy
4.15 a|b|anblavb|a & (aAb)|a < (aVh) (avb)?(a

111 1 1 1 1 :

1]0 0 1 0 1 >

01 0 1 1 0 1

0]0 0 0 1 1

4.16 u: Bod B nelezi na kruznici k£ ani na pfimce p- v: lfios!edvni cvn’fra
dekadického zapisu &isla 377 je nula nebo pétka. w: Ciferny sogfet _c1sla
377 je délitelny tfemi a &islo 377 neni délitelné ti"erm.v 4.17 Neptisel JSB;]'."!
nebo jsem nevidél nebo jsem nezvitézil. N?budfe prset a zinokneme. lc’x
to zaplatim nebo se neddm na vojnu. Kazdy z nas bude z kiemene a ce; v
narod nebude z kvadri. 4.18 —aAb, aAb, ~a <= b(neboa <= -b),
aV—b, man—b,aVb,anb 4.19 (ahb)A—c, o,/\(—|b/\—|cl), (av/\c) <z=> =b,
a <= (bA-c) 4.20 Tautologie jsou pouze prid dee (‘akw.va.lencev.
4.21 Pravdivy je pouze vyrok b. Negace danych V}:I.'Ol{u: Ex1sf,uje a?,spo‘n
jeden &tytihelnik, jehoz thlopficky nejsou’ navzavjer’n kolrr‘u’a. ]Ellx‘l;tuj-e
asponi jedno celé ¢islo, které neni racionalni. V kavz.dem Ero;uhe n{1 u }_:e
soucet vsech jeho vnitinich hla roven 180°. S?uCln kazdého r_ealne ’o
&isla a nuly je roven nule. 4.22 Aspon jedna \iec })od sluncem JeAnovav.
Asponi jeden kolaé je bez prace. Aspoii jeden u’ceny spadl z nebe. Asporvl
jeden ¢lovék, ktery kopa jamu jinému, do ni }rles’peidne. 4.23' \/%on
jedna kocka neni éerna. 4.24 —a: Pro kazdé redlné CISVI? z pl’a\t}_2 ac< £
# x. —b: Existuje aspoi jedno realné ¢islo z > 1, pr? néz Qlatl = :r:
—¢: Existuje aspon jedno prirozené ¢islo, kt.eré je fl(ve}ltelne d(;)?etl ::1 n«;r[;l
délitelné péti. —d: Existuje aspoil jedno pfirozené ¢islo mensi nez —10.
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4.25 —a: Kazdé prirozené éislo Jje sudé nebo liché. —b: Existuji aspor dve
primky v roving, které nejsou rovnob&iné. —¢- V kazdém trojihelniku se
vSechny jeho vysky protinaji v Jjediném bodé. —d: Existuje aspoil jedna
dvojice celych &isel, jejich souget Jeroven nule. 4.26 Ozna¢me S stied
usecky AB. Lezi-li bod X na ose secky AB, plati (X A| = | X B|, nebot
pro X # § jsou trojihelniky AXS a BXS shodné a pro X = S plati
také [SA| = |SB|. Jestlize pro bod X plati |[XA| = |XB|, pak X =
= S nebo vznikne rovnoramenny trojihelnik ABX; v obou pripadech
lezi bod X na ose tsetky AB. 4.27V pravothlém trojuhelniku ABC
prodlouzime Gsecku CA za bod A o délku a, dostaneme bod X ; usecku
CB prodlouZime za bod B o délku b, dostaneme bod Y. Sestrojime
¢tverec CXZY a uvniti jeho strany X Z bod Ay, uvnitf strany Y Z
bod B tak, Ze plati: |[XAi] =, |YB)| = a. UkéZeme, Ze Gtyfahelnik
AA;1 BB je &tverec o strans délky c. Obsah ¢tverce CX ZY je jednak
(a+b)?, jednak 4 - 3ab+ c%. Odtud plyne: a2 + % = (2. 4.28 Sporem.
Z predpokladu, Ze p¥imka p ma s kruZnici k& dalsi spoleény bod X,

plyne, Ze trojihelnik SAX Je rovnoramenny se zakladnou AX , takze
thel AXS je pravy. V trojahelniku AX S jsou tedy dva pravé thly, coz

neni mozné. 4.29 Nepiimy dikaz. Neni-li ¢slo n délitelné t¥emi, pak

bud' n = 3k +1, nebo n = 3k + 2. Umocnénim se presvédéime, Ze 74dné

z Cisel (3k + 1)2, (3k + 2)2 neni tfemi délitelne. 4.30 Z predpokladu
3+ v2 £ V19 plyne postupné: B+v2)?£19,9+6V2+2 < 19,
6v2 <8, 72 <64

5. Elementdrni teorie &isel

5.1a)3-102+2-10+7;b)6-103+3-102+0-10+5;c)7-
11.d) 2
23" ' 5’
3 2 b 19

—; ) —; - h) —. 5.3 11 =3-34+2,b)29=4.7 L
e)13)7g)9)41 a) 3:-3+2;b) 29 +
¢) 105 =7-15,d) 75 = 12- 6 + 3. 5.4 a) 6k; b) 3k + 2; c) 2k + 1;

d) 8k +4. 5.5 a) Libovolné pfirozené ¢islo, které pti déleni tiemi da
zbytek 1. T¥i ¢isla ziskame napf. dosazenim k = 0, 1, 2. Jsou to &isla 1,

5 13
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4, 7. Podobné postupujeme v tlohdch b), ¢). 5.6 6k, 6k + 1, 6k + 2,
6k + 3, 6k + 4, 6k + 5, kde k € No. 5.7 a) 6k, 6k + 2, 6k + 4; b) 6k,
6k + 3. 5.8 Aspon jeden ¢initel uvedeného soucinu je délitelny dvé-
ma, aspon jeden daldi ¢initel je délitelny étyimi, aspon jeden Cinitel
je délitelny tfemi, a aspofl jeden ¢initel je délitelny péti. Soucin péti
libovolnych za sebou nasledujicich pfirozenych ¢isel je proto délitelny
soudinem 2-3-4-5, tj. ¢islem 120. 5.9 Navod. Postupujte obdobné jako
v piikladu 3. 5.10 100z+10y+z—2—2y—4z = 96248y = 8(12z+y); =,
y, z jsou libovolné &slice, z # 0. 5.11 (2k+3)2 — (2k+1)? = 8(k + 1),
kde k € N. 5.12 a) Reste rozkladem n* — n? = n?(n® - 1) = (n -
—1n?(n+1);pron=2kjen?=4k% pron=2k+1ljen—1=2k
an+1=2k+2;b)n*—n% = (n—1)n%n+ 1); aspoil jeden &-
nitel je délitelny tfemi, asponi dva ¢initelé jsou délitelni dvéma, sou-
¢in je délitelny dvandcti; ¢) postadi dosazovat n = 2k, n = 2k + 1;
d) n® —n® = (n — 1)n®(n + 1); dale postupujeme obdobné jako v b).
513 a) 3,9; b) 2,4, 5,10;¢) 2, 3,6;d) 2,5,10; ¢) 2, 4 f) 2, 3, 4, 6,
12; g) 5; h) 2, 4. 5.14 a) 4 moznosti: 0, 3, 6, 9; b) 5 moznosti: 1, 3, 5,
7, 9; ¢) jedna moZnost: 6. 5.15 y = 2, z = 2. 5.16 a) 222, 232, 322,
332; b) 222, 333; ¢) 232, 332; d) 222. 5.17 Pfirozené islo je délitelné
patnéacti, pravé kdyz je délitelné tfemi a zaroven péti. 5.18 Maji stejné
ciferné soudty. 5.19 MenSenec 1 mensitel maji stejné ciferné soucty,
proto pii déleni deviti ddvaji stejné zbytky a jejich rozdil dava zby-
tek nula. 5.20 a) 72|2 b) 210|2 ¢) 495| 3 d) 5775| 3 e) 3861| 3

36(2 1053 165| 3 1925 5 1287| 3
18(2 355 55| & 385| 5 429 3
913 7|7 1111 ) 1 143 |11
33 1 1 11111 13 (13
1 1 1
. 7 73 1
5.21 28. 5.22 Prvoéisla jsou 677 a 439. 5.23 a) 3 b) e ¢) B

600
d) o 524 2) 23-32.5:b) 2-32.5-7% ¢) 3-5%.7-11; d) 22-

-3-5-11-13. 5.25 Pro kazdé p > 3 je spoletnym délitelem ¢islo
6. 5.26 Neplati. 5.27 Jsou to druhé mocniny prvoéisel. 5.28 a) 12;
b) 360; c) 252; d) 6; e) 9; f) 81. 5.29 a) 120; b) 1512; c) 378;
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e)

d) 180; €) 1144; f) 2772. 5.30 a) —: b) 2. o) 2. q) 1Ly 13
i ) 137 ) 117 C) 77 d) ﬁ: e) 1_9—7
47 81 | 7
f) —. 5.31 —_— —; ——

c) 992; d) 60060. 5.33 a) 120cm, 120 cm, 36 cm; b) 100, 144, 225, 400.
5.34} n’(4, 5: 6)—1=159. 5.35 n(10,9,8,7,6,5, 4,3,2) = 10-9-4-7 = 2 520.
Mozny pocet divaki je k-2 520 — L, kde £ € N; odhadu odpovida k = 4
pocet divakl je 10079. ,

6. Mocniny s pFirozenym a celym mocnitelem

1
6.1 2) 300; b) 0; ¢) 32; d) —;  f) 1; =
a) 300; b) 0; ¢) 32; d) = e) —32;f) 1; g) —=1; h) Tk 6.2 a) Plati;

b) neplatiil c) plati; d) neplati; e) neplati; f) plati. 6.3 a) 6,378- 106 m:
b) 2,5-10%%; ¢) 6,5-10°W; d) 2,7-10*L. 6.4 a) 1,6- 107; b) 4,6 - 105,

c) 7,2-10% d) 2,0-103. 6.5 a) 4; b) 9; c) 48; d) —10; e) 100; f) — .

200°

6.6 a) 6; b) 18; ¢) 48; d) 12. 6.7 a) 6a2b3; b) 20a5b*; ¢) dzy?; d) T22y8.
6.8 a) 25; 9; —27; g—5-; —gz ——1—' ——lﬁ‘ E 8; - 1

36 8 ) 37 3y HTH) nEYy

1 1
-3v3;1. 6.9a) —; L g~y
V31, 6.9 a) 157 P) 3675 0) 240 6.10a) 2+ V5 b) 25+/6;

) 5+2v6; d) 3+ 5. 6.11a) 1,32 10% 6,4 - 10%; 5,82 - 10; 1,25 - 102;
b) 2,5-107%; 345-107% 7-101; 2,36 - 10-3. 6.12 a) 2-10% b) 5- 106;
3 2 ) b
¢) 8:107% d) 51073, 6.13 a) 200C, 1) 1307 . a2t
[ d 7 3e37 c

1667¢

al
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“b)9Im—-9. 7.5 a.)

7. Mnohoéleny

1
v & 9. _.
7.1 (Z%+2122+Z§)§. 7.25500Kés. 73a)z =1, y#1,y+#—2; 7

d)a:>2 1++/3. 7.4a) 15k + 3;

\/Tf f\[_
3000

23+ 6224+ 122+ 8; c) ab—a®+at—ad+

b) z>0; 25¢) x £ 150, =

191y + 11

T.7a)3y+24+ 8y
6t+7
%2 _

b) 4z? -3z +1; c) 922 —9z+2; d) 5z —5. 7.11 w2r(x+y) 712a) (z—
—y)(r—x+y); b) (a+b+c)(at+b—c)(a—b+c)(a—b—c); ¢) —x(12a— 5§)
d) ay(a—b)(1+a+b). 7.13a) (z+y)(z—y)(z*+zy+y* )(;c —zyty i
b) 2r(3z% + 3y + 12 + 6zy); ¢) 12z(z — 2); d) y(2z + y)(22% + y° + 2zy).
7.14 a) (z2+1)(22%+2+2); b) (t+1)(t2+2t+2). 7.153) (x—2)(x—4);
b) (x+2)(z +4);¢) (x+3)(x—5); d) (z+4)(z—3).

+a? —a+1+—1- d) 7+ 262 +3t+2+ ———. 7.8a) 223 +2%—1;
+

8. Lomené vyrazy

z? +zy + 92 t—2 :
b)) ———— x#y, x# -y c) —, t #+2;
otk — e # t+2

- 24r+1
5(2z — 3y) z—1 ;" +r
—— 22 # —3y. 8.2a) ,:r;é—l,:c%y, e

9) 2x + 3y 73 r+1

,s# -2,r#1; d) ,wr,é?) y?é—. 8.3a) —
T 22+ 52+ 6 )(y—l)(m —x+1).

b)_2—y;c)_ 2_4 ¥ +1

T # —2; b) x # 1;¢) x > 0; d) pro viechna z € R. 8.5 a) —3(1 + v/2);

2 2
b) V3 -1;¢) V3 - V2 86 a) S PEOPE —ab) e # 0,

a
8.1 a)
P

?

5 — :
""#il;c)r_ a—1’

84 a) x # +1,
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U#OZ#OC)W,m#y,d) 5 t#ﬁcl 8.7 a) ——
a%O,b;éO,a#b;b);,z#(),z;ézlzl;c)l,x%—1,:5?5

o i 24z
%2,d)y,y#i2. 89 a#2 b# +1. 810 a) —, a # 0, z #
a

2 4 2 $ 422 4 Sy — o3
#0b) (S22) 0% 0,6 £ 0 ¢ ST 3y 4, i
9 222

x4+2x3y+12y2—$2y+$y2+xgy
# 0,y # 0; d) o y T #E 0,y #0.

3(z + y) b
5($_y)139#y:33‘r"_y=$?£0= b) b

z+1 2 -2y+3
c) ,z#O,az::l:l;d)y(y y+3)
z—1 y24+y+1

8.12&)—E,a%0,x#0,x%ia;b)m—zy,x#o,m;&y;c)
a

8.11 a) +a,a7é0,b7é0,a7éb;
—a

Y #F 0,y +y+1#0.
z(x + 1)
&2

100A
v# Lzt -25d)@+y)a-y)rty x4 -y 813 0P
n(n + p)
= atoprox # 0,z # £2; celému
¢islu je tedy roven jen pro z = —1,2=-3,2z=-4. 8.15 Pro viechna

3V 5= D2
TEOTE L 8167 == 817v=2""2" gisR =
4 2nr

2
8.14 Dany vyraz je roven vyrazu 73
T

T

R Rs S — 2be vvady

= — 8. = . 8.20 = ;
Ry + Ry “ 2(b + C) L Vady + Vody — vds

189



9. Pravouhly trojihelnik

9.1 a) 10v/2m = 14,14m; b) 4/3dm = 6,9dm. 9.2 7 = 2,§\/§cm =

=35cm. 9.3z =4v5cm =8 9cm. 9.4 Velikost vislednice je 128,1N.

9.5 10cm. 9.6 a) Neni; b) je; ¢) je. 9.7 |PTh| = |1‘3T2| = 5,45 cm.

9.8 a) B = 25°22', a = csina = 47,7cm, b = csinff = 22,6cm;

b = % o o !

b) a = 51°40', a = btga = 0,30m, c = oy = 0,39m; ¢) a = 35°18/,

a o ! e Le] /

= = = —— = 15,06m; d) o = 56°18/, g = 33°42/,
b=atgl =12,3m, ¢ P )

c=123m. 9.9180cm. 9.10v = 4v/3cm =6,9cm, o = 60°.. 9.11 Ve-
likost vyslednice je 51N, o = 11°18'. 9.12 z = dtga = 111,1m.
v—nh
9.13 |[LN| = —
sina , ) ’ -
rovna vzdalenost asi 744 m. 9.15 Zelezniéni trat stoupa pod Ghlem asi
0,5°. 9.16 Teény sviraji thel 60°. 9.17 67,4° a 112,6°.

= 27m. 9.14 Viyskovy rozdil je asi 541 m, vodo-
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SEZNAM POUZITYCH MATEMATICKYCH SYMBOLU
A ZNACEK

D(a,b)

rovna se priblizné, rovna se po zaokrouhleni
nerovna se, je riizné od

cislo a je vétsi nez ¢islo b

¢islo a je vétsi nebo rovno &islu b

¢islo a je mensi nez ¢islo b

¢islo @ je mensi nebo rovno éslu b

mnozina vSech prvkia z A, které maji vlastnost V(z)

a je prvkem mnoZiny A

a neni prvkem mnoZiny A

mnozina A je podmnoZinou mnoziny B
prunik mnoZin A, B

sjednoceni mnozin A, B

rozdil mnozin A, B

doplnék mnoziny A v mnoziné B

prazdnd mnozina

mnozina vsech p¥irozenych ¢isel

mnozina vsech celych &isel

mnozina vSech racionalnich &isel

mnoZina vSech realnych ¢isel

mnozina vSech zdporngch celych &isel
mnozina vsech kladnych realnjch &isel
mnoZzina viech nezapornych celjch &sel
mnozina vSech nezdpornych realnych &isel
uzavreny interval od a (véetné) do b (véetnd)
polouzavieny interval od a (mimo) do b (véetné)
zleva otevieny a zprava uzavieny interval
polouzavieny interval od a (véetng) do b (mimo)
zleva uzavieny a zprava otevieny interval
otevieny interval od a (mimo) do b (mimo)
absolutni hodnota &sla a

¢islo a déli &islo b, &islo a je délitelem &sla b
nejvetsi spolecny délitel ¢isel a, b

mnozina vsech délitelt ¢&isla a

191




n(a,b) nejmensi spolecny nasobek Cisel a, b
N(a) mnozina viech nasobki ¢isla a

|AB| délka nsecky AB

xAVE thel AV B

|x AV B| velikost thlu AV B

ANABC trojuhelnik ABC

Ty funkce, kterd ¢islu x pfifazuje ¢islo y
-p negace p, neplati p

pAg konjunkce, p a zaroven g

pVaq disjunkce, p nebo ¢

p=q p implikuje ¢, z p plyne ¢

P q p je ekvivalentni s g, p pravé kdyz ¢
v obecny kvantifikator

E existen¢ni kvantifikdtor

Poznamka: Prehled znacek a symboll pouzivanych zatim ve vétSiné
nasich uéebnic matematiky dopliiujeme pro informaci zajemetim z fad
uditelt i zéki tabulkou nékterych odlisnosti u pouzivanych pojmi da-
nych normou platnou v Evropské unii.

Cesky normalizaéni institut vydal v r. 1999 ¢eskou verzi mezinirodni
normy 1S031-11:1992, kterd nahrazuje normu CSN 01 1001. Z uve-
deného seznamu pouzitych symboli a znacek zavadi nova norma jiné
znaceni pro nasledujici matematické znacky:

Znacka, Pouziti M Znax, o Poznamky a piiklady

znak slovni ekvivalent

~ a=b a se priblizné rovna b

N Mnozina (v8ech) pfiro- | N ={0,1,2,3,...}
zenych ¢isel; mnozina
(vSech) kladnych celych
¢isel a nuly

N* mnozina (vech) klad- | N* ={1,2,3,...}
nych celych disel

{1} {z € A| p(z)} | mnozina téch prvka {xe R|z <5}
mnoZiny A, pro které je | v cestiné se uziva téz ;
tvrzeni p(z) pravdivé misto |

{x € R; z < 5}
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Zmnacka, yios Vyznam 3

ek Pouziti il ek’viv - Pozndmky a priklady

[] [a,b] uzavieny interval v R |[a,b) = {z € R|a <z < b}
od a (véetné) do b ==
(véetne)

1] zleva polootevieny in- |]a,b] = {z € R |a < 2 < b}

(] terval v R od a (mimo) |(a,b] ={z € R|a <z < b}
do b (véetné); zleva ote- B
vieny a zprava uza-
vieny interval

[ zprava polootevieny [a.bl={z € R|aZa<b}

[,) interval v R od a [a,0) ={z e R|a <z < b}
(véetné) do b (mimo); -
zleva uzavieny a zprava
otevieny interval

Tk otevieny interval v R |Ja, b = {z € R |a <z < b}

() od a (mimo) do b (a,b)={z € R|a<z<b}
(mimo)

L BCA B .}'e casti A; Kazdy prvek B patii do A.
B je podmnozinou A Uziva se téz C, viz viak

poznamku k vlastni pod-
mnozine.

C BCA B _ie vlastni ¢asti A; Kazdy prvek B patii do A4,
B je vlastni podmnozi- | avéak B se nerovna A (B
nou A C AN A # B). Uzije-li se

C pro podmnoZinu, pouZije
se pro vlastni podmnozinu
znacka g

\ A\ B ro_zdil mnozin A a B; A | MnoZina prvka patiicich

minus B do A, nikoli vak do B.
A\B={z|z€ Anz ¢ B}
C CaB doplné‘l’c_ podmnoziny B | Mnozina téch prvkii mno-
v mnoziné A ziny A, které nepatii do pod-
mnoziny B. Je-li z kontextu
ziejmé, o kterou mnozinu A
L se jedna, znacka A se Casto
vypousti.
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