Rovnice s parametry - kvadratické!

Postup reseni kvadratické rovnice s parametrem.
1. Pokud koeficient u kvadratického ¢lenu muze byt nulovy, vyfesime zvlast pripad linearni rovnice.

2. Déle se zabyvame rovnici, ktera je ,skutecné” kvadratickid. Vypocteme tedy jeji diskriminant D a
budeme zkoumat jeho znaménko. Tim se ndm dalsi postup miize rozdélit az do t¥{ vétvi.
a) Pro D > 0 ma rovnice dva reélné ruzné koreny. Najdeme je uzitim znamého vzorce.
b) Kdyz D = 0, méa rovnice jeden dvojnasobny realny kofen.
c) Je-li D < 0, nemé rovnice v R zadné feSeni.

V nékterych ulohach muze byt tkolem nalézt vSsechny hodnoty parametru, pro néz ma rovnice dva realné
ruzné koreny, které jsou napriklad

1. raznych znamének (tzn. jeden kladny a druhy zaporny),
2. oba kladné,
3. oba zaporné.

Probereme tedy jesté obecné zptisob TeSeni takové tlohy. Pro vSechny tii uvedené varianty je spolecné
tvodni dvojice podminek - rovnice musi byt kvadraticka (tedy koeficient u kvadratického ¢lenu nesmi byt
nulovy) a diskriminant musi byt kladny. K dalsimu postupu vyuzijeme Viétovy vztahy. Ke splnéni jednot-
livych pozadovanych podminek (pii souc¢asném splnéni obou pravé zminénych ,spoleénych® podminek) je
v prislusnych variantdch nutné a staci, aby

1. 129 <0,
2. x1xo>0ax +a9 >0,
3. x129 > 0a x1 + a9 <0,

pricemz vyrazy 129 a 1+ o umime diky Vietovym vztahtim vyjadrit pomoci koeficienti zadané rovnice.

(viz Piiklad 5)

Resené priklady.

1. V R feste rovnici
pr? +6p*r +p=0,
kde p € R je parametr a z neznama.
Resent. Nejprve probereme piipad, kdy je zadana rovnice pouze linearni, v nasi situaci to je pro
p =0 (1. bod postupu). Po dosazeni dostavame pravdivé tvrzeni 0 = 0, takze rovnice je splnéna pro

libovolné x € R. Déle pfedpokladejme, ze p # 0. Pracujeme tedy s kvadratickou rovnici a vypocteme
jeji diskriminant (2. bod postupu s naslednym vétvenim). Plati

D = (6p?)° —4p-p=36p* —4p> = 4p> (9* — 1) = 4p* 3p— 1) 3p+ 1) .

a) Zjistujeme, ze D > 0 pravé tehdy, kdyz p € (—oo; —%) U (%, oo). Potom

!Pfipadné naméty k tomuto textu prosim adresujte na e-mail akob@jaroska.cz. Dékuji Ale§ Kobza (autor materialu).



b) Dale D = 0 tehdy a jen tehdy, kdyz p = j:% (uvédomme si, Ze pracujeme za podminky , Ze
p # 0). Pak

_ —6p*

= —3p.
x o D

¢) Koneéné D < 0 kdyz a jen, kdyz p € (—%; %) — {0}. V této situaci rovnice nema FeSeni.

Zaveérecna tabulka tedy vypada takto:

| p | K |

R
(oo =) U (5:00) | { -3 = VP 1}
= )
(=3:3) — {0} 0

Zduraznéme jesté radéji logiku zapisu v pravé uvedené tabulce. Prestoze pro p = j:% plati

—3p++/9p?—1=-3p

a bylo by mozné vysledek ve tfetim radku pod zédhlavim tabulky chépat jako specialni pripad vyrazu
ve druhém radku, nebylo by spravné zapis takto ,,zjednodusit® a psat, ze pro (—oo; —%> U <%, oo) je
mnozina vSech kofenu tvaru {—Bp + /9p? — 1}. Dtvodem je to, ze v nasi tabulce spravné rozlisu-
jeme, kdy ma rovnice dva kofeny (druhy fadek) a kdy jeden kofen (tfeti fadek). Tuto informaci by
yzjednoduseny* zapis primo neposkytoval.
.V R feste rovnici

(q2—1)x2+2qx+1:0,
kde ¢ € R je parametr a x neznama.

Resend. Nejprve probereme piipad, kdy je zadana rovnice jenom linearni. To nastava pro ¢ = +1 (1.
bod postupu). Po vydéleni rovnice (nenulovym) ¢islem 2¢ pak dostavame

1
2 +1=0 & x=-——.
2q

Za podminky ¢ # £1 je pak feSena rovnice kvadratickd a budeme nejprve pocitat jeji diskriminant
(2. bod postupu)
D=(29)"-4(¢*-1)=4>0.

V této situaci se feSeni dale nevétvi (pfipady D = 0 ani D < 0 nemohou nastat). Déale vypocteme

—2q 2 —q+£1 q+1
x172 = = =
2(?-1) (¢—1(¢+1) -4
a dostévame tak zaveér:
L a | K |

(£1} {-+}
R - {+1} {—ﬁ%;—qﬁ}

Vidime, Ze FeSena rovnice mé pro jakoukoliv hodnotu parametru ¢ alesponn jedno feseni.



3. V R feste rovnici
(a—2)2°— (a® —2a+2)z+2a=0,

kde a € R je parametr a x neznama.

Resent. Nejprve probereme piipad, kdy je zadana rovnice pouze linedrni. Dochéazi k tomu, kdyz a = 2
(1. bod postupu). Dostavame tak

02° —(4—4+2a2+4=0 & 2r=-4 & x=2.

Nyni se zaméfime na piipad, kdy a # 2 (2. bod postupu). Pocitejme diskriminant kvadratické rovnice
a pro formalni zjednoduseni vypoétu pFitom zavedme substituci b = a? — 2a

D=[—(a*=2a+2)]"—4(a—2)-2a=[(a®> —2a) +2]° =8 (a> — 2a) = (b+2)* — 8b =

= 0?4 4b+4 -8 =0 —4b+4=(b—2)"=(a®—2a—2)">0.
Vidime, ze bude tfeba rozlisit dva pripady.
a) VyfeSenim rovnice a® — 2a — 2 = 0 (propocitejte si sami) zjistujeme, Ze varianta D = 0 nastava

pravé tehdy, kdyz a = 1 + /3. Refend rovnice ma v tomto piipadé jeden kofen, a to

a’? —2a+ 2
r=—"-
2(a—2)

b) Ve zbyvajicich pfipadech, tj. pro a € R — {2; 1+ \/§} je D > 0 a TeSena rovnice ma dva ruzné
realné kotreny

2a2—4a __ a®—2a __ a(a—2) __
a’? —2a+ 24 (a* — 2a — 2) 200=2) — a=2 — a2 @
.1'1’2 = _=
2(a—2) 4 _ 2
2(a—2) a—2
Vypocet uzavieme zapisem vysledné tabulky:
| | K

{2} {2}
(1£v3) | {5
R—{2;1:|:\/§} {a;ﬁ

4. Najdéte tu hodnotu parametru p € R, pro kterou ma rovnice
2 2 _
"+ p-—1)z+2p°=0
dva realné rizné koteny, jejichz soucin je nejmensi mozny.
Resend. Podle Vietovych vztahi plat
120 = 2p° > 0.

Nejmensi mozna hodnota takového soucinu je 0 a nastava pro p = 0. (Ziskana nerovnost fika, ze
soucin zadnych dvou kofenu zadané rovnice tedy nemuze byt zaporny.) Zbyva ovéfit, zda pro tuto
hodnotu ma uvazovana rovnice dva realné koreny. Muzeme bud dosadit p = 0 a rovnici vyfesit nebo
jen spocitat jeji diskriminant a zjistit, zda je pro p = 0 kladny. Pfi prvnim zptisobu feseni ihned
vidime, Ze

??—2=0 & 2@@-1)=0 = x2=0 a zp=1,

takze hodnota p = 0 nasemu zadani vyhovuje.



5. Uvazujme rovnici
(2a — 6)2® +2ax +a+4=0,

kde a € R je parametr a x € R neznama. Najdéte vSechny hodnoty parametru a, pro néz mé tato
rovnice dva realné rizné koreny, které jsou

a) ruznych znamének (tzn. jeden kladny a druhy zaporny),
b) oba kladné,
c¢) oba zaporné.

Resent. Nejprve analyzujeme obé spoleéné podminky, které jsou nutné pro kazdou z vysSetfovanych
vlastnosti:

e Rovnice musi byt kvadraticka, koeficient u kvadratického ¢lenu nesmi byt nulovy

20 —6#0 & a#3.

e Diskriminant této rovnice musi byt kladny, takze
D = (2a)* —4(2a — 6) (a +4) = 4a® — 8a® — 8a + 96 = —4a® — 8a + 96 =
=-4(a®+2a—24) = —4(a+6)(a—4), proto D>0 < ae(—6;4)—{3}. (1)
Nyni se jiz muzeme oddélené pustit do Teseni jednotlivych ¢asti alohy s vyuzitim Vietovych vztahu.
a) Potfebujeme, aby z1x5 < 0, to znamené, Ze

a+4 <0 o a+4
2a — 6 a—3

<0 & ae(—43).

Protoze vSechny zminéné podminky musi platit soucasné, zbava udélat prinik piislusnych in-
tervalii. Tim zjistujeme, Ze rovnice ma jeden kladny a druhy zaporny koten pravé tehdy, kdyz
a € (—4;3).

b) Nyni je tfeba, aby z122 > 0 a x1 + x5 > 0, takze

4 5 4
art oy L) ety

Y a ~ 56 & 3 a a—3<0 & acl.

Vidime, Ze tyto podminky soucasné splnit nelze. Znamené to, Ze feSené rovnice nikdy nema dva
kladné realné rizné koreny.

¢) Nyni je tfeba, aby x1xs > 0 a x7 + x5 < 0, takze

a+4>0 2a <0 o a+4>0 a
% —6 Y 756 a—3 P

>0 & a€(—oo;—4)U(3;00) .

Po provedeni priniku této podminky s podminkou (1) ziskdvame zavér, Ze uvazované rovnice
mé dva razné zaporné kofeny kdyz a jen, kdyz a € (—6; —4) U (3;4).



Zadani daloh.

1. V R vyfteste rovnice s neznamou z a parametrem p € R
a)

=2 +3p* =0,

b)
2p°2” +4p’z + 3+ 2p* =0,
c)
P +4x+p=0,
d)
pr® +(2p+ 1o +p—4=0,
e)
7 —2(p+1)x+4p=0,
f)
p(ac2+2px) =3z + 6p,
g)
(p+3)z* — 2px +4 = 8x,
h)

pr® —2pr —p+3=0.

2. Najdéte tu hodnotu parametru p € R, pro kterou ma rovnice
= (pP=2p+3)z—p=0

dva realné rizné koreny, jejichz soucet je nejmensi mozny.

U kazdé z nasledujicich rovnic

3.
>4 2(p—4)z+p +6p=0,
4.
pr’ 4+ 2pr =22 —1—p,
D.

2 =22 +p*=0

urcete vSechny hodnoty parametru p € R tak, aby prislusna rovnice

a) neméla zadny realny kofen,



b
¢
d

(S

)
)
)
)

méla pravé jeden realny kofen,
méla jeden kladny a jeden zaporny koten,
méla dva kladné realné rizné koreny,

méla dva zaporné realné rizné koreny.

Navody k reseni a vysledky dloh.

_p» | K
1. a)[ {0} [{0}} (vzdy kvadraticka rovnice, D = —8p* < 0),
R—{0}| 0
K
b) , (pro p = 0 linearni rovnice, kterd nema feseni, pro p # 0 D = —24p* < 0),
_» | K |
c) (_{O:}i 4) {_2 T_\éi _ p} . (vzdy kvadraticka rovnice, D = 16 — 4p),
(4; 00) 0
| p | K |
) 0]
d) {_ﬁ {9} , (pro p = 0 linearni rovnice, ktera méa jediné feSeni, pro
09 —55) 0
(C2:0) U (0:00) | {2a/m ]

p#0D=20p+1),

r | K |
e) {1} {2} |, (vzdy kvadraticka rovnice, D = [2 (p — 1)]2 >0),
R— {1} | {2:2p}
r | K |
f) {0} {0} , (pro p = 0 linearn{ rovnice s jedinym Fesenim, prop # 0 D = (2p* + 3)2 >
R— {0} | {-2:2}
0),
| P | K
g) {—3; -2} {2t | (pro p = —3 linearni rovnice, kterda ma jediné feSeni (to navic
R {3 -2} {2;1%}
vychézi stejné jako v piipadé, kdy D = 0), pro p # —3 D = [2(p + 2)]> > 0),
| P | K |
o 3. pt+/2p2—3p
h) (—00;0) U (2’ OO) P } , (pro p = 0 linearni rovnice, kterd nema feseni, pro p # 0
{2} {1
(0:3) 0
D =4p(2p —3)).



2. Podle Vietovych vztahu plati

Tt =p—2p+3=(p-1°+2>2.

Po ovéfeni, ze pro p = 1 mé rovnice kladny diskriminant mtzeme tvrdit, Ze pro p = 1 se realizuje
nejmensi mozny soucet realnych riznych korent uvazované rovnice, a to 2.

3. Rovnice je vzdy kvadratické, rovnou pocitame jeji diskriminant. Ten vychazi D = —56p + 64.

a)
b)

Nastava pro D < 0, tedy pro p € (%; oo).

Nastavé pro D = 0, tedy pro p = 2.

Dalsi pripady mohou nastat jediné pro p < % pri splnéni nésledujicich podminek:

T179 = p? + 6p =p(p+6) <0, tedy pro p € (—6;0).

Pro splnéni zbyvajicich podminek je dale nutné, aby zz5 = p? + 6p = p(p + 6) > 0, tedy pro
p € (—00; —6) U (0; %). Déle musi jesté platit:

r1+x9 = —2(p—4) > 0, tedy p < 4. To pfi zohlednéni predchozi podminky znamené, zavér
Ze p € (—oo; —6) U (0; 2).

r14+x9=—-2(p—4) <0, tedy p > 4. OvSem to vzhledem k predchozi podmince nemuze nastat
nikdy.

4. Rovnici upravime do tvaru

pr*+2(p—1az+p+1=0

a nejprve posoudime jeji linearni ptipad pro p = 0. V této situaci ma jediné feseni (x = %) Dale se
zabyvejme rovnici kvadratickou, tedy pro p # 0. Jeji diskriminant vychazi D =4 (1 — 3p).

a)
b)

Nastava pro D < 0, tedy pro p € (%, oo).

Nastava pro linearni ptfipad rovnice nebo pro kvadratickou rovnici s nulovym diskriminantem,
tedy pro p € {O; %}

Dalsi pripady mohou nastat jediné pro p < % a p # 0 pri splnéni nasledujicich podminek:

XLy = ’%1 < 0, tedy pro p € (—1;0).

Pro splnéni zbyvajicich podminek je dale nutné, aby zixs = ’%1 > 0, tedy pro p € (—oo0; —1) U
(O; %) Dale musi jesté platit:

T+ a9 = —@ > 0, tedy 1% < 0. To pfi zohlednéni predchozi podminky znamena, zavér ze
pe (0:3)

T+ a9 = —% < 0, tedy ;%1 > (. To pfi zohlednéni predchozi podminky znamena, zavér ze
p € (—oo;—1).

5. Rovnice je vzdy kvadraticka, rovnou pocitame jeji diskriminant. Ten vychazi D = 4(1 — p?) =
4(1-p)(1+p).

a)
b)

Nastava pro D < 0, tedy pro p € (—oo; —1) U (1; 00).

Nastava pro D = 0, tedy pro p = +£1.

Dalsi pfipady mohou nastat jediné pro p € (—1; 1) pii splnéni nésledujicich podminek:
1179 = p? < 0, coZ nemiize nastat nikdy.

Pro splnénf zbyvajicich podminek je ddle nutné, aby z;z, = p* > 0, tedy pro p € (—1;1) — {0}.
Dale musi jesté platit:

x1 + oy = 2 > 0, coZ je splnéno pro viechna p € (—1;1) — {0}.

r1 + x9 = 2 < 0, takze tento pripad nastat nemize.



