Nerovnice s parametry?
Resené priklady.

1. V R vyfteste nerovnici
3(pr+1) <9p+ua,

kde p € R je parametr a x neznama.

Resend. Plati
3pr+1)<Ip+2x < 3Zpr—z<Pp-3 <& zxz(Bp—-1)<3@Bp—-1).

Na rozdil od rovnice musime nyni rozlisit 3 pripady, nebot u nerovnice je potfebné znat i znaménko
vyrazu, kterym délime.

a) Pokud p = %, je TeSené nerovnice tvaru Ox < 0, takze je splnéna pro libovolné z € R.

b) Kdy2p>%,je3p—1>()aplat1’

r(3p—1)<3@Bp—-1) <& x<3.

c) Jestlize p < %, pak 3p — 1 < 0, takze

rBp—1)<3@Bp—-1) < z2>3.

Zaver jako obvykle zapiSeme do tabulky

. » | K |
{5} R
(5:00) | (=00;3)
(—o0r3) [ (3i00)

2. V R vyfeste nerovnici

kde g € R je parametr a x neznama.

Reseni. Zatneme podminkou g # 0. V opacném piipadé zadand nerovnice nemé smysl. Za uvedené
podminky je ¢* > 0, takZe timto vyrazem miiZeme uvaZovanou nerovnici vynasobit a jedna se piitom
o ekvivalentni upravu. Dale plati

x—l<w & -1 <dz+2¢ & z(F-4)<d+2q &
& 2(0-2)(¢+2)<q(g+2).
Podle znaménka vyrazu (¢ — 2) (¢ + 2) rozlisime néasledujici pripady:
a) Moznost (¢ — 2) (¢ + 2) = 0 nastava pro dvé mozné hodnoty parametru ¢:
i. Pokud ¢ = 2, dosazenim mame 0 < 8, coz plati pro vSechna x € R.
ii. Jestlize ¢ = —2, po dosazeni obdrzime 0 < 0, coz neplati nikdy.

b) Varianta (¢ — 2) (¢ + 2) > 0 nastava pravé tehdy, kdyz g € (—o0; —2) U (2; 00). Potom plati

r(g—2)(¢g+2)<q(¢g+2) < x<qTq2.
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c) Konecné situace (¢ —2) (¢ +2) < 0 se realizuje kdyz a jen, kdyz ¢ € (—2;0) U (0;2). V tom
piipadé pii déleni zapornym ¢islem musime zménit znaménko nerovnosti, tedy

r(@g—2)(¢+2)<q(qg+2) < x>qTq2.

Dostavame tak vyslednou tabulku

[ &
{0} nemé smysl
{2} R
{2} 0

(—o0s—2) U (20) | (—o0i %)
(-2000:2) | (%)

3. V R vyteste nerovnici

Vi4x? +4x+1 > 6a,

kde a € R je parametr a x neznama.

Resent. Plati

Vidz? +4r4+1>6a & (2041)°>6a < [2z+1>6a <

1
T+ =| > 3a.
2 ’
a) Vzhledem k tomu, Ze absolutni hodnota je nezaporna, bude tato nerovnice pro zaporné a splnéna
vzdy.

b) Pokud a = 0, nebude uvedena nerovnice platit jediné v pripadé, kdy je vyraz v absolutni

hodnoté nulovy, tj. pro z = —1.

¢) Matematicky ,nejzajimavéjsi“ je pak piipad, kdy a > 0. Zadanou nerovnici tak muzeme fesit na
zakladé geometrického vyznamu absolutni hodnoty. Resena nerovnice | Fiké*, Ze hledame takové
x, jejichz vzdéalenost (na ¢iselné ose) od (obrazu) &isla —% je vétsi nez 3a, tzn. vyhovi vSechna
T € (—oo; —% — 3a) U (—% + 3a; oo).

Uvedena zjisténi uz jen shrneme do tabulky

o | K |
(—00;0) R
{0} R—{-3}
(0; 00) (—oo; —% — 3a) U (—% + 3a; oo)

4. V R vyfeste nerovnici
x? — 6br +9b* —4 <0,

kde b € R je parametr a x neznama.

Resend. Plati
22 —6br4+9? -4<0 & (2-30)°<4 & |z—3b<2.

Vidime, ze i v tomto piipadé bude vyhodné vyuzit geometricky vyznam absolutni hodnoty. Vzda-
lenost (obrazu) ¢isla = na ¢iselné ose ma byt od (obrazu) ¢isla 3b vzdalena nejvyse o 2. Rychle tak
ziskdvame zaveér

b K]
R | (3b—2;3b+2) |




5. Najdéte v8echny hodnoty parametru p € R, pro néz je feSenim nerovnice
p—Da*—(p—1az+p+1>0

libovolné = € R.
Reseni. Je-li p = 1, jde o nerovnici 2 > 0, ktera plati pro libovolné z € R, takze p = 1 je jednou
z hledanych hodnot. Déle uvazujme piipad, kdy p # 1. Aby byla nerovnice vzdy splnéna je nutné a
staci, aby
D<0 a p—1>0.
Pocitejme
D=[-(p-1)=4@-Dp+)=0-1)"-4@-1)(p+1) =
=@-Dp-1-4(p+]=p-1)(3p-5=—-(p—-1)Bp+5) .
Vidime, ze
5

D<0 & pe (_OO;_§) U (1;00) .
Protoze dale ma, jak vime, jesté platit, ze p > 1, dostavame v této vétvi vypoctu pravé ta p, pro néz
p > 1. Dohromady zjistujeme, ze vyhovi viechna p > 1, tj. p € (1;00).

6. Najdéte v8echny hodnoty parametru p € R, pro néz nerovnice
(p+1)a*+(p+1)z+p—1>0
nemé v R zadné fesSeni.
Reseni. Opét zacneme linearnim pripadem. Pro p = —1 dostavamame tvrzeni —2 > 0, takZe nerovnice

neplati. Hodnota p = —1 tedy patii mezi hledané. Déle studujme pripad kvadratické nerovnice, tedy
pro p # —1. Ta nebude mit zadné TeSeni, pravé tehdy, kdyz

D<0 a p+1<0.

Plati
D=(p+1’-4p+1)(p-D)=@+)p+1-4p-1]=@+1)(5-3p) ,
takze

D<0 < pE(—oo;—l)U(%;oo) .

Po zohlednéné vsech uvedenych podminek tak vidime, ze tloze vyhovi v8echna p < —1, tj. p €
(—o0; —1).



Zadani daloh.

1. V R vyfeste nerovnice s neznamou x a parametrem p € R
a)

4(z+2p) > p(p+x)+16,

b)
p(x—1) 1_3(x+4)
p?+6 pP?+6 "’
c)
xp2+2_ <E
p T
d)
1 1—2z—px
1—p2< p2—1p’
e)
V922 —6x+1<6p+9,
f)
Va2 +2pr +p? > 5,
8)
22 — 12z + 35 > 25p% + 10p,
h)

22— 8pr+16p* —9< 0,

2. Najdéte vSechny hodnoty parametru p € R, pro néz ma piislusna nerovnice mnozinu kotreniit K = R

a)
(p—1Da2>—(p+Da+p+1>0,

pr® +2pr —p—2<0.

3. Najdéte viechny hodnoty parametru p € R, pro néz mé prislusna nerovnice mnozinu koreni K = ()

a)
(p—pQ)x2+2px—120,

(p—3)a® —2px+p <0,



Navody k reseni a vysledky dloh.

1. a) Nerovnici lze upravit do ekvivalentniho tvaru z (4 — p) > (4 — p)°,
_» | K

{4} R
(400) | (=004 —p)
(—00;4) | (4—p;o0)
b) Nerovnici lze upravit do ekvivalentniho tvaru z (p + 3) > (p+ 3) (p — 2),

I

{=3} 0
(=3;00) | (p—2;00)
(=005 =3) | (=o0;p —2)

c¢) Pro p # 0 lze nerovnici upravit do ekvivalentniho tvaru

B —2(p—1)
| p | K
{0} nema smysl

{1 R
(—00;0) U (0;1) | (~i00)
(1;00) (—OO;—%>

p

d) Pro p # £1 lze nerovnici upravit do ekvivalentniho tvaru

T 2
p—1 p*—1’
| P | K]
{£1} nem4 smysl

(15 00) (—OO; ﬁ)
(—o0s1) —{-1} | (i)
e) Nerovnici lze upravit do ekvivalentniho tvaru }x — %‘ <2p+3,

o K |
(—oc: —3) 0
{;%} 8% 10
(=3:00) [{(=2p—5:2p+ %)
f) Nerovnici lze upravit do ekvivalentniho tvaru |z + p| > 5,
7] K |
[ R [ (=00;—p—5)U(=p+500) |

g) Prictéte k obéma stranam nerovnice 1 a v8imnéte si, Ze se jednd o uplné ctverce (kvadraty).
Nerovnici pak lze upravit do ekvivalentniho tvaru |x — 6] > |5p + 1|,
__» | K |
& E
R—{—2} | (—o0;6 —[5p+1]) U (6 + [5p + 1] ; 00)

h) Nerovnici lze upravit do ekvivalentniho tvaru |z — 4p| < 3,



[ K]
[R[(4p—3;4p+3) |

2. Vypocet je podobny jako v prikladu 5.
a) Pro p # 1 je tieba, aby p > 1 a soucasné D = (5 — 3p) (p + 1) < 0. Vyhovuji vSechna p > g
b) Pro p # 0 je tfeba, aby p < 0 a soucasné D = 8p (p+ 1) < 0. Vyhovuji vSechna p € (—1;0).

3. Vypocet je podobny jako v prikladu 6.
a) Plati pravé pro vSechna p < 0 (diskriminant prislusné kvadratické nerovnice je D = 4p).

b) Nevyhovi zadné p, nebot diskriminant prislusné kvadratické nerovnice, ktery ma byt nekladny,
je D = 12p (tzn. p < 0) a soucasné ma byt p > 3.



