Komplexní čísla – základní příklady:


SÚM Petáková:
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Př. 1 Str. 134/př. 1

Vypočítejte:
b) (i – 1).(2i – 3) – i = 2i2 – 3i – 2i + 3 – i = 2.(-1) - 6i + 3 = -2 – 6i + 3 = 1 – 6i
c) 
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Vypočítejte:
[image: image144.wmf]4
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Vypočítejte:
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Určete, pro která reálná čísla b je komplexní číslo 
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a) reálné;

b) imaginární;


c) ryze imaginární
[image: image8.wmf]
Řeš.: 
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a) [image: image151.wmf]8
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číslo z bude reálné tehdy, když jeho imaginární složka bude rovna nule. Tedy: 
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b) číslo z bude imaginární tehdy, když jeho imaginární složka nebude rovna nule,
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c) číslo z bude ryze imaginární tehdy, když jeho reálná složka bude rovna nule. Tedy 
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Určete 
[image: image13.wmf]R
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tak, aby imaginární část komplexního čísla 
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 byla rovna 0,5. 

Řeš.:
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Im(z) = 0,5 
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Vypočítejte:     (je dobré uložit do paměti: 
i1 = i;   i2 = -1;   i3 = -i;   i4 = 1;   i5 = i; …, 



tedy: i4k = 1;   i4k+1 = i;   i4k+2 = -1;   i4k+3 = -i )

a) i2 = -1;
i3 = i2.i = -1.i = -i;
  i4 = i2.i2 = 1;
       i50 = i48.i2 = (i4)12.i2 = 1.(-1) = -1;

i125 = i124.i = (i4)31.i = 1.i = i;

i505 = i504.i = (i4)126.i = 1.i = i;

d)  2i9 – i12 + 5i16 – 3i11 = 2i8.i – i12 + 5i16 – 3i8.i3 = 2.1.i – 1 + 5.1– 3.1.(-i) = 2i – 1+5+3i = 4 + 5i;

f) i-1 + 5.i-6 – 14.i-7  = 
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Vypočítejte:  

d)   1 + i3 + i5 + i7 + i9 + i11 =  1 – i + i – i + i – i = 1 – i ;

f)    i2.i4.i6.i8.i10.i12.i14.i16.i18.i20 =  i2+4+6+8+10+12+14+16+18+20 =   
[image: image19.wmf](
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prvních 10 členů   









                                aritmetické posloupnosti                          
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Vypočítejte:
b) (1 + i)3 = 1 + 3i + 3i2 + i3 = 1 + 3i – 3 – i = -2 + 2i;  ….

    (1 – i)-3 = =
[image: image20.wmf](
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Vypočítejte čísla komplexně sdružená k daným číslům:
…,   
[image: image21.wmf];
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Vypočítejte:
b) 
[image: image22.wmf]i
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f)  
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Vypočítejte absolutní hodnotu komplexního čísla:
a) 
[image: image25.wmf]10
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c) 
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Vypočítejte:
a) 
[image: image27.wmf](
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c) 
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Dokažte, že dané číslo je komplexní jednotkou: 







(číslo je komplexní jednotkou, je-li jeho absolutní hodnota rovna jedné)

c) z = 
[image: image29.wmf];
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f) z = cos x + i. sin x ;
     
[image: image31.wmf]1
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Nakreslete v Gaussově rovině obrazy všech komplexních čísel z, pro která platí:

a) 
[image: image32.wmf]3
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Řeš.: 
[image: image33.wmf]3
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- hledáme všechna z, která mají od bodu [0; 0] vzdálenost rovnu 3 (využíváme geometrického významu absolutní hodnoty rozdílu – analogie z číselné osy aplikovaná do roviny)


d) 
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- hledáme všechna z, která mají stejnou vzdálenost od bodů [0; 0] a [2; -1]
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Převeďte do goniometrického tvaru následující komplexní čísla:

Pro řešení je třeba vědět: 
algebraický tvar je z = a + bi








goniometrický tvar je z = 
[image: image43.wmf]z

.(cos x + i sin x)






z = a + bi = 
[image: image44.wmf](
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a) z1 = 1 + i

Řeš.: 
1. způsob – univerzální
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  x = 
[image: image48.wmf]4

p







z = [image: image50.png]\/f. (cos%Jr i. sin%)





2. způsob – nakreslím, 
[image: image51.wmf]z

a x určím z nákresu (je možný jen při některých zadáních)
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z = [image: image55.png]\/f. (cos%Jr i. sin%)




d) z4 = -2 + 2i
[image: image56.wmf]3
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Převeďte do algebraického tvaru následující komplexní čísla:
a)  z1 = 4.
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Vypočítejte součin a podíl komplexních čísel z1, z2. Výsledek vyjádřete v goniometrickém i algebraickém tvaru:
a) z1 = 2.(cos 105°+ i.sin 105°),    z2= 4.(cos 225°+ i.sin 225°)   

Řeš.:  z1 . z2 = 2.4.
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Pomocí počítání s komplexními čísly v goniometrickém tvaru odvoďte součtové vzorce:
a) sin(x + y), cos(x + y)

Řeš.:  Nechť z1 = cos x + i.sin x;
z2 = cos y + i.sin y.

Pak    1)
z1 . z2 = cos (x + y) + i. sin (x + y)   … 
podle pravidel pro násobení komplexních 









čísel v goniometrickém tvaru




     Re (z1.z2)
          Im (z1.z2)

             2)
z1 . z2 = (cos x + i.sin x).(cos y + i.sin y) =  … obyčejné roznásobení dvojčlenů …



          = cos x . cos y + i. cos x . sin y + i. sin x . cos y + i2. sin x . sin y =



          = cos x . cos y - sin x . sin y + i. (sin x . cos y + cos x . sin y)





        Re (z1.z2)



  Im (z1.z2)
Závěr:  
sin (x + y) = sin x . cos y + cos x . sin y



cos (x + y) = cos x . cos y - sin x . sin y
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Užitím Moivreovy věty umocněte a výsledek převeďte do algebraického tvaru:
a) 
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d) 
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Užitím Moivreovy věty a vzorce (a + b)3 odvoďte vzorec pro sin 3x a vzorec pro cos 3x.
Řeš.:  Nechť z = cos x + i.sin x;

Pak 
1)  z3 = (cos x + i.sin x)3 = cos 3x + i.sin 3x  …  podle Moivreovy věty





Re(z3)     Im(z3)


2)  z3 = cos3x + 3.i.cos2x.sin x + 3.i2.cos x . sin2x + i3.sin3x = 





         = cos3x – 3.cos x.sin2x + 3.i.cos2x.sin x – i.sin3x = 





         = cos3x – 3.cos x.sin2x + i.( 3.cos2x.sin x – sin3x)  … podle vzorce (a + b)3



Re(z3)     

         Im(z3)

Platí tedy: 
cos 3x =  cos3x – 3.cos x.sin2x = cos3x – 3.cos x.(1 – cos2x) = 





= cos3x – 3cos x + 3.cos3x = 4.cos3x – 3.cos x;



sin 3x = 3.cos2x.sin x – sin3x = 3.(1 – sin2x).sin x - sin3x =






= 3.sin x – 3.sin3x - sin3x = 3.sin x – 4. sin3x
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Vypočítejte všechny druhé komplexní odmocniny 

a) z čísla 4
Řeš.:  Komplexní číslo a = 4 + 0i = 4.
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                  1)  
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 x = 0  + kπ ,    kde 
[image: image83.wmf]{
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Závěr: Obecně:
zk = 2.(cos kπ + i.sin kπ),   kde 
[image: image84.wmf]{
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k




Konkrétně:      z0 = 2.(cos 0 + i.sin 0) = 2




z1 = 2.(cos π + i.sin π) = -2
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Vypočítejte všechny čtvrté komplexní odmocniny
b) z čísla 1 – i

Řeš.:  Komplexní číslo a = 1 – i = 
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Závěr:  Obecně:
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Určete reálná čísla x, y tak, aby platilo:
b)        x.(1 + i) + y.(1 – i) = 4 + 2i


x + y = 4



Řeš.:            x + xi + y – yi = 4 + 2i


x – y = 2


      x + y + i.(x – y) = 4 + 2i


2x = 6     →    x = 3 
[image: image100.wmf]Ù

  y = 1
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Řešte rovnice s neznámou z
[image: image101.wmf]Î

C:
a) 
z = 3i.(z – i) – 5z


6z – 3iz = -3.i2

3z.(2 – i) = 3 /:3


  z.(2 – i) = 1
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Řešte rovnice s neznámou z
[image: image104.wmf]Î
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Vzhledem k tomu, že se v zadání vyskytují vlastně dvě neznámé, 





a to z  a 
[image: image106.wmf]z

, musíme použít:  z = x + yi,
[image: image107.wmf]z

= x – yi , kde x, y
[image: image108.wmf]Î

R.

      (2 + i).(x – yi) – 13 = 13i – 2.(x + yi)

      2x – 2yi + xi – yi2 – 13 = 13i – 2x – 2yi / - 2yi

             2x + y - 13 + xi = -2x + 13i


     x = 13,      y = -4x + 13 = -52 + 13 = -39

Závěr:   K = {13 – 39i}
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c)   
[image: image109.wmf]3
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Vzhledem k tomu, že se v zadání vyskytují jednak neznámá z a jednak 



absolutní hodnota výrazu, jehož součástí je neznámá z, musíme použít:    z = x + yi .
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           2y2 – 4x + 8y + 8 = 0
     
[image: image113.wmf]Ù

          2.(x + 3).(y + 4) = 0
            y2 – 2x + 4y + 4 = 0
     
[image: image114.wmf]Ù

          2.(x + 3).(y + 4) = 0






        x = -3  
[image: image115.wmf]Ú

  y = -4

1) x = -3  

y2 + 6 + 4y + 4 = 0

y2 + 4y + 10 = 0

D = 16 – 40 = -24 < 0  
řešení pro x = -3  neexistuje

2)  y = -4

     16 –2x – 16 + 4 = 0


          x = 2          

Závěr:   K = {2 – 4i}
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Řešte kvadratické rovnice s neznámou x
[image: image116.wmf]Î

C:
jednoduchý výpočet

c)  3x2 – 2x + 1 = 0
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Závěr:
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e)   x2 – 6ix – 12 = 0
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Závěr:
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[image: image120.wmf]{
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j)    (7 + i).x2 – 5ix – 1 = 0



toto už tak jednoduché není
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Řešte binomické rovnice s neznámou z
[image: image126.wmf]Î

C:
c)   (iz)4 + 
[image: image127.wmf]3

 - i = 0

Řeš.:            z4 = 
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Závěr: 

Obecně:    K = 
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Konkrétně:     K = {z0, z1, z2, z3},  kde  
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Pomocný výpočet – jiný způsob určení druhé odmocniny z komplexního čísla z = 3 + 4i :


� EMBED Equation.3  ���





Pomocný výpočet:


� EMBED Equation.3  ���





y





z3





z2





z1





z0





� EMBED Equation.3  ���





x








_1646929922.unknown

_1647262184.unknown

_1647362958.unknown

_1647409044.unknown

_1647442230.unknown

_1647447249.unknown

_1647448284.unknown

_1648113147.unknown

_1648113166.unknown

_1647448501.unknown

_1647448538.unknown

_1647449030.unknown

_1647448500.unknown

_1647447496.unknown

_1647447996.unknown

_1647447440.unknown

_1647447418.unknown

_1647445877.unknown

_1647446587.unknown

_1647446961.unknown

_1647445947.unknown

_1647442739.unknown

_1647444120.unknown

_1647443670.unknown

_1647442502.unknown

_1647428621.unknown

_1647435125.unknown

_1647435633.unknown

_1647438968.unknown

_1647435373.unknown

_1647430967.unknown

_1647434727.unknown

_1647432147.unknown

_1647430913.unknown

_1647419673.unknown

_1647428047.unknown

_1647428392.unknown

_1647419732.unknown

_1647418981.unknown

_1647419345.unknown

_1647418853.unknown

_1647417615.unknown

_1647418386.unknown

_1647409694.unknown

_1647407952.unknown

_1647408692.unknown

_1647408776.unknown

_1647408963.unknown

_1647408708.unknown

_1647408118.unknown

_1647408175.unknown

_1647408006.unknown

_1647369399.unknown

_1647407588.unknown

_1647407830.unknown

_1647407364.unknown

_1647363179.unknown

_1647369088.unknown

_1647369057.unknown

_1647363061.unknown

_1647344276.unknown

_1647350002.unknown

_1647361403.unknown

_1647362832.unknown

_1647362846.unknown

_1647362649.unknown

_1647362750.unknown

_1647350640.unknown

_1647350857.unknown

_1647361314.unknown

_1647350357.unknown

_1647344582.unknown

_1647349899.unknown

_1647344294.unknown

_1647271742.unknown

_1647343735.unknown

_1647344099.unknown

_1647271788.unknown

_1647264446.unknown

_1647271711.unknown

_1647264837.unknown

_1647262514.unknown

_1647264270.unknown

_1647262348.unknown

_1647249933.unknown

_1647261363.unknown

_1647262098.unknown

_1647262133.unknown

_1647261777.unknown

_1647259746.unknown

_1647261211.unknown

_1647259897.unknown

_1647261092.unknown

_1647260998.unknown

_1647259832.unknown

_1647259659.unknown

_1647246765.unknown

_1647247297.unknown

_1647249771.unknown

_1647249809.unknown

_1647248877.unknown

_1647249315.unknown

_1647247237.unknown

_1647243518.unknown

_1647246649.unknown

_1647243344.unknown

_1646916628.unknown

_1646926270.unknown

_1646928284.unknown

_1646929618.unknown

_1646929768.unknown

_1646928551.unknown

_1646927689.unknown

_1646927934.unknown

_1646927518.unknown

_1646918954.unknown

_1646920031.unknown

_1646925766.unknown

_1646919590.unknown

_1646918250.unknown

_1646918700.unknown

_1646917892.unknown

_1646413004.unknown

_1646903892.unknown

_1646904294.unknown

_1646915542.unknown

_1646903943.unknown

_1646413347.unknown

_1646413561.unknown

_1646414008.unknown

_1646413413.unknown

_1646413097.unknown

_1646406354.unknown

_1646409264.unknown

_1646411936.unknown

_1646412012.unknown

_1646411878.unknown

_1646409021.unknown

_1646399162.unknown

_1646399482.unknown

_1646398324.unknown

