06 Kvadratické nerovnice — met.

Strucny prehled teorie

Kvadratickou nerovnici rozumime vyrokovou formu tvaru

Met.:

ax’+bx+c > 0;
ax’+bx+c < 0;
ax’+bx+c>0;
ax’+bx+c <0, kdea, b,c e R,a#0

Metod FeSeni kvadratické nerovnice je cela fada:

pocetng,

graficky (¢asové ndrocné a nepresné),

kombinaci pocetni a grafické metody (nejlepsi z uvedenych), ...
Vyucujici by mél zvézit, s kterymi z nich, a do jaké hloubky, studenty seznami. Ve tfidé nadanych student(
muze klidné projit vSechny zminéné a doporucit pouzivani nejvyhodnéjsi z nich. Je-li vsak tfida slaba, je
rozumnéjsi ukazat studentlm pouze jednu nejvyhodnéjsi metodu a dikladné ji s nimi procvicit. Vzhledem
k tomu, jak ¢asto se budou studenti ve stfedoskolské matematice s kvadratickymi nerovnicemi setkavat, je
nezbytné, aby chapali, Ze znalost jejich feSeni patfi k nejzakladnéjsim znalostem, a aby je vzdy fesili obratné a
s jistotou.

Reseni kvadratické nerovnice:

1. POCETNE (pfevedenim kvadratické nerovnice na nerovnici v souc¢inovém tvaru)

Pt. Reste v R: ax?+bx+c <0, kde a > 0
Res.: Necht  a s jsou kofeny rovnice ax’+bx+c = 0.
Pak prevedeme zadanou kvadratickou nerovnici do souc¢inového tvaru
a(x-r).(x-s) <0
a dofeSime
* bud metodou nulovych bodi s pouzitim ¢iselné osy
= nebo uvahou, ze a(x-r).(x-s) <0 <
Sx-r>0Ax-s<0)V (x-r<0Ax-s>0) <
© Vr<rix>s) e
& %
K=K; U K;
Pozn. Pokud kofeny r, s neexistuji, je mnoZinou kofenil nerovnice bud’ mnozina vSech realnych
¢isel nebo prazdnd mnozina.

2. GRAFICKY

PF. . ReSte v R: ax?+bx+c <0,kde a > 0
Res. (jedno z moznych): ax?* < —bx—c
Zavedeme  funkci f:y = ax?
arelaci7:y < —bx — ¢
Znéazornime jejich grafy v soustavé soufadnic — mnoZina kofenil je mnoZina x-ovych
soutadnic vSech bodi, které tvofi priinik obou graft, tedy K= (r, s).
Pozn. Nevyhodou popsané metody je nepresnost pri ,, cteni *“ priisecikii r, s.



3.KOMBINACI POCETNI A GRAFICKE METODY
Pf. Reste v R: ax?+bx+c <0, kde a > 0
Res.: Necht 7 a s jsou kofeny rovnice ax’+bx+c = 0.
Pak parabola, ktera je grafem funkce f: y = ax’+bx+c, protina osu x v bodech P[r,0] a
P>[s,0]. Pokud je podle zadani @ > 0, ma funkce f minimum v bod¢, ktery odpovida vrcholu
doty¢né paraboly.
Mnozina kofent se urc¢i podle znaménka nerovnosti v zadané nerovnici. V nasem piikladu
jey = ax’+bx+c < 0 a tomu odpovida K=(r, 8):

v




Zakladni poznatky

Pf. 1 Redte v R:

x?—5x+6<0 [k =(23)]

6x> —7x+2>0 {K=[—oo;%>u<§;oo)}

Met.: Pokud chce vyucujici pracovat s kombinaci pocetni a grafické metody (je velmi rychld a ndzorna), je nezbytné,
aby nejprve studentlm vysvétlil jeji podstatu. V levé strané kvadratické nerovnice studenti museji vidét
pravou stranu pomocné kvadratické funkce, jejiz graf (parabola) nacrtnuty do soustavy souradnic vyuZiji pfi
uréeni mnoziny rfeSeni nerovnice.

Pf. 2 Redte v R:

Napf.: PF. 2 6x° —=Tx+220 .. pomocna kvadratickd funkce je f: y = 6x*> — 7x + 2 ... vyuZiti jejiho
grafu: 1) podle koeficientu kvadratického ¢lenu uréime polohu paraboly v soustavé
soufadnic ...a=6>0 -> vrchol paraboly odpovida minimu funkce (parabola , oteviena nahoru®)
2) pruseciky paraboly s osou x jsou body, pro néZ souradnice y = 0. Vyfesenim
rovnice 6x? — 7x + 2 = 0 uréime x-ové soufadnice prasedikl (x; = % , X2 = % ) a zakreslime je i
s naértem paraboly do soustavy soufadnic. Pak uz lehce z obrazku uréime, kterym argumentdm x
odpovidaji pozadovandy = 6x*—7x+ 2 > 0.

y ] fiy=6x2—7x+2

Tato metoda se ukaze jako zasadnim zplsobem uZitecnd, nazorna a srozumitelna i pro slabsi studenty
zejména v ulohach podobnych nasledujicim dvéma:

Napf. PF. 1 Re$tevR: 5x*—2x+1020.

Velmi ¢astou chybou, které se studenti dopoustéji, je, Ze vyfesi pomocnou kvadratickou rovnici

5x%—2x + 10 = 0, konstatuji, Ze jeji diskriminant je zaporny, takZe feSeni v R neexistuje a z toho udélaji zbrkly
zavér, Zze mnozina feSeni dané nerovnice je prazdna. A tady musi vyucujici vyvolat diskusi o tom, pro¢
studenti pomocnou rovnici fesili — Slo o nalezeni prisecik( paraboly s osou x. Zaporny diskriminant znamena
tedy pouze to, Ze prlseciky s osou x neexistuji. Vzhledem k tomu, Ze kvadraticky koeficient je 5 (vétsi nez
nula), odpovida vrchol paraboly minimu pomocné funkce, tedy parabola je , oteviena nahoru”.

Nacrt: Z nacrtu je ziejmé, Ze pro kazdé x € R plati, Ze

fiy=5x2—2x+10 y=5x*-2x+102=0. Tozn.. K=R.
y

Pozn. Pfi procvi¢ovani a v provérkach je treba myslet i na zadavani
podobnych uloh. Vyucujici by mél promyslet i to, Ze kdyby zadal

k FeSeni nerovnici 5x% — 2x + 10 < 0, bude Fe$enim prazdnd mnoZina a
nemusi byt zfejmé, zda student nerozhodl o vysledku pouze na
zakladé zdporného diskriminantu.



Nebo: PF. 2 Redte vR: —x?+ 6x—9 < 0. Kvadraticka rovnice —x?+ 6x — 9 < 0 ma jediny koFen (x = 3). Tozn.,
Ze odpovidajici parabola ma s osou x jediny spole¢ny bod — bod dotyku. Kvadraticky koeficient -1 urcuje
polohu paraboly tak, ze vrchol odpovidd maximu.
Nacrt: Z nacrtu je zfejmé, Zze prox =3 je y = 0. Pro vSechna
y ostatniredlndxjey=—x*+6x—-9<0.
Tozn.: K=R-{3}

y=-x>+6x-9

Typové priklady standardni naro¢nosti

Met.: Nasledujici ulohy predstavuji priklady, které ukazuiji, Ze se studenti pfi probirani nejriznéjsich
matematickych témat Casto setkavaji priibézné po celou dobu stfedoskolského studia s potfebou
resit kvadratické nerovnice

PF. 3 Urcete, pro kterd x ma dany vyraz smysl:

Vx?;i+6 bre23)

Met.: Castou chybou, které se studenti pfi Feseni této Ulohy dopoustéji, je, Ze sice spravné stanovi vychozi
-2
x2-5x+6
zapomenou, Ze ve jmenovateli nesmi byt nula a stanovi nespravné, ze ma platit x>—5x+6 <0

namisto spravného x> —5x + 6 < 0.

podminku = 0, ale s ohledem na zdporného Citatele udélaji chybny nasledujici krok, kdy

PF. 4 Urcete, pro kterd x ma dany vyraz smysl:

log(5x —8x—4) {x e (— oo;—%ju@; oo)}

Met.: Této ulohy Ize vyuZit k pfipomenuti prace s logaritmy. Studenti by méli sami stanovit podminku, Ze
argument logaritmické funkce musi byt kladny. Tedy 5x* — 8x —4 > 0.

PF. 5 Reste nerovnici s faktoridly

n! 3 a7 on 0w~ 2456790
>n® =371 +90 [K ={3:4;5,6,7:8:9;10}]
(n—3)
Met.: V této uloze je velmi duleZité spravné stanoveni podminek. Nestaci konstatovat, Ze n = 3, je nezbytné
uvést, Ze n € N. A podminky se musi zohlednit pti stanoveni mnoziny kofenl nerovnice.
PF. 6 Reste nerovnici s kombina¢nimi &isly

("] <55 [K = {2:3:4:5:6:7:8:9:10;1 1)]

Met.: V této Uloze je velmi dlleZité spravné stanoveni podminek. Nestaci konstatovat, Ze n = 2, je nezbytné
uvést, Zze n € N. A podminky se musi zohlednit pfi stanoveni mnoZiny kofeni nerovnice.



P¥. 7 Pro které hodnoty parametru m mé rovnice 2x> —3mx +m* —2m—"7,5 = Qredlné kofeny?
[m € (— oo;—10> u<— 6;00)]
Met.: Kvadraticka rovnice ma redlné koreny v pripadé, zZe jeji diskriminant je vétsi nebo rovny nule. Tedy
9m?-4.2.(m*-2m-7,5)20 =— m?+16m+60>0...

Pozn.: Ulohy 4, 5 a 6 jsou samozfejmé uréeny az pro maturitni opakovani.



