12 Shodna zobrazeni — met.

Strucny prehled teorie

Shodné zobrazeni - je zobrazeni, které kazdym dvéma bodiim X,Y (tzv. vzoriim) pfifazuje

body X’,Y’ (tzv. obrazy) tak, ze ‘ XY’

Shodnost rovinnych tutvari:

=~ | xy].

dva rovinné utvary jsou shodné, jestlize je mizeme premistit tak, aby
se presné kryly

/ prima — utvary se daji v roviné premistit tak, aby se prekryvaly
Shodnost

neprima — aby se Utvary po premisténi piekryvaly, je nutno jeden z nich nejprve ,,obratit v
prostoru®

Véty o shodnosti trojuhelnikii:

sss... dva trojuhelniky jsou shodné, shoduji-li se ve vSech tiech stranach

sus... dva trojuhelniky jsou shodné, shoduji-li se ve dvou strandch a thlu jimi sevieném
usu... dva trojuhelniky jsou shodné, shoduji-li se v jedné strané a v uhlech k ni pfilehlych
Ssu..

. dva trojihelniky jsou shodné, shoduji-li se ve dvou stranach a thlu naproti vétsi z nich

Druhy shodnych zobrazeni:
Stiedova soumérnost - S;: X - X°

— je to shodné zobrazeni, které piifazuje:

1) kazdému bodu X # S bod X tak, Ze bod S je stiedem tsecky XX,
2) bodu Sbod S’ =S, bod S je tedy samodruzny bod (tj. bod, pro n&jz plati: X’ = X)
— jde o ptfimou shodnost

— je jednoznacné urcena stfedem soumeérnosti S nebo dvojici vzoru a obrazu
— pfimky prochézejici sttedem soumérnosti jsou samodruzné piimky

soumérnosti
X-vzor

Osova soumérnost - 0, : X - X’

— je to shodné zobrazeni, které ptitazuje

1) kazdému bodu X ¢ 0 bod X’ tak, Ze pfimka XX je kolma k ose soumérnosti 0 a stied tiseCky XX’ lezi
na o,

2) kazdému bodu X € 0 bod X’ = X, body lezici na ose soumérnosti 0 jsou tedy samodruzné body
— jde o neptimou shodnost

— je jednoznacné urcena osou soumérnosti 0 nebo dvojici
vzoru a obrazu

— samodruznymi pfimkami jSou 0sa 0 a vSechny piimky na ni kolmé

X soumérnosti



Posunuti (translace) - 7, : X > X’

— je to shodné zobrazeni, které kazdému bodu X pfiifazuje bod X’ tak, Ze orientované tisecky XX’ a AB
maji stejnou délku a smér

— jde o pfimou shodnost

— je jednoznaéné urceno velikosti a smérem posunuti nebo dvojici vzoru a obrazu
— samodruznymi pfimkami jsou vSechny piimky rovnobézné se smérem posunuti

Otaceni (rotace) - R ,:

e

A X

XX

— je to shodné zobrazeni, které pfirazuje:
1) kazdému bodu X # S bod X’ tak, ze |X’S| = |XS| a orientovany thel XSX’ ma velikost ¢,
2) bodu S bod S’ =S, stfed otaceni S je tedy samodruzny bod

— je jednoznaéné urceno stiedem S a uhlem otaceni ¢

— jde o pfimou shodnost

XI

— otaceni nema samodruzné piimky

Pozn.: kladny smysl otaceni — proti sméru pohybu hodinovych rué¢icek

zaporny smysl otd€eni — po sméru pohybu hodinovych rucic¢ek

Identita

— je to shodné zobrazeni, ve kterém se kazdy bod zobrazi sam na sebe

Met.:| Geometrie patii u stfredosSkolskych student( z fady ddvodl k méné oblibenym a znacné
obavanym tématlim. Hodné studentd zlstava pred ulohami z geometrie bezradnymi
s pocitem, Ze kazda uloha vyZaduje zcela jiny pfistup, Ze nedokdZou ulohu ,uchopit” a
smysluplné vykrocit k feSeni. Pfitom sprdavné provedeny prvni krok uz zpravidla otevie cestu
k celému feSeni. Studenti budou nepochybné vnimat velmi pozitivné, jestlize jim vyucujici
pomlze tento prvni krok a tuto cestu zjednodusit, zpfehlednit a zpfistupnit.

VétsSinu Uloh souvisejicich ve stfedoSkolské planimetrii se shodnymi zobrazenimi lze rozdélit
do dvou zakladnich skupin. Jejich odliSujicim prvkem je zejména rozbor, ktery je pro kazdou
z téchto skupin typicky. Navic pokud se rozbor spravné a precizné zapiSe, mlZze obsahovat

vidy|na obdobném misté ,pokyn“ k prvnimu kroku|a tim k vykroceni do feSeni ulohy.

Ulohy prvniho typu:

Maji tfirddkovy rozbor, pficemz|druhy radek|pfedstavuje zmifiované

,Vvykroceni“|do reseni Ulohy



PT. Je dana kruZnice k, pfimka p a bod M. Sestrojte Usecku XY tak, aby X €p, Y €k a aby M

byl stfed XY.

Nacrt: (nakreslime splnény ukol)

Skutecnd vychozi situace:

p

Y

Konstrukce:

Postup:

u b WN -

Rozbor:| Sm): X —>Y | (X je vzor, Y je obraz ve stfedové
soumeérnosti se stfredem M)

Sim): P—>p'|

Yep Nk

\ J
!

Typicky ttitadkovy rozbor dloh prvniho typu:

1. Fadek: z naértu — urcime zobrazeni Syv) a dva body
predstavujici v tomto zobrazeni vzor X a obraz Y;
misto vzoru X, jehoz polohu na p nezname, najdeme
obraz p” Utvaru p, na némz vzor X lezi
3. tadek: obrazY leZiv priniku p'Nk

Vime, Ze Y je obraz X ve stfedové soumérnosti Sw.
ProtoZe ale nevime, kde na se pfimce p bod X
nachdazi, zobrazime celou pfimku p — kazdy bod na p
si ,najde” svlij obraz na p” a X si ,najde” svij obraz Y
v priseciku kNp".

Jak napsat postup?

Jednotlivé radky postupu musi mit pfedepsanou strukturu:
- jako prvni se uvede poradi provadéného kroku;

- nasleduje oznaceni prvku, ktery rysujeme (timto prvkem
muUZe byt pouze bod, pfimka nebo jeji ¢ast a kruznice) a
stfednik nebo dvojtecka;

- nakonec se uvedou vSechny vlastnosti pouZité pfi
konstrukci prvku.

. p, k, M — zadané utvary

P |Sm): p—p

.Y:YekNp’
. X S(M): Y—»X
. XY

Tato uUloha je urdité vhodna k tomu, aby vyucujici se studenty prodiskutoval, kolik m{ze mit
feSeni a na ¢em pocet feSeni zalezi. Staci ale pouze Ustni diskuse. Jinak se obecné
stredosSkolské uUlohy v planimetrii omezuji pouze na nacrt, rozbor, konstrukci a postup.




Zakladni poznatky:

Pf.1  Sestrojte kruznici k(S; 2 cm) a bod X tak, ze |SX| = 4 cm. Sestrojte
a) obraz k; kruzZnice k v stfredové soumérnosti s bodem X;
b) obraz k; kruznice k v posunuti Tgy = T(S_X));
c) obraz ks kruznice k v osové soumérnosti s pfimkou t, ktera je tecnou kruznice k;
d) obraz k4 kruznice k v otoceni o -60° se stfredem v bodé X .

Typové priklady standardni ndarocnosti

PF.2  Jsou dany kruZnice ki, k; a pfimka p. Sestrojte viechny rovnostranné A ABC, jejich? t&Znice t. je ¢asti pFimky
p avrcholy A, B lezi postupné na kruznicich ks, k..
Met.: Nacrt: Rozbor:| Op:A—» B

©

Op): k1 —» k4’

C
k1 r ,
Be kzn k1
\ k2

Pf.3  Spoleénym bodem dvou kruznic ki, k> vedte pfimku tak, aby na ni kruznice vytaly shodné tétivy.
Met.: Nacrt: Rozbor: Sap X —» Y
|Sw: ks —>ka'| | ... prvni krok postupu ...

... prvni krok postupu ...

Ye kzn k1’

PF.4  Jsou dany rovnobézky a,b a mimo né bod C. Sestrojte rovnostranny A ABC tak, aby A € a, B € b.
Met.: Nacrt: Rozbor: Riceo): A —» B
Riceo:a —» a’ | ... prvni krok postupu ...

Bea' Nb

Pf.5 Sestrojte Usecku dané velikosti a sméru (tj. dana usecka AB) tak, aby jeji krajni body leZely na

a) dvou danych kruznicich; b) dané kruznici a dané pfimce.
Met.: b) Nacrt: D Rozbor: Tng): X—> Y
\Tag):p—>p’| | ... prvni krok postupu ...
Yep' Nk




Pf.6 Jsou dany soustfedné kruznice ki, k; a uvnitf mensi z nich bod C. Sestrojte rovnostranny A ABC tak, aby
A€ ky,BEk,.
Res.: analogicky ...

Ulohy druhého typu: VyZaduji k zadanym prvkdm sestrojit rovinny Utvar U, ktery my splfiovat celou rfadu
vlastnosti. VSechny najednou ovsem nelze splnit okamzité. Je tfeba navést studenty
na myslenku, Ze je v nasich silach sestrojit pomocny Utvar U’, ktery vétSinu vlastnosti,
zpravidla aZ na jednu, splfiuje. K poZadovanému Utvaru U se pak dostaneme uZitim
vhodného shodného zobrazeni aplikovaného na pomocny utvar U’. Vybér vlastnosti,
které se pfi konstrukci pomocného Utvaru vzdame, by se mohl zdat obtiznym. Je vSak
zcela logicky a studentdim by nemél délat pfi dobrém pocéatecnim vysvétleni
problémy. JestliZze se pozadovany Utvar U ziskd z U’ uzitim shodného zobrazeni, musi
uz U’ vykazovat poZzadovany tvar i velikost. Vlastnost, které se pfi konstrukci U’
vzdame, tedy nesmi mit na tvar ani velikost vysledného utvaru vliv.

Rozbor uloh druhého typu je obsahlejsi, ale i v ném se vidy na obdobném misté
vyskytuje fadek odpovidajici ,vykro¢eni” do feSeni ulohy.

PF. Jsou dany rGznobéZky p. q a Usecka MN. Sestrojte kruZnici k, kterd ma polomér r =|MN|, stfed S leZi
na pfimce p a vytind na pfimce q tétivu AB tak, e |AB| = [MN|.
Met.: Nacrt: Rozbor: | Hledany utvar: kruznice k(S; r)
—_ Vlastnosti: 1) r= |MN|;
M N 0 2) kN q = {4, B}, kde |AB| = |MN|;
3)SeEp

k k’

/_\ Pomocny Utvar : kruznice k” (S; r)

S S Vlastnosti: 1), 2).
d X

v / \ / k..Tgs:k—» k

/ 5 A B 4 (Se€xNp, kde (x I q) A (S’ € x)

A,

k2

Postup: 1. p, g, MN — zadané

2/K(S5r): (r=IMN) Ak’ N g = {A",B"}, kde |A’B’

= |[MN])

3.x: (8" €ex) Alxllg)
4.5:SexNp

5. k(S;|MN|



PF. 7 Jsou dany rovnobézky a, b a jejich pricka c. Sestrojte rovnostranny trojuhelnik, jehoz strana md danou velikost
x tak, aby kazdy jeho vrchol leZel na jedné z danych pfimek.

Met.: Nacrt: Rozbor:(Hledany utvar: trojuhelnik ABC
c \ ¥ Vlastnosti: 1) |AB| = |BC| = |AC| = x
I X 2)A€a
, 3)BED
B B 4)C€ec
b

Pomocny utvar: trojuhelnik A'B°C”
Vlastnosti: 1), 2), 3)

AABC ... Tco: AA'B'C'— AABC
(CemNc,kde (mla) A(C" € m)

Pr.8 Je ddna kruznice k(S; 3 cm) a bod A tak, ze |AS| = 2 c¢m. Vedte bodem A tétivu XY tak, aby | XY| = 5 cm.

Met.: Nacrt: Rozbor: | Hledany uUtvar: usecka XY
Vlastnosti: 1) X € k
2)Y ek
3)|XY| =5cm
4) A € XY

Pomocny utvar: tdsecka X'Y”
Vlastnosti: 1), 2), 3)

XY ... Ris,g: X' Y—> XY
(a=|XASA’|, kde A" € XY’ N Kk'(S, |SA|)




Rozsifujici cviceni

PF.9 V kuleéniku plati pfi odrazu koule, Ze Uhel odrazu je roven Uhlu dopadu, viz obrazek. Umite sestrojit

trajektorii koule, kterd se ma odrazit od dvou hran se spolecnym rohem? Jakého principu vyuzivate?
[Realisticky.cz — 3.5.2]

Pf. 10 Vyhledejte misto na fece Sitky d, ve kterém by mél stat most ve sméru kolmém na tok reky, tak aby cesta
z obce A do obce B, které leZi na riznych stranach feky mimo jeji brehy, byla nejkratsi. Predpokladejme, Ze
Sitka feky se v odpovidajicim useku neméni.
[Realisticky.cz — 3.5.7]

A

B

- Zakladni myslenkou feSeni tloh 9 a 10 je skutecnost, Ze nejkratsi vzdalenost mezi dvéma body je
vzdalenost na pfimce ...



