18 Kvadraticka funkce — met.

Strucny prehled teorie

Kvadraticka funkce je funkce

f: y = ax? +bx +c,

kde a,b,ceR, a#0.

Grafem kvadratické funkce je kfivka zvana parabola, kterd je soumérna podle osy o rovnobézné s osou y.

Prisecik osy o s parabolou nazyvame vrchol paraboly.

Vlastnosti kvadratickych funkci f: y = ax? + by + ¢

a>0

b2

4a

fiy=ax*+bx+ca>0

2a

fiy=ax?+bx+c,a<0

bZ

4a

2

D(f) = R, H(f) = (c—2; o0)
4a

Je zdola omezen3, neni shora
omezena.

. b
Je rostouci v ——,oo)

2a
b
Je klesajiciv | —oo,——
2a
. b .
V bodé xo = —— ma ostré
2a

minimum

2a

bZ
D(f) =R, H(f) = (—o0;c——)
4a

Je shora omezen3, neni zdola
omezena.

b
Je rostouciv | —o0,— —
2a

b
Je klesajici v ——,oo)
2a

b
V bodé xo = ——— ma ostré
2a

maximum




Met.: Kvadratickd funkce patii k tématdm uréenym k probrani na ZS, a to v 9. t¥idé. Ale objem informaci je tam
omezen pouze na praci s funkci typu f: y = ax?a okrajové s f:y = + x?+ ¢. Stfedoskolsti studenti tedy budou
vétSinou védét, Ze grafem kvadratické funkce je parabola a vzpomenou si i ha to, jakym zplsobem je tvar
paraboly ovlivnén kvadratickym koeficientem a a jeji poloha v soustavé soufadnic koeficientem c.

Probirani tématu o kvadratickych funkcich na stfedni skole by mél ucitel zahajit samoziejmé plnou informaci,
7e kvadraticka funkce je funkce dand rovnici f: y = ax? + bx + ¢, kde g, b, c jsou reélna ¢isla, pficemz a # 0.
Ale cesta k nakresleni grafu takové uplné kvadratické funkce by méla byt vedena postupné s vysvétlovanim
vlivu jednotlivych pfidavanych parametrd na tvar a umisténi paraboly v soustavé souradnic:

fi:y = x?
iy =1
fi:y = 3x?
iy =3

@

Sideks .
fory = (x = 3)?
[y = G+ 2)?
fy=-a-27] \

S

Se studenty je samoziejmé tfeba kratce
prodiskutovat diivod posunuti parabol: napf.

for - nezdpornost pravé strany rovnice
- vrchol — bod, kterému odpovida
minimum funkce ...y =0 pro x = 3.
Proto V[3; 0].

Velmi vhodné je také pro zakladni funkci f; a
pro jednu nebo dvé dalsi vybrané funkce
vytvorit tabulku ...




fiy=x

frry =x%—2 L

friy=—x?+1

v

4
Z rovnice lze urit: 3
e soutadnice vrcholu paraboly V[3; 4] L

2
e tvar a polohu paraboly v soustavé soufadnic

1

o) /

| )
1 |2

Jakmile se studenti naudi kreslit parabolu odpovidajici poslednimu typu rovnice, tedy f: y = a(x —m)? + n,
muze ucitel obratit jejich pozornost na skutecnost, Ze kvadraticka funkce byva nejéastéji zadana v souladu
s definici f: y = ax? + bx + ¢. A s takto zadanou funkci zatim studenti pracovat neumi.

Z toho logicky vyplyva, Ze se studenti musi naudit pfevadét vyraz ax? + bx + ¢ do tvaru a(x —m)? + n.

Je jisté dobré ukazat jim pfevod obecné zadaného kvadratického trojélenu:

b2

4a’
b2
4al”’

y=ax2+bx+c=a(x2+gx)+c=a(x2+§x )+c =a(x+%)2+c

Odsud V[—%;c—

Ucitel mlzZe tento prevod ukazat sdm, nebo jej zada studentim, pricemz rychlou a spravnou praci jednotlivc(
drobné oceni (Upravy vyrazl se probiraly dfive, takZe by to nemél byt pro nikoho problém). V druhém
pfipadé je namisté napsat pak spravné rfeseni na tabuli.

Po préci s obecnym prevodem by mél nasledovat ihned konkrétni ptiklad:
phl1fiy=—-2x*4+4x+1=-2(x>-2x+1)+1+2=-2(x—1)2%+3 .. V[1;3]
pF.Zf:y=%x2—3x—%=%(x2—4x—|—4)—%—3 =%(x—2)2 —% V[Z; ?]

Obcas se v nékteré tfidé najdou studenti (zpravidla ti se solidni mechanickou paméti), ktefi vezmou za vdék

b b? .., . , " . .
,vzorcem“V |——;c ——|, domnivaji se, Ze k nalezeni vrcholu paraboly stac¢i dosadit do ,,hotového”
2a 4a

predpisu a uvedeny prevod neprovadét. Takovy pfistup studentl nesmi ucitel pfipustit. Jednak by to
znamenalo nezbytnost (ale nepochybné i kratkodobost) zcela zbyteéné zpamétové znalosti a nedlstojného
dosazovani do néjakych vyrazi, jednak budou podobny prevod studenti potfebovat béhem stfedoskolského
studia mnohokrat (napf. u vSech kuzelosecek).



Zakladni poznatky:

Pr.1  Nacdrtnéte grafy funkci (graf s priseciky a vrcholem):

a) fiy=—(x—2)%+5 [V[2,5], [0,1], [+V5 + 2,0]]

b) g:y=x>—5x+6 V[, -3] 1061120130

0 hiy=2x2+ 5x—1 -V[—z,—§], [0,—1],[—%1?,0]]
d p:y= —05x%+x+2 V [12] [0,2],[1 £ V5, 0]]

v =22 45— 1=2(x2 4 Sx 2B 125 5)? _33
.1.c)h.y—2x + 5x 1—2(x +2x+16) 1 8—2(x+4) 5 -

U kazdé funkce, jejiz graf se ma kreslit, je nezbytné urcit souradnice vsech prisecik( s obéma osami
souradnic. Ty je nejlepsi urovat z té rovnice funkce, jejiz prava strana predstavuje klasicky
kvadraticky trojélen: 1. Prlsecik s osou X ... Px-? plati: y=0

y=2x>+5x—1=0

_ —54V25+8 _ —5+V33
xl'z - 4 - 4 ’ ’

2. Prisecik s osouy ... P, - ? plati: x=0

y=2.02450-1=-1; -

Ucitel maze vyvolat diskusi o souvislosti polohy
vrcholu paraboly a jejich prisecikid s osou x,
pokud tyto existuji. Vzhledem k soumérnosti
paraboly podle jeji osy Ize x-ovou soutadnici
vrcholu vypocditat také pomoci stfedu Usecky
Py Px2 jako aritmeticky priimér x-ovych
souradnic téchto prasecika.

S5V 969, 2533019, vypotet

pfibliznych hodnot je zde jisté potfebny.
Do grafu se vSak musi zapsat pfesné hodnoty!!!

Pozn.:

Pf.2  Pomoci grafu funkce urcete reseni nerovnic:
a)x?+1<0 [K = 0]

b)x2—23>0 [K = (—o0,—V2] U [V2, )]
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16

16.1
16.2
16.3
16.4

Grafem kvadratické funkce f: y = 9 — x? pro x € R je parabola.

Rozhodnéte o kazdém z nasledujicich tvrzeni (16.1-16.4), zda je
pravdivé (A), i nikoli (N).

Vrchol paraboly je V[0; 9].

Jeden z prasecik( paraboly se souradnicovymi osamije P[—3; 0].
f(0)=-3

Obor hodnot funkce f je H = (9; +c0).

1 10 O»
OO0 0=

Typové ptiklady standardni narocnosti:

PF.4  Nacrtnéte grafy funkci:
a)f1:y=x?>—-5x+6
b) f2:y =x%—5|x|+6
c)f3:y = |x*— 5|x| +6|
- Vzhledem k velmi uzké souvislosti funkci fi, f2, a f5 stoji rozhodné za to zamyslet se se studenty nad

moznosti zjednoduseni cest k jejich grafiim. Pro uditele se zde naskyta idedIni moznost poskytnout
studentlim radost z objevovani jednotlivych krok(, které by mély vést aZ k poznani, Ze staci podrobné
prostudovat pouze funkci f; a grafy zbyvajicich dvou funkci z ni uz logicky vyplynou.

Praseciky s osami: l.sosoux...y=0 x2—-5x+6=0
(x—2).(x—3)=0
x=2V x=3
P1[2; 0], [Pr2[3;0]

2.s0souy...x=0 y=0°-50+6=6
Py[0; 6]




f2:y =x2% = 5|x| + 6 je funkce suda, proto je jeji graf soumérny podle osy y. Pro x > 0 ma funkce f>
evidentné stejnou rovnici jako f1, coZ znamena, 7e pro x > 0 f,kopiruje graf f;. Cast grafu fvlevo od osy y
je soumérny s ¢asti nakreslenou vpravo od osy y pro nezaporna x, osou soumeérnosti je osa y.

fary = |x? — 5|x| + 6| je rovnéi sudd funkce, kterd se od f lisi pouze vnéj$i absolutni hodnotou. Ta
urcuje, Ze viechny funkéni hodnoty f; jsou nezaporné. To ale znamena, Ze vSechny ¢asti grafu funkce f,,

které odpovidaji nezapornym funkénim hodnotam (tedy se nachazeji “nad” osou x), jsou spole¢né i pro fs.

A ty Casti grafu f,, které odpovidaji zapornym funkénim hodnotam, se pro graf fz “preklopi” “nad” osu x
jako jejich obrazy v osové soumérnosti podle osy x.

PF.5 Urcete predpis kvadratické funkce, kterda ma minimum v bodé [-2; -2] a prochazi bodem [-1;1].
[Realisticky.cz—2.5.5, y = 3(x + 2)? — 2]
Vzhledem k tomu, Ze jsou zadany souradnice vrcholu paraboly, kterd je grafem hledané kvadratické
funkce, zvolime pro fe$eni rovnici f: y = a(x — m)? + n. V ni figuruje celkem 5 proménnych, pficem? za
4 z nich mUZeme dosadit jednak zminéné soufadnice vrcholu (m, n) a pak za x a y soufadnice bodu, o
1=a(—1+2)?—2.0dsud a = 3. Hledand rovnice
funkce bude tedy|f: y=3(x+2)-2]a jisté bude vhodné ji prevést do tvaru|f: y=3x?+12x + 10.|

Met.:

Pf.6  Pro kterou kvadratickou funkci plati: f(0) =1; f(2) =-1; f(1) =-17
Met.:

némz vime, Ze jim parabola také prochazi:

[y =x%—3x+1]

fedchazejici Ulohy zvolime v této Uloze pro fedeni rovnici f: y = ax? + bx + c.

Na rozdil od p
f(o)=1 ..
f(2)=-1..
f()y=-1..

1=a.024+b.0+c
—1=a.2’2+b.2+c
—1=a.12+b.1+c

1=

= 1=
=1=

c
4a + 2b +c
a+ b+ c

soustava tfi rovnic
o tfech neznamych
.a=1,b=-3,c=1

Hledana funkceje |fy=x%-3x+1.)

PF.7  Sestrojte graf funkcelf:y = 2x + |1 — x2|}
[Prox € (—1,1) y = —x? + 2x + 1, v dalSich intervalech y = x? + 2x — 1.]

Met.: Tabulka: nulové body jsou +1
(=, —1) (=1;1) (1;20)
|1 — x?| x?-1 £ 1—x? x?—1
f y=2x+x>—-1=x242x—-1 | y=2x+1—-x*=—x*+2x+1 y=x*+2x-1
(—o0; —1) U(L; 0) :| 1. Vrchol: y=x+2x—1|= (2 +2x+1) —1—1=|(x + 12 —2|.. [Vv[-1; —2]|
2. Pruseciky s osami:
Pi-? y=0 x?24+2x—1=0
—-24+/8
Xip == =112 Pui[-1—=v2;0]| [Po[-1+2;0]
P-? x=0 y=02+20—1=—1 P,[0;—1]
3.Je tfeba jesté urcit souradnice bodl odpovidajicich krajnim bod{m intervali:
o =-2 .. =2 .
(-1;1): LVrchol:  |y=—x?+2x+1]=—(%-2x+ D+ 1+1=[-(x-1)2+2].. [W[1;2]

2. Praseciky s

3. Souradnice

osami: Q-? y=0 —x?+2x+1=0

X1,2 =

_2_12\/§= 1"_‘\/.5

Q-? x=0 y=--=1

bodl odpovidajicich krajnim bod{m intervalu:
FD) = —2 [

fF)=2.

Qx1[1=V2;0]| Qw21 +V2;0]
Qy[oi 1]




Graf:

Studenti zatim neznaji pojem spojitosti funkce.
Musi se jim tedy aspon sdélit, Ze grafem je souvisla
krivka. Proto je dulezity vypocet souradnic bod(

v krajnich bodech interval(, kde na sebe jednotlivé
Casti kfivek musi navazovat

Rozsitujici cviceni

PF.8 Zemédélec chce postavit vybéh pro kurata ve tvaru pravouhelniku tak, Ze jednu stranu vybéhu bude tvofit
hospodarskd budova. Celkem ma k dispozici 20 m pletiva. Jaké maji byt rozméry vybéhu, aby jeho plocha
byla co nejvétsi? [Realisticky.cz — 2.5.5, rozméry 5 m x 10 m]

Met.: S ulohou, jejiz feseni vyzaduje nalezeni extrému funkce, se studenti setkavaji poprvé pravé

pfi probirani kvadratické funkce. Ucitel je si jisté védom, Ze podobné ulohy budou fesit mnohem

rychleji, snadnéji a pohodInéji, az je seznami se zaklady diferencidlniho poctu. V soucasné fazi vyuky

je vhodné pouzit podobné ulohy predevsim ze dvou dlivodu:
= matematizaci Uloh z béZného Zivota se nepochybné vyuka matematiky oZivi,
= ucitel mlzZe vyuzit této a podobnych jednoduchych uloh, aby uz nyni vedl studenty ke
schopnosti urcit spravné funkci, jejiz extrém je tfeba nalézt, a také provést dalsi kroky, které
bude nutné provadét i pozdéji, aZ se bude k vypoctiim pouzivat derivaci.



I

I u niZ hledame extrém: D e

_ B .. nase funkce musi vyjadiovat zavislost y = S pouze na jedné nezavislé
proménné — je tedy nutné vyjadrit jednu proménnou pomoci druhé, pripadné
pomoci konstant:

a+2b=20, proto a=20-2b vA

y=S=a.b=(20-2b).b

. |V=S=—2b2+20b|

y = —2(b%? — 10b + 25) + 50

y=-2(b—5)%+50

B

V[5;50]

P;: —2b%>+20b=0

—2b(b —10) = 0 ..[P,,[0; 0]] [P,[10; 0]]

Z grafu je dobre vidét, 7e funkce S = —2b? + 20b nabyva maxima pro b=5m. Odsud a=20-2b = 10 m.
Studentlm zcela jisté prospéje, kdyz se spolu s ucitelem nad nakreslenym grafem zamysli a podiskutuji o
ném: = pro¢ ma smysl uvazovat pouze ¢ast paraboly ,,nad” osou x?
Pozn. Pokud by ucitel zadal na par minut studentlim za kol jako samostatnou praci najit
tuto parabolu, spousta z nich by ji nakreslila ,celou” ...
o co znamena Cislo 50 predstavujici y-ovou souradnici vrcholu paraboly?
o jaky vyznam pro feSeni Ulohy maji priseciky paraboly s osou x? Jak by vypadal vybéh, kdyby
proménna b nabyla hodnoty odpovidajici x-ové souradnici nékterého z téchto prisecika?
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Kvadraticka funkce f je suda,
f)=1
a graf funkce f ma pravé jeden spolecny bod s grafem funkce g: vy = cosx — 2.

F

Y

v

Zapiste predpis funkce f. [f(x) =2x% —1]



- Tuto Ulohu nelze zadat studentlim v dobé, kdy se teprve probird kvadraticka funkce, protoze
goniometrické funkce se probiraji pozdéji a studenti netusi, jak vypada graf funkce g: y = cosx — 2.
MozZna by ale stalo za to zvazit zjednoduseni zadani nahradou goniometrické funkce funkci

konstantni h: y = —1. Zakladni Uvaha o feeni by zlstala stejnd, tloha by byla zvlddnutelnd vsemi
studenty, vysledek ulohy by byl stejny a ucitel by mohl Sikovné fesitele odménit podle nastavenych
pravidel.

¢
)
l:h(

Dano: Kvadraticka funkce (graf je parabola) je suda (parabola je soumérna podle osy y).
f(1) = 1, vzhledem k sudosti funkce musi také f(—1) = 1.

ty

Ma-li mit graf hledané kvadratické funkce f s grafem funkce g pravé jeden spolecny bod,

musi to byt bod [0; —1], ktery bude zéroveri vrcholem paraboly.

Rovnice funkce: f:y=a(x—m)?+n fil=a(1-0)2 -1, odsuda = 2
fry=2x*-1



