22 Exponencialni a logaritmické funkce — met.

Strucny prehled teorie

1) Definice:
Necht' a € R* - {1}. Funkce f: y = @* se nazyva exponencialni funkce se zédkladem a.

2) Vlastnosti:

ajproa>1 b)pro0<a<l1
e DM=R
* DO=R e H(f)=R"
H@{f=R*
) ¥ . , e Je klesajici, a tedy prosta
e Jerostouci, a tedy prosta . £(0)=1
e f(0)=1 B

e fiospoiitiv R e fjespojitavR
\%
1 5pol e Je zdola omezena (a* > 0), neni shora

e Je zdola omezena (a* > 0), neni shora ,
omezena

omezena L. . ..
e Nema4 ani maximum, ani minimum

¢ Nema ani maximum, ani minimum .
e Osax je asymptotou grafu f

e Osax je asymptotou grafu f

Logaritmicka funkce

Logaritmus j(', na ktery musime umocnit zaklad, abychom dostali dané ¢islo. Tedy:
[ 32=9]

Je-li | 32=9], pak |logs9 =2

1) Definice:
Necht' f: y = @* je exponencialni funkce se zakladem ae R* - {1}. Funkce g, inverzni k funkci f, se
nazyva logaritmicka funkce se zakladem a. Oznacujeme ji g: y = log a X

Pro a = 10 nazyvame hodnotu funkce dekadicky neboli Briggsiv logaritmus, pro a = e pfirozeny
logaritmus (e =~ 2,718 je Eulerova konstanta).



2) Vlastnosti:
a) proa>1 (funkce g ma zeleny graf) b) pro0 <a <1 (funkce g ma zeleny graf')

. D@E=R'
e H(Q=R
e Je klesajici, a tedy prosta

« D(@=R
e H(@Q=R
e Je rostouci, a tedy prosta

;- , . ° { ani : 1
e Neni ani zdola omezend, ani shora Neni ani zdola omezena, ani shora

omezena omezena

. . . ° ma ani maximum, ani minimum
e Nema ani maximum, ani minimum Nema a aximum, a u

e (Osay je asymptotou grafu * Osayjeasymptotou grafu

3) Pravidla pro pocitani s logaritmy:
a’ =x< y=log, x

Pro kazdé a, b, ¢ € R*-{1}, pro kazdé x1, X2 e R®  a pro kazdé r,n,y eR plati:
1) log,(x,.x,)=1log, x, +log, x,
X
2) log, ** = log, x, ~log, ¥,
Xy

3) log, x" =r.log, x

4) log, 2fx = l.loga X
n




Met.: S exponencialniilogaritmickou funkci se studenti setkavaji poprvé. V bézném zivoté jisté vSichni zaslechli
zminku o ,,exponencialnim rdstu” néjaké veliciny, ale nejspis s nim spojuji pouze intuitivni predstavu
strmého nardstani. Termin ,logaritmus” je pro drtivou vétsinu z nich zcela neznamy.

Utitel by mél studenty nejprve seznamit s exponencialni funkci f:y = a*, kde a € R* — {1}. MUze se
nejprve kratce zminit a zdUraznit zasadni rozdil mezi funkci mocninnou a exponencialni, kdy u mocninné
funkce (g: y = x¥) se argument nachazi v zakladu mocniny, zatimco u funkce exponenciaini je argument
soucasti exponentu mocniny.

Vzhledem k tomu, Ze se exponencialni kfivky podstatnym zpusobem lisi pro a > 0 a pro a € (0; 1), mél by
ucitel rozvrhnout prostor na tabuli tak, aby umistil vedle sebe dvé soufadnicové soustavy, pficemz do jedné
bude kreslit exponencialy funkci s a > 0, do druhé pak s a € (0; 1). Kresleni grafi musi pfedchazet vytvoreni
tabulek, kterych vyuZije nejen pro grafy, nybrz i k nasmérovani pozornosti student( na skutecnost, ze
vsechny funkéni hodnoty zakladnich exponencidlnich funkci jsou kladné.

Exponencialni funkce

Exponencialni funkce je funkce typulf iy = a", kdea € RT — {1}

Ay
a€ (0;1) g, Js
g1
1

> |
X X

x | -2 1 o1 3 I x| -2 1 [ol1]2]3

e R N 248 gl:y:(—) y| 4| 2 |141]1)1

fl'y_ 2 4 2 2 21418

x| 2] 170 2] 3 RAE 2 1Jol1]2

fory = 3% y| 1 1 3 |9 27 goiy = (_) y| 9 3 [1|1]1] 1

9 3 3 3| 9| 27

. X -1 0] 1| 2 3 1\ X 2 ol 1 3
f3:y =5 vy 11 5[ 25 | 125 gg;y:<§> vz [ 5 |11 L] 1
25| 5 5| 25 | 125

Po (¢i béhem) nakresleni vsech grafl by se méla rozvinout diskuse o tom, jaké zdkonitosti Ize vycist:
= pro a > 0 je exponencialni funkce rostouci, pro a € (0; 1) je klesajici;
» kazda exponenciala funkce typu f:y = a* prochazi bodem [0; 1];
= poloha kazdé exponencialni krivky v soustavé souradnic je dana zakladem mocniny a. Ucitel mize
nasledné zadat ukol vkreslit bez pomoci tabulky do pfislusnych soutadnicovych soustav grafy

X
napf. hy:y = 4,2¥ nebo h,:y = (1—15) . Pro studenty to bude sice snadny ukol, jisté ale prispéje

k uvédoméni si souvislosti mezi hodnotou zadkladu mocniny a a polohou jedné exponencidly vici

ostatnim.



Logaritmicka funkce

Logaritmicka funkce je funkce typulh: y = loga x,kdea € Rt — {1} .

Ucitel musi nejprve vysvétlit studentlim, co je to logaritmus. K vysvétleni mlze pouZit napt. zapis:

exponent

= 32 — 2 =log3 9

dané ¢islo  zaklad

Cteme:|2 je logaritmus &isla 9 pfi zakladu 3|

Logaritmus je exponent, na ktery musime umocnit zaklad, abychom dostali dané ¢islo.

vyména jmen proménnych - inverzni funkce

R
fiy=a"= fl'=hx=a" = [h:y=log,x
H_/ K ~ J

exponencialni funkce logaritmicka funkce

a>0 a € (0;1)

h:y =log, x h:y =log, x

Opét by méla probéhnout diskuse o souvislostech a zakonitostech:
= exponencialni a logaritmicka funkce o stejném zakladu jsou vzajemné inverzni, jejich grafy jsou
proto soumérné podle osy I. a lll. kvadrantu;
» zaklad a logaritmické funkce musi spliovat stejné poZzadavky, jako zdklad funkce exponencialni -
-tedya € Rt — {1};
= pro a > 0 je logaritmicka funkce rostouci, pro a € (0; 1) je klesajici;
= obé logaritmické kivky se nachazeji vpravo od osy y, odpovidaji tedy pouze kladnym argumentim -
- existuji pouze logaritmy kladnych cisel (neexistuji logaritmy zapornych cisel ani nuly)
» kazda logaritmickd k¥ivka funkce typu h: y = log, x prochazi bodem [1;0];
Ucitel opét mlze studentim zadat ukol, aby nacrtli bez pomoci tabulky do jedné soufadnicové soustavy
grafy dvou funkci hi:y =logzx a h,:y =log, x, do dalsi soustavy soufadnic pak grafy hz:y =logix a
2

h4:y = logi x. Ani tento Ukol by studentim nemél délat problémy.
5



Zakladni poznatky

Pfr.1  Nakreslete grafy funkci (mGzZete pro porovnani do jedné souradnicové soustavy)

)
)

[0;11ef,, [13]€ f, -1 € f, -
[(:11€ef, [tgef [~ujef, ]

Pf. 2 Sestrojte grafy funkci (mUZete pro porovnani do jedné soufadnicové soustavy)

a) fi:y =logsx
b) frry = log;x
5
PF.3 Vypocitejte bez uziti kalkulacky
a) log; 243 +log, ﬁ + logp, 0,04
b) 25198255 4 11108117

c) log,log; 81

Pf.4 Vypocitejte bez pouziti kalkulacky

a) 2log4+log3—log6+1
b) In4+In;—2(In2+1In2)

Typové priklady standardni naro¢nosti

[(Loref, Fit]ef [s-1]es,..]
[(Lo1ef, [si1]ef [zi-1]ef,.]

[log 80]
[in3]

PF.5 Porovnejte s ¢islem 1 pomoci grafu vhodné funkce, tj. bez pouziti kalkulacky:

o)<
">
()" <]

=<V



Pf.6 Nacrtnéte grafy funkci (urcete definicni obor, obor funkénich hodnot, priseciky grafu s obéma

soufadnicovymi osami:

a) firy=2"-4
b) fo:y =2%t1—24

o) fary=2M*1—4

d) fuy=-— G)m +4

e) gi:y =log,(x +4)

f) g2:y = [logy(x +4) — 1]
g) g3y =logylx +4| -1
h) gs:y =log,(Ix| +4) —1

- Pti kresleni grafa téchto funkci si studenti znovu zopakuji a ovéri, Ze parametry vkladané
postupné do rovnic funkci maji na tvar a polohu jejich grafli v soufadnicové soustavé
analogicky vliv jako u dfive probranych funkci.

a), b)

vA

fry=2%

— _3
4 X
A
e), 8) ) Vﬂ
y
g1:y =|log(x +4)

g3:y =logy|x + 4| —1

friy=2"—4
Dy =R, Hipy = (—4; )

P.[2;0], P,[0; —3]

fory =21 -4
D¢ty = R, Hp,) = (—4; )

P[1;0], B,[0; —2]

g1:y =log(x +4)
Dg,) = (=40), Hig) = R

P.[-3;0], P,[0; 2]

g3:y =logylx + 4| —1
D(gs) =R - {_4}' H(g3) =R

Py, [=6; 0], P, [=2; 0], P, [0; 1]




Pozn.: = Urceni defini¢nich oborl i obord funkénich hodnot i vypocty soufadnic prisecikd s osami jsou u
téchto zadani tak jednoduché, Ze je lze provést zpaméti;
= Obratnost v kresleni podobnych graf(i je nesmirné dulezita napf. i pro budouci feseni
exponencialnich a logaritmickych nerovnic!!!

PF.7 Urcete, pro kterd r je funkce rostouci:
_3\X
fry= (:?) [r € (—o0; —2)]

. o . r-3 ., y s . ,
Met.: Zaklad exponencidlni funkce fje a = ey Vime, Ze exponencialni funkce je rostouci pro

. Y . .T-3
a > 1. Musime tedy vyreSsit nerovnici :: >1.

Pr. 8 Urcete defini¢ni obor funkce

a) fi:y =log (x* —5x+6) [D(f1) = (=00; =3) U (=2;00)]
b) f,:y =/ loglogx [D(f;) = (10; o0)]

Met.: a) Argumentem logaritmické funkce musi byt kladné Cislo. Proto x> —-5x+6>0...
b) f2je slozena funkce:  fo(x) = f (g(h(x))) , kde [1)]y = h(x) = logx,
Z =g(y) =logy, f2(x) =f(z) =+z.

Pro kazdou funkci musi byt splnény podminky:

1)

2) y>0 - logx>0 —>

3) z=20 - logy=0—-> y=>1 -logx=>1 —>
Vsechny podminky jsou splnény pro x > 10 . Proto D(f;) = (10; ) .

Pozn.: Je velmi dllezZité takto precizné zpracovat feseni ulohy 8b), pfipadné uloh

podobnych.
Ucitel musi vyuZit kazdé prileZitosti, aby studenty ucil nespokojovat se
s polovicatymi a nepresnymi resenimi, aby je ucil systematické, do detailu
promyslené, uplné a do vsech podrobnosti dokoncené, precizni prdci.

PF.9 Urcete defini¢ni obor, obor hodnot a nacrtnéte graf funkce

[ D(f;) = (=3;0),H(f;) =R ]
[0; 0] - [-3;-2],[1;0] - [-2; —2]
[D(fz) = (—0;3),H(f2) = R]

[0; 0] — [3;4],[1;0] - [2; 4]

a) firy=1log (x+3)—2

b) f,ry=1log (—x+3) +4



RozSirujici cviceni
PF. 10 Urcete defini¢ni obor, obor hodnot a naértnéte graf funkce

f:y =logsinx [D(f) = (an; m(2k + 1)),H(f) = (—o0; 0)]

|

Pozndmka:

Pro pfipadné zadani exponencidlnich nebo logaritmickych funkci v programech typu Geogebra nebo
Wolframalpha.com a dalsi pouzijte do prikazového radku nasledujici syntaxi:

= Exponencidlni funkce f:y = 2% fiy=2"x

* Exponencialni funkce f:y = G)x -3 fiy=(1/2)"x-3
= Logaritmické funkce f:y = log(x + 1) fry = Ig(x+1)

» Logaritmické funkce f: y = log3 x+1 f:y =log(3, x)+1
» Logaritmické funkce f:y = 2Inx f:y =2In(x)

Ve Wolframalpha si nastavte funkci redalné proménné, tj. Real-valued plot, nikoliv Complex-valued plot.



