23 Exponencialni a logaritmické rovnice — met.

Strucny prehled teorie

e obsahuje nezndmou v exponentu nékteré mocniny

e zikladni tvar: i,a >0,b>0,x<R

e feSeni: a) Je-lia = b # 1, pak f(x) = g(x) (rovnaji-li se zaklady mocnin, rovnaji se i exponenty)
b) Je-li @ # b, pouzijeme logaritmovani: f(x).log.a = g(x).log.b, (kdec € R* —{1})

Pozn.: SloZitéjsi exp. rovnice se fesi prevedenim na zékladni tvar, popfipadé na algebraickou rovnici (s ¢astym
pouZzitim substituce a*=y (a >0, a # 1)).

e obsahuje logaritmy vyrazl s nezndmou x€ R

e nejjednodussi tvar: a>0,a#1, beR (jeji feseni podle definice logaritmu je x = a®)

e teSeni na zakladé véty: Jestlize log o f(x) = log «g(x), kde a > 0, a # 1, pak f(x) = g(x) (rovnaji-li se logaritmy
dvou kladnych &isel o stejném zdakladu, rovnaji se i tato Cisla)

Pozn.: 1) Platnost predchozi véty je podminéna splnénim podminek f(x) > 0 a g(x) > 0. Pokud je nestanovime
pfedem, zkouska je nutnou soucasti feseni.

2) Slozitéjsi log. rovnice - feseni ¢asto usnadnuje vhodna substituce (napf.y =logq.x (a >0, a # 1)) a prevod
rovnice z log. na algebraickou.

e Véty o logaritmech: Nechta > 0,a+1,x >0, x; >0, x, >0,reR,neN

) lOga(zfl-xz) =logax; +logg x;
) logax—; = logg x, —logq x;
3) logax" =r.log, x
) logari/}zi.logax
)

logca
log:b’

logpa = kdea>0,b>0,b#1,c>0,c#1

Pozn.: Velky vyznam véty 5! - UmoZznuje prevod logaritmu pfi jednom zakladu na logaritmus pfi jiném zakladu! (Pfi
feseni log. rovnic je Casto tfeba dosahnout toho, aby vsechny logaritmy v rovnici mély stejny zaklad!)




- Hned v Uvodu tohoto tématu by mél ucitel studentlim zdlraznit, jak nesmirné dilezita bude pro Uspésné
zvladani exponencialnich a logaritmickych rovnic a nerovnic znalost pravidel pro pocitani s mocninami a
odmocninami a také znalost pravidel pro préci s logaritmy.

Uziti vSech téchto pravidel bude vzapéti demonstrovat pti ukazkach reseni riiznych typl exponencialnich a
logaritmickych rovnic. Je dobré zapojit hned od zacatku do diskuse o jednotlivych krocich feseni celou tridu.
Regeni nékterych rovnic Ize zjednodusit pouZitim vhodnych ,umé&lych” Gprav. Nazve-li uditel tyto Gpravy
Hfintami“, studenti je obvykle velmi radi pfijmou jako dobré prostfedky pro sva mala vitézstvi nad
matematikou a néktefi z nich se za¢nou pokouset hledat ve vhodnych ulohach dalsi finty .

Ucitel musi dbat na spravnost, prehlednost a Uplnost zapisl na tabuli. Pro vétsinu studentll jsou tyto zapisy
vzorem, podle kterého provadéji vlastni zapisy do sesitu. | drobnosti, které se uciteli zdaji byt tak
samoziejmé, ze ma tendenci je pouze konstatovat, ale na tabuli nenapsat, mohou byt pro studenty nesmirné
dalezité.
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Prvni zptisob urceni x: logaritmovadni (obé strany rovnice jsou kladné)

X. logg = log% - x= 1(:)g3 = logg? K = {logg?}
3 3 3

. |6 7x+3 _ 7x+2 =82 |

6.7.7%.7% —72.7% = 82 /:72

82
42.7% 7% = —

41.7% = = /41

P — g - . 2
Druhy zpisob uréeni x: uZitim definice logaritmu x = log; % K= {log7 4—9}




]
B F—92r8=0] subst.Jox =y [4% = @2)* = @22 =Z|
y2—-9y+8=0
-D.(y-8)=0
y=1V y=8
2°=1V 2°=8

x=0 Vx=3 K ={0;3}

. [3*FT 1 2.3 % =7 |
3.3x+32—x=7 Subst.: 3* =y

2
3y+;—7/.y

3y2-7y+2=0

74VI9-ZE _ 745 __ 2
Vipg=—", = =<1
3
3¥=2 \ 3*==
3
x=logs2 V x=-1 K = {—1; log; 2}

.|7. 6* — 2.4 = 6. 9x| /- ......................... (vyse zml'néné-— vede k Upravé rovnice, v niZ

5 budou mit vSechny mocniny s nezndmou
7 (E)x -2 (3) g 6 Subst.: (E)x =1y  vexponentu stejny zdklad)
3 "\3 "\3 )

2y2—7y+6=0 Pozn.: UCitel dosud stdle zdlraznoval, Ze rovnici
nelze délit vyrazem s nezndmou bez rozebrani

Y1, = 74V49-48 _ g situace, kdy se tento vyraz rovnd nule. Nékdo ze
' 4 2 studentU se na to ted mlzZe zeptat, pfipadné ucitel
X AX 3 muze polozZit otazku , Co kdyz bude 9* = 0?“.
(§) =2V (§) =3 V idedlnim pfipadé zareaguji studenti tvrzenim
x=log:2 Vx=—1 podpofenym podobou exponencidly f:y = 9%, Ze
3 Vx € R:9* > 0.

K= {—1; logz 2}
3

c— ]
. 4%ty = 128

53x—2y—3 =1

2c+y) =7
3x—2y—-3=0
2x+2y =7
3x—2y=3

5x=10—>x=2—>}’=% K={[2;%]}




2.2%7Y 4 2%+Y=1 = 20
10.2%7Y71 — 2%y = —22

2a+§=20ﬁ2
2 p=-22
10
4a+ b =40
5a—b=-22

9a=18 »a=2 - b=32

Subst.: 2¥7Y =q

2x+y - b

_ 27V =2 em— x—-y=1
24ty = 2° x+y=5
2x=6 >x=3 > y=2
K ={[3;21}

U logaritmickych rovnic musime pocitat s celou fadou podminek, které musi byt spinény, aby mély rovnice
smysl. Pokud najdeme vSechny podminky, dokazeme je Uplné zpracovat a béhem vypoctli neprovedeme
zadnou neekvivalentni Upravu, pak nemusime pro potencidlni kofeny, které s podminkami nekoliduiji,
provadét zkousku. V opacném pripadé je zkouska nezbytnou soucasti reseni.

[log,(x + 1) = 3|
x+1=23

Podm.:x+1>0

x=7
K = {7}

logi1(2 —x) = -2
2

2= )

Podm.:2—x>0

2—x=4
x=-2

K ={-2}

[log v + 30 + logg v = 1
logg+/(x+30).x =1

(x +30).x = 8 /2ekvivalentnitprave

x> +30x—64=0
(x+32).(x—2)=0
x 2 vx=2
neodpovida
podminkam

Podm.: 1) x+30>0 - x> —-30

2)x>0

K = {2}




[logo{3log,[1 + logs(1 — 2log; x)]} = 0,5 |
3log,[1 + logsz(1 — 2logz x)] = 9%° =3
log,[1 +1logs(1 —2logz x)] =1
1+ logs(1 —2logszx) =2
log;(1 —2logzx) =1

Podm.: x > 0.

DalSich podminek je fada, napf. 1 — 2log; x > 0,
1+ logs(1 —2logzx) >0, ...

Vypocty podminek komplikované — nedoreSime je
a radéji na zavér provedeme zkousku.

1—2logzx=3
logz; x = -1

1
X ==

3

Zkouska: L( ) = logg {3 log, [1 + log; (1 — 2logs %)]} = log9{3 log2[1 + 10g3(1 - 2(—1))]} =

1
3
= logoe{3log,[1 + logs 3]} = loge{3log,[1 +
P(l) =05
3

wory  KSG

3 3

1]} = loge{3log, 2} = loge{3.1} = logy3 = 0,5

log(x + 1) + log(x — 1) — log(x — 2) =log8

lOg (x+1).(x-1) _ lOg 3

xX—=2

x2—-8x+15=0
(x—3).(x—=5=0

Podm.:1) x+1>0 - x> -1

2)x—1>0 »x>1 x> 2

3) x—2>0 »x>2

x=3V x=5 —_ K = {3; 5}

| logs(2x +9) + logs(4 — 3x) =.+ logs (4 + x) |

logs(2x +9) + logs(4 — 3x) =-+ logs(4 + x)

logs(2x + 9). (4 — 3x) = logs 25.(4 + x)
—6x%2 —19x + 36 = 100 + 25x
6x%+44x + 64 =10

3x24+22x4+32=0

—22+1484-384 _ 22410 _ —2

X1,2 =

Podm.: 1) 2x+9>0 —>x>—§
2) 4—3x>0 —>x<§

\3) 4+x>0 —>x>—4/
Y

< 16 - .
6 6 >3<neodpowda podminkam

K ={-2}




1
logx+1

6 —
log x+5 -

Subst.:logx =y

1

6
m+—=1 [.(y+1).(y+5)

y+5
y+5+6y+6=y2+6y+5
y2—y—-6=0
y—-3).0+2)=0
y=3 Vy=-2

Podm.: 1)x >0

2)logx+1+#0->logx # -1 —>x¢1i0

3)logx+5+# 0 —-logx # -5 —>x¢%
Y

Pozor! Na podminky 2), 3) studenti zapominaiji ...

\ J

logx=3 V logx=-2

x=1000 V x = — K=

100

{51000}

100’

3 _ 10
log x +2—10gx2
3.logx+2 =—> Subst.:logx =
Jdogx = 7ozz ubst.:logx =y
10
3.y+2—g/.y
_ 1
3y2+2y—-5=0 - yl‘z=%m=<_§

3

Dlogx=1->x=10

5 _5
2)logx=—2 - x=103=3==

Podm.: 1) x > 0

2)logx #0—-logx # 1,
~

1 1 ¥io _ ¥10 k = {10 310
3105 10.3/102 ¥10 100 ’ 100

logZx —logx*+3 =0

(logx)? —4logx +3 =0
y2—4y+3=0
-DHr-3)=0

1) logx=1-> x=10

V této Uloze je tfeba vénovat velkou pozornost exponentlim — rozlisovat, kdy jde o umocnéni funkce

a kdy o umocnéni jejiho argumentu!!!

Subst.: logx =y

2) logx =3 - x=1000

Podm.: -

K ={10; 1000}




log, %= —5—
823 loga5—1 Podm.: 1)x > 0
x 15 X x X
ngz—@ Subst.: logzz—y Z)nggil —>§\¢/2 - xil@
o X 15 x € (0; ) — {16}
0827 =
4 log2%+ log,271 -1
15
y= y-1-1

y2—2y—-15=0
y—-5.y+3)=0

1)log,5=-3 > 1= >x=3 2log,;=5>3=32-x=128 K={3;128}
x198% = 1000x2 |/ logaritmujeme Podm.: -

log x'°8% = 1og 1000x2

(logx)? =10g 1000 + logx?  Subst.:logx =y
y2—2y—-3=0

=-3).0+1D=0

_ -1 — — (1.
1)logx = -1 > x=- 2)logx =3 — x = 1000 K = {=-;1000 }

2log, x +log zx +logix =9 Podm.: KIEN0

log, X log, X . _
2log, x + log2ﬁ+ 1og2§ = Subst.: log, x =y

2y+%+_11=9

2

3y=9 - y=3 > log,x=3 - x=8 K = {8}

log, 4 + log, x =log, x

a1 Podm.:1) x > 0

082 082X __ . _

oz, x T log, 4 — log, x Subst.:log, x =y Nx %1 _
2 y

T2y /.2y

4+ y? = 2y?

y2=4—) y=42

1) logyx=-2 - x=% 2) log,x=2 - x=4 K={l;4}




loggx +log5x% =1 Podm.: 1) x > 0
logsx + Tog,ox 1 )

2 logs 5—loggx __ . _
10g5x+m—1 Subst.: log5x—y

2 1=y _

vt =1 /.(1+y)

3 2 o

vy +y“+1—-y=1+y

Y +y?=2y=0
yO»*+y-2)=0

y=0V +2).(y—-1)=0
y=0 Vy=-2 Vy=1

1 1
1) logsx=0 - x=1 2) loggx = -2 - X = 3logsx=1 ->x=5 K={E;1;5}

logs x + logg y =g Podm.:1) x >0
log, 3 +1log, 9 =3 2x=1  EICKONE
logsx 4 logsy _ 3 Subst.: logzx =a 3)y >0
logz3  logz9 2
s logo gy=1 KO
3 37 —
logz3  logsy logsy =b
a+ z = a= —b
1,2
2 2
5 tp=3 /B-b.b 1) b=logzy=1- y=3
2b+ 6 —2b =9b — 3b? a=¥=1=log3x—>x=3
b2—-3b+2=0 2) b=logzgy=2-> y=9
3-b 1
b-1).(b—-2)=0 a="=;=logsx > x=13

b=1vb=2 K ={[3; 31,[v3;9]}




logx logy —
2 oo s Podm.: 0
52logx _ 32logy = _g Subst.: 51°8% =g; 31°8¥ =

atbh=4 y>0

a’* —b*=-8
(a+b)(a—b)=-8=4(a—b)=—8 = a—b=-2

at+b=4
a—b=-2
a=1, b=3

508* =1 - Jogx=0 - x=1;

3108y =3 - logy=1 - y=10 K = {[1;10]}

K feseni vyuzivdame zejména = ekvivalentni Upravy nerovnic;
= vlastnosti exponencialnich funkci (zejména monotdénnost —
— pFipomefime: necht f: y = a*. Pak pro [l je iy
pro I / N
= u slozitéjSich nerovnic i substituci.

. 0,01%+3 < /10

10720+3) 1102 U > exponencialni funkce vyuzivana pii veseni je [N
—2x — 63 /.2
—4x—-12<1
_4x < 13 /:(—4)
13 13
x> 7 K = (_T' 00)

1 1
_.4x+1 < — A
. 2x2 64 y

2—x2+2x+2 -2—6 -

—x?%+ 2x + 8o

x2—2x—8>0 \ 4 X
x+2)(x—-4)>0
K = (—0; =2) U (4; =)
2x=3
B0z > 5
2x-3
1. zpGsob (5" Yx—2z >5
3—-2x
SmS
3-2 = F
x—2- e ‘2' X
3-2x - 3 + -
-1>0
x—2

S350 K=(5; 2)

x—=2 3



2.

zpUsob

= -1
1\ x— 1 .z 7 v s viv v ;.
(g) e | (g) - — exponencidlni funkce vyuzivana pri reSeni ]e-

x—2 -1
X3 1<o0
X —2 - E 9 *
<o k=32 __ b—o
n — T+ X
4% 3.2 42<0 Subst.: 2¥ = y; 4% = y?2 A
y
y2—-3y+2<0
(y—D(y—DSO'/////~———___‘\\\\\\\\\s
y E(1; 2)
1 2

y
2% € (1; 2)

\ 2

1

3 4

K =(0; 1)

y-1-y%-2y

>0

+2).(y-1) —

—(y2+y+1) >0
+2).(y-1)

W VYER: Y2 +y+1>0,proto —(y2+y+1)<0

y+2).-D<0 —

y € (—2;1)
2% € (=2;1)

K = (—00;0)




2x—6 —
. log; 2x—1.0 Podm.: 2% >
2x-1
A4 :
3 X+
logi(x? —8x) +2 >0 _ \
. 3 Podm.: x2 — 8x > 0 VW
logi1(x? — 8x) -2 x.(x—8)>0
Gl B (x=8)
2 1\ "2
< - ox H(3)
)
o0 reCmOUEB®) O s
x+1).(x—9)<0
yA

K =(=1;0) U(8;9)




xZ _ 5.40
log,(x? — 5) 1 V5
— e N/
x? — SHll4 i € (—o0; —V6) U (V6: )|
x2-9<0 \ v

(x+3).(x-3)<0

4

. log:logs(x? — 5) [0 Podm.: 1)x2 —5>0
5

¥ € (=20 —V5) U(V5; )|

log,(x? — 5) .G)O

K = (=3;—V6) U(V6;3)

log,o(x2 — 3x) < log,ox + 10855

logo(x? — 3x) Mllogzo 5x [N

x? — 3x5x

x> —8x<0
x.(x—8)<0
x € (0;8)

A

y
L/
owg '

Podm.:1)x?> —3x >0
x.(x—3)>0
| x € (—0;0) U(3; )|

2)x>0
J
%

\

4

K = (3;8)




1-logx . _
2+logx =1 Subst.:logx=1y Podm.: 1)-

V59 2)logx # —2 tuto podminku neni
24y T
-y 1< tfeba podrobné fesit, zohlednime ji pti Feseni
—~_1>
24y -

,hlavni“ nerovnice /
1-y-2-y
—2>0/.(-1
2 /.(-1)

21 <0 - : :
24y o e

+ 2 — +

y=logxe(-2-3)

1 1 10
logx[lli-2 A logxili-; )
-1
1072 <x <1072
100" 10
log,(x +1) > log,,4 16 Podm.:1)x+1>0
lo (x+1)>log;16 Subst.: log,(x +1) = >—1
82 logy (x+1) -+ 1082 y x> -
y> 4 ) x+1+#1
y
. x#0
dE re (Lo~ (0)
y>-4 )
>0
g —— 4 o bt
W 6-2) -~ 5 - 65t ot »
y - -2 4+ 0 - 2z 4+

y € (=2;0) U(2; )
—2<log,(x+1) <0 Vv log,(x+1)>2 0

3
272<x+1<2% v x+1>22 K=(—Z;0)U(3:°°)

3
—Z<x<0 Vv x>3




Zakladni poznatky:

1) Redte v R: a) MA2017: 3.9%-9%=6

2) Reste v R: a) MA 2017: log,3x=6

Typové priklady standardni ndarocnosti

Nasledujici rovnice a nerovnice feste v R.

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

(zjx (EJ _3
25 27 5
4. /25—7x _ \/5'3/43—5)5
52x—3 - 2.5x—2 =3

MA+ 2017: 10g3x+10g3§:10gﬁ3+1

log(x+1) + log(x-1) — log x = log(x+2)

10
log x

log x* +2= 5

1994104x2 —4x+4) — 1

1 3x 1 2x+8
a) (—j <|- b) 4+ <16
6 6

a) log,(3x+2)>0

7

Rozsitujici cviceni

12)

13)

(log., V5 F ~log, 515 +1.25=0

3Iogx+5logy =14
32Iogx_52|ogy =56

b) log,,(—3x+16) <log,,x+1log,,5

C)4%-6.4+8=0

[a) % b) logs10 c) %; 1]

b)logsx+ 2 -log,x—3 =0

[a) 243 b) %; 2]

(2]

[12]

(2]
(9]

(2]

Y10

[10;
100

]
[1; 3]

[a)(8;%), b) (3;0)]

2 -1, .16
[a) (=35, (2; ol
[5;3/5]

[100;10]



