26 Trigonometrie, obecny trojuhelnik — met.

Strucny prehled teorie

Trigonometrie - oblast goniometrie, ktera je vénovana uZiti goniometrickych funkci pfi feSeni tloh o trojuhelnicich
Zakladni vztahy:
Sinovd véta: Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoz strany maji délky a, b, ¢ a jehoZ vnitfni Uhly maji velikost a, B, v,

a b c ) . .
plati: —, neboli a:b:c=sinqa:sn f:smy
sin o smﬁ sin ¥

Kosinovd véta: Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoz strany maji délky a, b, ¢ a jehoz vnitini Uhly maji velikost a, B, v,

plati: c? =a? +b%? - 2ab.cosy
a? = b? + c? — 2bc.cos a
b? = a? + c¢? — 2ac.cos B

Pozn. Kosinovou vétu pouzivdame v pripadé, Ze je trojuhelnik zadan prvky sss nebo sus.

Sinovou vétu pouzivame v ostatnich ptipadech.

Nékteré dalsi zakladni uZitecné vztahy:

Pro kazdy trojuhelnik ABC, jehoZ strany maji délky a, b, c a jehoz vnitini Uhly maji velikost a, B, y, plati:

+ Obsah A ABCje S = \/s. (s—a).(s—b).(s—c) ,kdes = a+;)+c (Heronv vzorec);

K/

+ Obsah A ABCje S = %.ab.siny =%.ac.sinﬁ = %.bc.sina

Nasledujici vzorce jsou uvedeny pouze pro zajimavost jako pfiklad nékolika z velkého mnoZstvi vzorcll z oblasti
goniometrie. Nepatti k zakladnim znalostem, které by mél student gymnazia zvladnout:

R/

¢ vztahy pro vypocet poloméru kruznice opsané r, vepsané p:
abc a b c ab
r = —; r = - = - = - ; r = —
4S 2sina 2sinf 2siny 2v,
S

a
P =7 p=(s—a)tg;}
. L pe T 1 1
< nékteré dalsi vztahy: Vg Vp: Ve = —iv:-
a-B a—f
a-b _ sin—; a+b _ €OS—— .
— = Y T =% (Mollweidovy vzorce)
Cc COSE c smg

4t2 = 2a® 4 2b% —

a-b b tgu
a+B = cotg (tangentova véta)




- Obecny trojuhelnik je jednoznacné zadan tfemi na sobé nezavislymi prvky.

Ucitel by mél vyvolat diskusi o tom, jak pfi daném konkrétnim zadani dlohy na feseni obecného trojuhelniku
rozhodnout, kterd z obou vét se ma pouzit jako prvni (sinova je pro vypocty relativné jednodussi, ale jeji pouZiti
nékdy mulze vést ke dvéma fesSenim):

1. — jeji poutiti je podminéno tim, Ze v trojuhelniku

PF.: Urcete vSechny ostatni zdkladni prvky trojuhelniku ABC:
. Dan AABC: a=6cm,c =7 cm,y = 40° zadani podle véty Ssu ...

a _ ¢ asiny _ 6.sin40°

~0,551 —» a~33°26",
[@ = 33°26", 8 = 106°34",b = 10,4 cm]

sina =

-

sina siny

zadani podle véty usu ..
a b __bsina _ 5.sin110°
sina sinf8 - sinf8 " sin2s°

[a=10cm,B = 28°c =7,1cm]

PDan AABC: b =5cm,a =110%y = 42° ..

dopocitam uhel proti strané b ... § = 28°

~10 cm,

. Dan AABC: a=5cm,b =8 cm,a = 26°55" ... je zadan Uhel proti kratsi strané — Zadnou z vét o

shodnosti trojhelnikii nelze pouzit, [ viz nacrt:

C

a b.sina _ 8.sin26°55’

a

=

~0,724 Této hodnoté funkce sinus

odpovidaji dva thly §; = 46°25"a 8, = 133°35".

= sinf =
sina sin 8 B

Uloha ma tedy dvé feseni: By = 46°25°,¢c; = 10,6 cm,y, = 106°40°
B, = 133°35%, ¢, = 3,7 cm,y, = 19°30°

. Dan AABC: b = 8 cm, a = 30°. Provedte diskusi o poCtu feseni (pripadné vypocitejte velikost

uhlu B), jestlize délka strany a postupné nabyva hodnot z mnoziny {2, 4, 6, 8, 10}.-

a 2cm 4 cm 6 cm 8cm 10 cm
Pocet reseni 0 1 2 1 1
B neexistuje 90° 41°49°; 138°11° 30° 23°35°

2. Kosinovou vétu, ktera je ¢asové trochu naro¢néjsi nez véta sinova, musime pouZit tehdy, jestlize mezi
prvky zadavajicimi obecny trojuhelnik neni Zadnd dvojice strany a Uhlu leZiciho proti ni, to je v pfipadé, Ze
je trojuhelnik zadan prvky sss nebo sus. Pokud jsou splnény podminky pro existenci trojuhelniku
(trojuhelnikova nerovnost v pfipadé sss, velikost zadaného uhlu mensi nez 180° v pfipadé sus), je
trojuhelnik zadan jednoznacné a Uloha ma jediné feseni.



PF.: Dan AABC: a=2cm,b=3cm,c =4cm .. zadanipodle véty sss, splnéna trojuhelnikova

nerovnost ...
a’+b?—c? 2243%2-42 -3 1 ,
c?=a%?+b%?—-2abcosy — cosy= = =—=—- 5 y~ 104°29
2ab 2.2.3 12 4
vy ;v v v v a c . a.sin 2.sin 104°29’
K dalsim vypoctim uz Ize pouzit sinovou vétu: = — sina = Y = ~0,48
Yy

sina siny
V prvnim kroku jsme urcili nejvétsi hel v trojuihelniku (y = 104°29), dhel a uz tedy musi byt ostry:

a = 28°57". Treti Uhel dopocitame: B = 180° — (a + y) = 46°34".
[a = 28°57’, B = 46°34", y = 104°29]

Dan AABC: a=12cm,b =7 cm,c = 4 cm ... neni splnéna trojuhelnikova nerovnost,

trojuhelnik s témito délkami stran heexistuje.

Dan AABC: c =5cm,b =7 cm,a = 29°14° ... zadani podle véty sus, a < 180° ..

a? =b?+c?—2bccosa —» a =+Vb%+c%—2bccosa =49 + 25 — 2.7.5.c0s29°14" ~3,6
Zbyva vypocitat uhly S a y. Pouzijeme uz sinovou vétu. Pfednost ddme vypoctu dhlu y. Lezi proti

v/ v v , a c . csina 5.sin 29°14°
kratsi strané, bude nepochybné ostry: — = — - siny = =
sina siny 3,6

~0,679 -

- y~42°48" - B =180°— (a+y) =107°58". [a = 3,6 cm,y = 42°48", 8 = 107°58"]

Zakladni poznatky:

1) a)MA2016 Svisle rostouci strom je vysoky 39 m. Misto pozorovani P je od paty kmene stromu vzdaleno
101 m a od vrcholu stromu 128 m. Z mista P se strom od paty kmene po jeho vrchol jevi v zorném thlu @ .

Jaka je velikost zorného thlu @ ?
Vysledek zaokrouhlete na celé stupné, tloustku stromu
zanedbdvame.

A) 14°

B) 18°

C)21°

D) 23°

E) 38° [A]

39m

b) MA 2015  Prifadte ke kazdému trojuhelniku (26.1 — 26.3) ur¢enému trojici veli¢in délku strany x (A — E).

26.1 26.2 26.3 @
3cm
5cm 6cm 7 cm
60D
X 30° 120°
X

X
A)x<4cm B)x=4cm C)x=5cm D)x=6cm E) x>6cm [D, C, E]

2) Vtrojuhelniku A ABC dopocditejte velikosti vnitinich Ghll pfipadné velikosti zbyvajicich stran:
a)b=25cm,c= \/5-25 cm, y = 45° (Ssu) [a=48,3cm, a=105° B =30°]

b)a=38cm, b=48 cm, a=37°(ssu) [1. feSeni: B =49°29',y=93°31",c=63 cm
2. teSeni: B =130°31', y=12°29', c=13,6 cm]



Typové priklady standardni ndarocnosti

3) Vtrojuhelniku A ABC dopocitejte velikosti vnitfnich Uhl{ pripadné velikosti zbyvajicich
stran: S=719,76 cm?,a=51,32cm, B = 126°12' [ =32°28"; y=21°20"; b=77,13 cm; c = 34,76 cm]

4) VAABCjeddno:a=4cm;b=6cm;y=60° Vypocitejte: c, a, B, Sa, Sb, Sc, ta, tv, te, Va, Vb, Ve, I, P, Sa.

[2 \/7 cm; 40°54'; 79°6'; 2 cm; 3 cm;+/ 7 cm; 5,3 cm; 3,6 cm;
4,4cm; 5,2cm;3,5cm; 3,9cm; 3,1 cm; 1,4 cm; 10,4 cm]

5) Vlichobézniku ABCD je dano:a=30cm, b =13 cm, c =16 cm, d = 15 cm. Urcete velikosti vnitfnich Ghll a
obsah lichobézniku. [a=53°8", B=67°23",y=112°37', § =126°52",S =276 cm?]

6) Pozorovatel vidi patu véze 69 m vysoké v hloubkovém dhlu a = 30°10' a vrchol véze v hloubkovém uhlu B =
20°50'. Jak vysoko nad horizontalni rovinou, na které stoji véZ, je pozorovatelovo stanovisté?
[200 m]

7) Silu F = 150 N rozloZte na dvé slozky F; a E , které se silou F sviraji hly oo = 25°30" a B = 34°50'.
[74,3N; 98,6 N ]



