32 Posloupnosti a jejich uziti - met.

Strucny prehled teorie

Posloupnost je funkce definovana na mnoziné pfirozenych &isel nebo jeji ¢ésti.
Posloupnost - nekonecnd - ma defini¢ni obor celou mnoZinu N a zapisujeme (a,)n=q1 = (a1, a;,a3,...,ay,...)

- konecnd - ma defini¢ni obor {1, 2, 3, ..., k} a zapisujeme ji (an )k = (a1 ,az,a3,...,ak)

n=l
Funkéni hodnoty posloupnosti se nazyvaji ¢leny posloupnosti;

Funkéni hodnota posloupnosti v bodé ne N se nazyva n-ty ¢len posloupnosti a znaci se an.
ZpUsoby zadani posloupnosti:

o vyétem prvkii .... napt. (2, 4, 6, 8, 10)

00

o vzorcem pro n-ty ¢len .... napf. a, = 3n- 5, (3112 - 5)”:1

o grdficky ... je zadan graf posloupnosti

o rekurentné — je zadan prvni ¢len posloupnosti (pfipadné nékolik prvnich ¢lentd) a dale je zadan predpis (tzv.
rekurentni vzorec) pro vypocet nasledujiciho ¢lenu pomoci ¢lenu predchazejiciho, ptipadné ¢len(
predchazejicich.

Vlastnosti posloupnosti:

o0

Monoténnost: Posloupnost (an) se nazyva

n=1

e rostouci ©®VneN:a,,q1 > a,
e klesajici ©®Vne N:a,,1 <a,
e konstantni ©® Vn€ N:a,,, = a,
e nerostouci & Vn e N:a,,1 <a,
e neklesajici @ vneN:a,,1 = a,

0 sz
Omezenost: Posloupnost (an )n:1 se nazyva

* omezenazdola© 3d € R:(Vn € N:a, = d)
* omezenashorae 3h e R:(Vn€ N:a, < h)
= omezena pravé tehdy, je-li omezend zdola i shora

ARITMETICKA POSLOUPNOST

Posloupnost (an );(;1 se nazyva aritmeticka pravé tehdy, kdy? existuje redlné &islo d€ R, (tzv. diference) tak, 7e pro

kazdé ne N plati: Gn+1=an+d.

Pozn.: 1) Z rekurentniho vzorce plyne, Ze rozdil kazdych dvou po sobé nasledujicich ¢lent je konstantni a
rovna se diferenci d.

2) Pro kazdou trojici @n-1, @, an+1 (n 2 2) po sobé jdoucich ¢len aritmetické posloupnosti plati
An—1tadn4q

a, = >

, tj. prostredni ¢len uvedené trojice je aritmetickym pridmérem svych sousednich

¢lend.



Pro kazdou aritmetickou posloupnost (an )::1 s diferenci de R plati:

1) an=a:+(n—1)d...vzorec pro vypocet libovolného ¢lenu aritmetické posloupnosti pomoci ¢lenu
prvniho

2) ar=as+(r-s)d...vzorec pro vypocet libovolného ¢lenu aritmetické posloupnosti pomoci
libovolného jiného jejiho ¢lenu

n Ly Y , ol e . L .
3) s, ZE(a1 +an) ... vzorec pro vypocet souctu prvnich n ¢len( aritmetické posloupnosti

GEOMETRICKA POSLOUPNOST

Posloupnost (an );(;1 se nazyva geometrické praveé tehdy, kdyZ existuje realné Cislo g € R, (tzv. kvocient) tak, Ze pro
kaidé ne N plati: @p+1=0n. q.

Pozn.: 1) Zrekurentniho vzorce plyne, Ze podil kazdych dvou po sobé nasledujicich ¢len(l je konstantni a
rovna se kvocientu g.

2) V geometrické posloupnosti jsou libovolné trojice po sobé jdoucich ¢lent svazany s geometrickym
pramérem.

Pro kazdou geometrickou posloupnost (an ):;1 s kvocientem g€ R plati:

1) an=az;.q" .. vzorec pro vypocet libovolného &lenu geometrické posloupnosti pomoci élenu
prvniho

2) ar=as.q " *... vzorec pro vypocet libovolného ¢lenu geometrické posloupnosti pomoci libovolného
jiného clenu

n

T - Vzorec pro vypocet souctu prvnich n ¢lent geometrické posloupnosti, jejiz kvocient

3) Sn=a1q

1.
g:kud ma geometricka posloupnost kvocient g = 1, pak je konstantni a soucet jejich prvnich n ¢len(
se uréi jednoduse s, =n. a;.
UZiti geometrickych posloupnosti:
- finan¢ni matematika, nap¥. uroceni vkladu, splaceni dluhd, ...
- demografické Uudaje, napf. vyvoj poctu obyvatel v case, ...
- fyzikalni ulohy, napf. pohlcovani elektromagnetického zareni prekazkami, ...

- chemické ulohy, napf. polocasy premény ...




Met.:

V prvnich hodinach by mél ucitel velmi disledné obracet pozornost studentll na to, Ze posloupnosti,

v souladu s jejich definici, nepfedstavuji nic jiného nez funkce. S funkcemi obecné, konkrétnimi typy funkci,
vlastnostmi a uZitim funkci byli studenti ddkladné seznameni dfive. Pokud tedy pljde o obecny pohled,
nepredstavuji posloupnosti vyslovené zcela novou latku, naopak, uditel se mlze pfi probirani tématu ¢asto
vyznamné odkazovat na dfive ziskané znalosti o funkcich.

Zatimco definiénim oborem funkce obecné muize byt mnoZina realnych cisel nebo jakakoliv podmnozZina R,
defini¢nim oborem posloupnosti mlze byt pouze mnoZina viech pfirozenych ¢isel N nebo jeji podmnozina
{1,2,3,...,n}. Tato skute€nost, tedy relativni jednoduchost defini¢niho oboru, vede k nékterym
zjednodusenim v zapisech a ke specifickym zplsoblm prace s posloupnostmi.

Srovnej:
Funkce (obecné): Posloupnosti (,,specidlni“ funkce):
fiy=fw (a)r=1 = (fm), _,
f= {[x; Yl €RXR;x €ED(pyny = f(x)} (an)i=1 = {[n;an] € NxR;n € NAay, = fi}
X ©co
Pr.fry==—1 f.: © =(z=-
fiy Pr.: (ap)ney = (2 1)n:1

2
y
[ ]
f T, o °
1] 12 —
3 X -4 2 3 4 X
-1

v
v

Graf funkce muze byt souvisla &ara. Graf posloupnosti je vidy mnozina izolovanych bodd.
4 —3] [—7- — RS I et -1 1 3
N B (@i = (0515 )

Zapisy prvkd funkci jsou evidentné postavené na souvislosti argumentu x a jeho funkcni hodnoty y = fi, .
Cleny posloupnosti viak predstavuji jednotliva &isla, jejich? vztah k argumentu je na prvni pohled skryty.
Je tfeba si uvédomit a studentlim zdiraznit, Ze argumentem kazdého clenu posloupnosti je index ¢lenu

o N . y -1 3
znamenajici zaroven poradi ¢lenu v posloupnosti (napf. a; = > ag = > ).

clen posloupnosti =

= funkéni hodnota

Prvnimi Ulohami, které by se méli studenti naucit resit, jsou ulohy
na prechod od libovolného zplisobu zadani posloupnosti k libovolnému jinému zpUsobu;
.na urcovani vlastnosti posloupnosti (véetné diikazu, Ze posloupnost ur¢enou vlastnost ma).

Posloupnost je zadana uvedenim nékolika prvnich ¢lend. Zadejte ji n-tym ¢lenem.

1. Dano: (a,)y=y = (—Tz; _?1; 0; %; %; g; ) Re3.: (a,)m=y = (Z—;z)nzl
2.Dano: (a)me1=(—1;1; =1;1; —1;...). Red.: (@)%~ = (D™,
3.Ddno: (ap)mer =1 -1 —1;1; —1;..) . Re3.: (a,)v=; = ((—D)™Hr_,
4.Dano: (ay)v-; = (1; —4;9; —16;25; —36;...). Red.: (ay,)s=; = (M2 (-,




Posloupnost je zadana n-tym clenem. Zadejte ji rekurentné.

7 n ”
Dano: (ay)n=1 = (_)n—1 '

n+1
X v oy n n+1 v, o . ’ v
Res.: ZapisSeme |a, = e (S T P¥i hleddni rekurentniho vzorce lze vyuZit
, Z n+1 n (n+1)?-n.(n+2) n?+2n+1-n?-2n 1
e budirozdill |a —apl=———-—= = =
L T nt2 on+t (n+2)(n+1) (n+2)(n+1) (n+2)(n+1)

, ., 1 1
a pak rekurentni zadani bude | a =a,+——; a4 ==
P nt1 = I T e - T

’

- iz 1)? v i ; (o
o nebo[podil| | &t |= 2 — (*1)_ "\ tomto pFipadé bude rekurentni zadani vypadat

an o n.(n+2)

(n+1)? 1
takto: a =a,. poa =-=|.
n+1 n n.(n+2) ’ 1 2

Posloupnost je zadana rekurentné. Vypocitejte prvnich Sest ¢lend posloupnosti, odhadnéte vzorec
pro n-ty ¢len a dokazte jeho spravnost: a,=1, a,=3; a,=4a,_1—3a,_, .
Res.: Prvni krok — vypocet ¢lend:

as =4a, —3a; =43-3.1=09,

a, = 4a; —3a, =4.9—-3.3 =27,

as = 4a, — 3a3; = 4.27 — 3.9 = 81,

ag = 4as — 3a, = 4.81 —3.27 = 243

Druhy krok — odhad vzorce pro n-ty ¢lenu:

Zda se, Ze plati:

Treti krok — dikaz spravnosti vzorce pro n-ty clen:
a,=37"1=3°=1  plati;
a,=3>"1=31=3 platj;
rekurentni vzorec (pron = 3): L) = p = 3n-1
(a1 =3"?app =3"3); Py = 4ay_1 —3a,_, =4.3""2-3.3"3 =

=4,3"2 3772 =3""2 (4—-1)=3"23 =301
Plati: L(n) = P(n) cbd.

(a)e-1 = (1;3;9;27;81;243; ...)

n+4
Re$.: O typu monoténnosti rozhoduje vztah mezi libovolnym &lenem posloupnosti a,, a ¢lenem
bezprostiedné za nim nasledujicim a,, ;1 (viz definice v teorii).

a = o+l a — 2 Vypocitame rozdil a a, =
n = 4 9n+1 = 0 yp n+1 n —

N . . e e . . 1\
B P zjistéte, zda je dand posloupnost monotonni. Své tvrzeni dokazte:  (ay)n=q = (n+ ) .
n=1

n+2 n+1 3

s s e s O
Jestlize je evidentné rozdil kazdého nasledujiciho a jemu bezprostifedné predchazejiciho
¢lenu vzdy kladny, znamena to, Ze kazdy nasledujici ¢len je vétsi nez jemu predchazejici. A to
znameng, Ze je posloupnost rostouci. Chd.

— . . . . , “ m+1\%
-Zjlstete, zda je dand posloupnost omezena. Své tvrzeni dokazte: (a)p=1 = (n+2 ) .
n=1
Res.: Posloupnost je omezens, je-li omezend zdola i shora.

, v, 4n+1
Omezenost zdola: dolni mez d uréime snadno: s > 0. Proto -

Omezenost shora: horni mez h se pokusime odhadnout dosazenim ,velkého” (a pro vypocet

. . " . . 4001 ” ey .
jednoduchého) isla za n. Nap¥. pro n=1000 je a,, = To02" Toto &islo se blizi ¢tyfem, je

nepatrné mensi. Zkusime tedy zvolit h = 4. Ovétime: 4:1:21 <4 /(n+2)

in+1<4n+ 8

1< 8 Plati Proto-.

Posloupnost je omezend zdola i shora, je tedy - Cbd.




Jakmile se studenti sezndmi obecné s posloupnostmi a s jejich zakladnimi vlastnostmi, je ¢as prejit k probirani
konkrétnich typl posloupnosti — aritmetické a geometrické.

Autofi u€ebnic i sbirek uloh z matematiky pristupuji k probirani aritmetické a geometrické posloupnosti
dvéma riznymi zpUsoby:

* jedni pracuji s obéma soubézné a pti probirdni je porovnavaji;

» druzi nejprve probiraji aritmetickou posloupnost, pozdéji posloupnost geometrickou.

Je samozifejmé na uciteli, ktera z obou moznosti mu vyhovuje vic a kterou pfi své pedagogické praci pouzije.
Zkusenosti ukazuji, Ze studentim vice vyhovuje mozZnost druhd, kdy pracuji nejprve s relativné jednodussi
aritmetickou posloupnosti, pozdéji pak s posloupnosti geometrickou a na zavér s obéma.

Pozn.: Ucitel mGze studentdim doporucit, aby si zvykli k Uvodu fe$ené ulohy poznacit AP, GP,
pripadné AP i GP podle toho, které z obou posloupnosti se fesena tloha tyka. Dlivodem
tohoto doporuceni je skuteénost, Zze studenti obc¢as posloupnosti zameéni. Vzhledem k tomu,
Ze zadani byvaji zpravidla ,,Sita na miru“ danému typu posloupnosti, zaménou si mohou
studenti feseni bud' pfrilis zkomplikovat nebo naopak pfilis zjednodusit. Vyrazné oznaceni
typu posloupnosti miZe pomoci pravdépodobnost uvedené moznosti zamény zmensit.

Aritmeticka posloupnost:

PF.1: Varitmetické posloupnosti plati: a;tag+ag=171
as —az—Aa; = 2.
a) Urcete tuto posloupnost.
b) Vypocitejte, kolik jejich ¢lent dava soucet 182.

Res.: a)V zadanije soustava dvou rovnic o $esti neznamych. Pokud kazdy ¢len posloupnosti vyjadiime
pomoci prvniho a diference, zmensime pocet neznamych nadvé: a, =a; +(n—1).d
a;+a,+3d+a, +5d=71
a; +4d —(a; +2d)—(a; +d) =2

3a;, +8d =71
-1 +d=2 - d=a;+2

3a1 + 8(a1 + 2) =71

11a1:55, a1=5; d=7
b)n-? ..s, =182

sn=c(@tay) - 182=2.5+5+(1n-1.7)
7m?+3n—-364=0

—3+1/9+4.7364 _ —3+y10201 _ —3+101 —c 752
14 14 14 -5 <0 nelze

Niz =

n=7.

y Y , sy . . C Sur . 3
Pr.2:  Urcete prvni kladny ¢len aritmetické posloupnosti, jejiz prvni ¢len je a; = —47 a diference d = .

Res.. n-? a,>0
an=a1+(n—1).d=—47+(n—1).§=—47,6+0,6n>0

6n > 476 - n

Sy 3 _ -235+237 _ 2
Hledany ¢len je agy = —47 + 79.; =— =3 agg =




Pf.3: Reste rovnici s nezndmou x € N: 1+6+11+16+21+4+:-+x=970.

Red.:  Leva strana rovnice predstavuje soucet prvnich n €lend aritmetické posloupnosti, jejiz prvni ¢len je
a,=1ad=5.

=a1+(n—1).d a,=1+n—-1).5=5n—4;
Sp = % (a; + a,); Rovnice: 970 = g (1+5n—-4) = g (5n—13)
5n2 —3n—1940 =0
_ 3+v/9+4.5.1940 _ 3+v/38809 _ 34197 e 20
12— 10 - 10 10 =194 < 0 nelze
x:a20:1+19.5:96

Pf.4: Reste nerovnici s nezndmou x € N: 15+10+5+0—-5—-+—x < -100.
9

Res.:  Leva strana nerovnice predstavuje@oucet prvnich n ¢len( aritmetické posloupnosti, jejiz prvni ¢len je
a; =15 ad=-5.
Pfi takto zadané uloze je tfeba dat velky pozor na souvislost nezndmé x a €lenu a,,. Tyto dvé hodnoty
se v predchazejici uloze sobé rovnaly. V této uloze vsak plati a,, = —x, neboli. Pokud
bychom si to neuvédomili, nemlzZeme ulohu doresit spravné.
a,=a;+(n—-1).d=15+n—-1).(-5) =20—-5n;
Sp = g (a; + a,); Nerovnice: % (15420 —-5n) < —100
—5n? +35n < —200
n>—7n—-40>0 ﬂ‘

_ 74209 741446 e 10,73 Y
Mz =" 2~ -373
n €{11;12;13;...}
7 ++/209
x=—-a,=—(20-5n)=5n-20 =
n=—(

n=>11 - x=>511-20=35 7 - 209
x € {35;36;37; ...}

11 12 13....

Geometricka posloupnost:

PF.1: V geometrické posloupnosti plati: a, +az =60
a, + a4, =252 . Urcete tuto posloupnost.

Red.: Vzadani je soustava dvou rovnic o ¢tyfech neznamych. Pokud kazdy ¢len posloupnosti vyjadfime
pomoci prvniho a kvocientu, zmensime polet neznamych na dvé: a, = a;.q" %

a,.q +a,.q> =60
‘ a, +a;.q3 = 252
a;.q.(1+q) =60
a,.(1+¢q)3 =252

a;.q.(1+q) =160 - al.(1+q)=%

a;.(14+q).(1—q+q? =252

‘;—".(1 —q+q%) =252/:12

92}

2 1. teSeni: @3 =2, g, =5
_ — = 1
50° =26 +5=0 - q,=<1 2. FeSeni: a; =250, q; =§

(421




Pf.3:

¢
10}

(213

V dané geometrické posloupnosti plati: ag = 2,a,7 = 32. Urlete soucet prvnich deseti ¢lend této
posloupnosti.

a10 :a6-q4
gt =2=16

ae

q=1V16 = £2

2 1

a
1) q=—2.Paka1=q—:=(_2)5——E;

q°-1_ 1 (=2)'"-1 1023 341
g—1 16" -2—-1 48 16

S10 = Q1.

- =% _2_1.
2) q—Z.Pakal—qs—zs—lé,
q°°-1 1 2'°-1 11023

g—1 16" 2—-1 16

S10 = 4q.-

Pozn.: V této uloze (a v Ulohach ji podobnych) se studenti ¢asto dopoustéji nasledujicich chyb:

e Zakofen rovnice q* = 16 povaZuji pouze &islo 2 a zapominaji na kofen —2.

e  Pokud zjisti spravné, Ze ¢ = £2 a provedou nejprve vypocet napf. proqg = —2
(najdou tedy a; = —1—16 asi = %) , pak se mnozi vzapéti dopusti zbrklé a chybné
uvahy, Ze vypocet pro g = 2 neni tfeba provadét, protoze kdyzZ jsou opac¢né hodnoty
kvocientu, bude i vysledny soucet pro g = 2 opacnym ¢islem k souctu pro g = —2.
A to samoziejmé neni pravda.

V sedmiclenné geometrické posloupnosti je soucet prvnich tti ¢lenli roven 26 a soucet poslednich tfi
¢lenl je roven 2106. Urcete tuto posloupnost.

a a a a a a a
\1 2 3/ 4 \5 6 7/

% %
51_3 = 26 55_7 = 2106
3_1 3_1 3_1
S1-3 = Q4 qq—l Sg_7 = As. a-1 = al.q4.z_1
s LN
B = 2106
q* =81
q=13
1) q=3.Pak a2 —==26 - ay=2. 1.tedeni: @y =2, ¢=3
2) q=-3.Pak al.__237__11 =26 - a;= ? : 2.feSeni: a; = 2—76, q=-3

Reéte rovnici s nezndmoux € N:  x+=+>+--+— =8188.
2 4 1024

Levou stranu rovnice tvofi soucet prvnich jedendacti ¢lenli geometrické posloupnosti, jejiz prvni ¢len

1711
=) -1
a; = x akvocientq = % Rovnice: x. —(22_1 = 8188;
2047
x5 =8188 - x. - =8188/:4094 - x——=2 - x=~4096

2




Pr.5:

R

e

S.:

Reste nerovnici s nezndmou x € N: 24204 --+2.10* < 10°.

Levou stranu nerovnice tvori soucet prvnich jedenacti ¢lend geometrické posloupnosti, jejiz prvni

10x+1_1
< 10°
10—-1

10°+1 -1 < ; 106
10°*1 < 4500 001

Clenjea; = 2 akvocient g =10.  Nerovnice: 2.

ProtoZe 10° = 1 000 000,ale 107 = 10 000 000, musibytx + 1 < 6,tedyx < 5.

Vzhledem k definiénimu oboru nerovnice plati:  x € {1;2; 3;4; 5} .

Pf.6:

¢

(213

Rozhodnéte, zda je danda posloupnost aritmeticka nebo geometricka:

o)

At¢n-0) 5 B @MFIR, 9 (DS
n=1

* Posloupnost je , pokud libovolného jejiho ¢lenu (kromé ¢lenu prvniho) a ¢lenu
jemu bezprostfedné predchazejiciho je .

* Posloupnost je geometricka, pokud podil libovolného jejiho ¢lenu (kromé ¢lenu prvniho) a ¢lenu
jemu bezprostfedné predchazejiciho je konstantni.

¢ Pokud rozdil ani podil libovolného ¢lenu posloupnosti (kromé ¢lenu prvniho) a ¢lenu jemu
bezprostfedné predchazejiciho neni konstantni, nemuze byt posloupnost ani aritmeticka, ani
geometricka.

a) a, = § (4n — 1) ... libovolny ¢len dané posloupnosti,

Apyq = % 4n+1)-1)= § (4n + 3) ... ¢len za nim bezprostfedné nasleduijici.

= é (4n+3) — % (4n—-1) = ; .Jdeo posloupnost.

b) a,, = 2272",3373" _ libovolny &len dané posloupnosti,

Apyq = 2272041 33-3(n+1) — 9—2n 3-3n  ¢len za nim bezprostfedné nésledujici.

2—271..3—311 1

n An+1 _ _ _ 1 N
Podil w, — 72mngin 3238 108 konstanta. Jde o geometrickou posloupnost.

c)a, = (n+ 1).5™ ... libovolny ¢len dané posloupnosti,
a1 = ((m+ 1) +1).5™1 = (n 4 2).5.5" ... &len za nim bezprostfedné nasledujici.
Rozdila,,; —a, =(n+2).5.5"—(n+1).5"=5"[5.(n+2)—(n+1)] =5"(4n+9)
evidentné zavisi na n, nepredstavuje tedy konstantu. Posloupnost proto neni aritmeticka.

aa n+2).5.5" 5n+10 vy s . s , PR
Podil Z“ = ((n+i) el . rovneZ zavisi na n, neni konstantou, posloupnost proto neni ani
n .

geometricka.

PF.7: Tti Cisla tvofi tfi po sobé nasledujici ¢leny aritmetické posloupnosti a soucet jejich druhych mocnin

je 126. Jestlize prvni Cislo zmensime tfikrat, druhé Cislo nechame a treti Cislo zvétSime Ctyfikrat,

dostaneme tfi po sobé jdouci ¢leny geometrické posloupnosti. Uréete tuto trojici Cisel.



Res.:

Pro feSeni ulohy je dllezZité rozmyslet si zplsob zapisu Cisel, s nimiz mame pracovat. Vyhodné je

napft. AP .. ap=x-d, a,=x, Anyr =x+d.
Plati: (x —d)? +x%2+ (x +d)?> =126

3x% 4 2d* = 126

x—d

GP bk—l = T , bk =X, bk+1 =4, (X' + d)

bi _ Dk+1
by-1 by

bkz = by_1-bi41

x2 =$.4.(x+d) =§.(x2 —d?) /3

Plati:

4d? = x2
3x2 + "7 =126
7x% =252
x? =36
x =16 d=413
1. teSeni: =9, —6, —3;
2. feSeni: =3, —6, —9;
3. freseni: 3, 6, 9;
4. feSeni: 9 6 3

Pr.8:

Res.:

Pf.9:

Za kolik let klesne cena stroje na desetinu plvodni hodnoty, klesa-li kazdoro¢né o 20 %?

Co ... pavodni cena stroje;

100
Cy=C——-C = C1.0,8 = (,.0,8?
Cs = Cy.0,8
C, = C,.0,8 =(,.0,8"/:C,

10

0,1=0,8"
log0,1 = n.log0,8
n~10 let

Pocatkem roku uloZil pan Novak do banky 100 000,- K¢. Vklad je urocen p =5 % rocné.

a) Kolik korun bude mit na vkladovém Uctu za jeden rok, jestlize dan z Urokl neuvazujeme?

b) Kolik korun bude mit na vkladovém Gctu za jeden rok, jestlize dan z Urok( je d = 15 %?

c) Kolik korun bude mit na vkladovém uctu za deset let, jestliZze dan z Urokd neuvazujeme?

d) Kolik korun bude mit na vkladovém Uctu za deset let, jestlize dan z Grok( je 15 %?

e) Kolik korun bude mit na vkladovém Gctu za deset let, jestlize dan z Grokd je 15 % a jestlize
pocinaje od druhého roku bude pan Novak kazdého 1. ledna ukladat na ucet P, = 20 000,- K¢?



Red.: P, ... pocatedni vklad;

‘ a) na konci 1. roku... Py = Py + Py.—= = Po. (14 2E) = 100 000. (1 + =) = 100 000.1,05 =

100
= 105 000. —K¢&;
b) na konci 1. roku ..Pyg = Py + Po. o — Po. .= = [P, (14 B = B — 100 000.1,0425 =
= 104 250, —K¢;
c) nakonci 1. roku ... P; = P,. (1 + %);

na konci 2. roku ... P, = P;. (1 + %) = P,. (1 + L)Z; ......

10
na konci 10. roku ... Pig = Py. (1 +=2=) | = 100 000.1,05'°~100 000.1,62889~163 000, —K&;

100
d) nakoncil.roku.. P4z =P, (1 + % - 1:'06;0) ;
. Y4 p.d 10 10
na konci 10. roku ... Proq = Po (1 + 2= = =E2)™ = 100 000.1,0425'°~100 000.1,51621~
~152 000, —K&;
e) nakoncil.roku ... P4 = P,. (1 + % - 1:'&0);

. d d \?
na konci 2. roku ... P,g = (P14 + B,). (1 + % - 1:000) = P,. (1 + % - 15000) +

p _ _pd )
+P”'(1+100 10 000/’

. d d 3
na konci 3. roku ... P3g = (Pq + PB,). (1 + % - 1:000) = P,. (1 + % - 15000) +

p p.d )2 ( p p.d )
+h. (1 + 100 10000 t+h.(1+ 100 10000/’
. p pd \* p pd \3

na konci 4. roku ... Pyq = Py. (1 700 " To 000) + P, (1 700 " Tooos) T
» _ _pd )2 ( » _ _pd )
+h. (1 + 100 10000 t+h.(1+ 100 10000/’

. p p.d \1° p p.d \°
na konci 10. roku ... Pygq = Py. (1 + T00 " 10000 000) + P,. (1 + T00 " 10000 000) +

+P,,.(1+L—ﬂ)8+---+Pv.(1+l— pd )2+Pv.(1+l—ﬂ)=

100 10 000 100 10 000 100 10 000
_ » _ _pd ) ? _ _pd Y 2 _ _pd )
= Po. (1 i 100 10 ooo) G [(1 + 100 10 ooo) + (1 + 100 10 ooo) +
D p.d 7 D p.d 2 D p.d _
+(1+ﬁ_10000) + +(1+W_1oooo) +(1+E_1oooo)]_

_P‘)'(1+100 10000) +P"'[

N\ J
Y
Soucet prvnich deviti ¢lent geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem
d . d
a1=1+l— L askvouentemq=1+i— L
100 10000 100 10000

Konkrétné: P, = 100 000.1,0425° + 20 000. (0225 N0225 SN0 2255 8
ESI0Z25EENN0A25) ~ 100 000.1,516 + 20 000._ ~

~ 151600 + 20 000.11,146 = 151 600 + 222 920 = 374520, —K¢




Zakladni poznatky:

1)

2)

3)

2

b

Je dana posloupnost:1; ;...Vyjadrete ji vzorcem pro n-ty ¢len a rekurentné.

111

2 34
1 n

[a,=—;neN; alzl;a“l:an-—l;neN]

n n+

(n+1)

. , , 1 v T
Posloupnost je zadana rekurentné: a, = —;a,,, =a, - . Urcete nékolik jejich ¢lenl a
2 n(n+2)

4 n
3=, = ]
5 n+1

zadejte ji vzorcem pro n-ty ¢len. [

slw

2.
739

N | =

a) Prvni ¢len aritmetické posloupnosti je 2 a diference 3. Urcete prvnich pét ¢lenl
posloupnosti, clen sedmdesaty a soucet prvnich 70 ¢lend.
[2;5;8; 11; 14, 209, 7385]
b) Prvni ¢len geometrické posloupnosti je 2 a kvocient 3. Uréete prvnich pét ¢lent
posloupnosti, ¢len desaty a soucet prvnich 10 ¢len(.
[2; 6; 18; 54; 162, 39366, 59048]

Typové priklady standardni narocnosti

4)

5)

6)

7)

8)

9)

a) Dokazte, Ze je posloupnost z ptikladu 1) klesajici.
b) Dokazte, Ze je posloupnost z pfikladu 2) omezena.

MA Jaro 2016 V aritmetické posloupnosti plati: a,, = 5_0% , n € N.Jaka je diference

posloupnosti? a) 12,5 b) -5 c)5 d)-12,5 e) -25 [e]

MA Podzim 2016 Je dano pét po sobé jdoucich ¢lenl aritmetické posloupnosti: 4, x, vy, z, -8.
Ktera hodnota vyjadfuje soucet x+y+z ?
a)-2 b) -3 c)-4 d) -6 e) Zaddna z uvedenych [d]

V geometrické posloupnosti je ¢len a, =\/§ a das :2\/5. Urcete tuto posloupnost.

[q, =§;q=\/§ nebogq, =§;q=—\/§]

a) V aritmetické posloupnosti je soucet tretiho a sedmého ¢lenu 46 a podil druhého a
b 2 y
Sestého ¢lenu ; . Urcete tuto posloupnost. [a1=3,d=5]

b) Geometricka posloupnost ma 4 ¢leny. Soucet krajnich je 56, soucet vnitfnich je 24.
Urcete tuto posloupnost. [a1=2,q9=3 nebo a1 =54, qg=1/3]

MA + 2017 Posloupnost obsahuje n po sobé jdoucich celych Cisel a1, ay, ..., an, z nichz
nejmensi je a1. Plati:a1+az+...+an=n,kden € N.

1) Pro n = 15 vypoctéte ai.

2) Urcete n, jestlize a1 = -20.

3) Vyjadrete a1 v zavislosti na n a uvedte mnozinu vsech n, pro néz dana posloupnost existuje.

[-6,43,a, = ?’_Tn ,n je liché]



10) Roc¢ni objem vyroby podniku je 50 milion0 K¢. Jaky ro¢ni objem vyroby lze ocekavat za 5 let pfi
10% pfrirGstku rocné? [80,53 milionu]

11) Kolik sklenénych desek pohlcujicich 5 % svétla musime dat na sebe, aby intenzita svétla klesla
na polovinu? [14]

12) Dvacetilety kufdk utrati za cigarety rocné 17 700 K¢, coz odpovidd 10 cigaretam za den, pfi

cené 97 K¢ za krabicku cigaret.

a) Castku 17 700 K¢ uloZi za¢atkem roku 2020 na terminovany Uéet s roéni Grokovou mirou
3 procenta. Dan z Uroku je 15 procent. Kolik bude mit naspofeno na konci roku 20707

b) Castku 17 700 K& uloZi za¢atkem roku 2020 na terminovany Ucet s ro¢ni Urokovou mirou
3 procenta, pricemz stejnou ¢astku bude uklddat vzdy na zacatku kazdého urokovaciho
obdobi. Dan z uroku je 15 procent. Kolik bude mit nasporeno na konci roku 20707

[63 928 K¢, 1 876 797 KE]

Rozsitujici cviceni
13) Pan Stary ma pujcku 300 000 K¢ na ro¢ni urok 4 %. Jak velkd musi byt kazdoroéni splatka dluhu
koncem roku, chce-li pan Stary splatit dluh za 5 let? [67 388 K(]



