33 Limita posloupnosti, nekone¢né rady — met.

Strucny prehled teorie

Posloupnost (@, )”

n=1

ma vlastni limitu a € R praveé tehdy, kdyz ke kazdému € > 0 existuje no € R tak, Ze pro vSechna

n=n,, kdeneN plati: |an —a|< €. PiSeme pak: lima, =a.
Tudiz: lim a, =a & (Ve > 0)(3n, € R)(Vn > ny, kden € N: |a, —a| < ¢)
n—-oo

> Posloupnost, jeji? limitou je realné &islo a, se nazyva konvergentni. (Rikdme také, e posloupnost konverguje
k ¢islua.)

» Posloupnost, kterd nema limitu nebo jejiz limita je rovna teo, se nazyva divergentni.

» Kazda posloupnost mdze mit nejvyse jednu limitu.

Pozn.: a) Kazda konstantni posloupnost (an );O:l = (c)::l je konvergentnialimc = c.

n—»0
b) Kazda neklesajici shora omezena posloupnost je konvergentni.
Kazda nerostouci zdola omezend posloupnost je konvergentni.

c) Kazda konvergentni posloupnost je shora i zdola omezena.
I10Obrdcend véta neplati ... viz napf. posloupnost (a,;)n=1 = (—=1)"!!

Véty o limitach

0

Necht (an)

Necht je ddna konstanta ceR.

n=1

a (bn )nw:l jsou konvergentni posloupnosti s limitami lima,- = a, limb,- = b, kde a, beR.
n—oo

n—eo

Pak plati: 1. Posloupnosti (@, & by)n=1, (@n-bp)n=1, (Z—”) prob # 0 a (c.a,)n=1 jsou rovnéz
n’n=1

konvergentni.

2. Limity uvedenych posloupnosti se urci takto:

e [lim(a,£b,)=1lima, +limb, =a+b

n—>x0 n— n—>0

e [fm(a,. b,)=1lma, Gimb, =a.b

Hn—>0 n—>0 Nn—>0

lima,
e |[lim—"="2>—=— prob=0
noop o limb, b
e |lim(c.a,)=c.lima, =c.a

n—>0 n—>0

Pozn.: 1) lime =c 2) liml =0

n—o0 n—>0 n



Nekonecné rady

Nekonecna fada vznikne z nekonecné posloupnosti vloZzenim znamének + mezi vSechny ¢leny posloupnosti.

Tedy: Nekoneéna posloupnost ..... (a,)”, = (al,a2 ,a3,...,an,...)

n=l
o0
Nekonecna fada ............... Zan = a1+02+03+..+0n+...
n=1
Nabizi se otazka, zda a za jakych podminek ma smysl uvazovat o sou¢tu nekonecné rady.
Vytvofme (pro danou nekonecnou fadu) tzv. posloupnost cdstecnych souctii (s,,)p=1= (S1, S2,--., Sn, ...):
S1=0;1
S»=0a;+az
S3=0a;+0ay+ 03
Sh=a:+0ax+asz+as+ ... +0a,
Pokud existuje vlastni limita s této posloupnosti castecnych souctl pfin — oo, tedy pokud lims, = s, pak fikame,
n—ooeco

Ze je nekonecna fada ):,—; a,, konvergentni, pisSeme .7, a, = s.

Je-li navic nekonecna rfada geometricka, tedyZan :zal.q"—l , pak je konvergentni pravé tehdy, kdyz plati:
n=1

n=1

|g| < 1. Pak se soucet této rady vypocitd podle jednoduchého vzorce |s = 1a_—1q .

e . n-1 . a.qt . a a
s = lima;. 1= = im 2% — [im 2 = 2L
n—oo q- n—eo q—1 n-oeeq—-1 1-q

H_J
konvrguje, a

to k nule,
pouze pro

lql < 1




Met.: Limita posloupnosti
S terminem ,limita“” se studenti setkavaji poprvé. Jde o zcela novy pojem, ktery od studentl vyZzaduje

znacnou davku abstrakce a nového zplsobu predstav a mysleni. Ucitel by se mél postarat, aby co nejdrive
dosahl u studentl za pomoci obrazki a nacrtd intuitivniho pochopeni vyznamu limity posloupnosti.

1. Posloupnost ma vlastni limitu 4, kde @ je konkrétni realné Cislo, jestlize se vSechny ¢leny posloupnosti

(ap)p=1 S rostoucim n neomezené blizko blizi k @.
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2. Posloupnost ma nevlastni limitu 4o, 3. Posloupnost ma nevlastni limitu —co,
jestlize hodnoty vsech ¢lend posloupnosti jestlize hodnoty vsech ¢lend posloupnosti
(ap)m=1 s rostoucim n rostou nade (ay)m=1 s rostoucim n klesaji pod vsechny
véechny meze. meze.
[ ]
A yA * (an)n=1
YT (ay e
n/n=1 ! ; °
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4. Posloupnost nema limitu, jestlize pro ¢leny posloupnosti neplati Zzadny z dfive popsanych zp(sob(

chovani.
A A
y y oo
@(an)n=1

) L4 14 o

2 1 4 6 > ° ° o

1 3 5 7 X i
@ o Ty iﬁn
1 2 3 4 5 6 7 8 X

> Posloupnost, jejiZ limitou je redlné &islo a, se nazyva konvergentni. (Rikdme také, 7e posloupnost
konverguje k ¢islu a.)

> Posloupnost, kterd nema limitu nebo jejiz limita je rovna o, se nazyva divergentni.



Definice: Posloupnost (an ):0:1 ma vlastni limitu a € R praveé tehdy, kdyz ke kazdému & > 0 existuje no € R tak,

Ze pro viechna n>n,, kde neN plati: |an —a | < €. Piseme pak: lima, =a.

n—>0

Je velice dulezité, aby studenti pochopili, co je v definici sdéleno: at si zvolime jakékoliv (tedy i jakkoliv
malé) kladné &, vidy k nému najdeme ,,prvni“ ¢len, tj. clen s nejmensim indexem, pocinaje od kterého
vSechny dalsi ¢leny (s vétSim indexem) se svoji hodnotou lisi od limity @ méné neZ o &. K vizualizaci Ize
vyuZit néktery z prvnich t¥i vySe zobrazenych grafti posloupnosti (viz nasledujici obrazek).

lim a, =a & (Ve > 0)(Any € R)(Vn > ny,kden € N: |a,, —a| < €)

n—oo
Ay [E—— ——
£ &1 &2
|} e
a
Nl R
O e e
° ® . &, hodnota viech ¢len( pocinaje od
(] ; 3
(@) o ¢ | i R
n/n=1 ° i § devatého se od a liSi méné neZ o &;
° o
° &,: hodnota viech &lend poéinaje od
: > tfindctého se od a li§i méné neZ o ¢,
123 9 13 X

Vypocty limit posloupnosti nebudou pro studenty pravé snadnou zalezitosti. Pro zvladnuti a hlavné dobré
pochopeni zplsobl vypoctl vétsiho mnozstvi typd limit by mél ucitel nyni zaradit nékteré zakladni dlikazové
ulohy. Samoziejmé pritom muze zvazit své ¢asové moznosti a také Uroven tridy (v lepsich tfidach provést
dlikazy, ve slabSich m(ze jen konstatovat hodnoty nékterych dulezitych limit a sva tvrzeni opfit tfeba o
nacrty grafl posloupnosti).

Pr.1: Dokazte: lim = =0 (n €N)

n-oon
Res.: na zakladé definice: lim % =0 (Ve >0)(3nyg €ER) (Vn > ng, kden € N: E — 0| < s)
n—oo

Necht € > 0 ... libovolné. Kdy E - 0| <e?

Kdyi|1|<£; nEN::»|1|=l
n n n

. . . . 1 . y o .
Ke zvolenému kladnému ¢ jsme nasliny = - takové, Ze pro vSechna pfirozena n vétsi nez toto n,

T e
y 1 - ‘ . L . .
bude spIinéna nerovnost |Z - 0| < g, kterd je poZzadovana v definici. ProtoZe jsme ale € volili zcela

libovolné, najdeme stejnym zpUsobem n i pro jakékoliv jiné kladné ¢. Chd.




1 n
PF.2: Dokaste: lim (—) =0 (n€EN)
n—oo
Res.: na zakladé definice:

lim (l)n =0 (Ve > 0)(3ny ER) (Vn > ng, kden € N: |G)n — 0| < s)

n—oo

Necht & > 0 ... libovolné. Kdy |(%)n — 0| <e?

@) l<e 101=6)

Kdyz

n.log G) <loge /:log POZOR!! log (%) <0

Tedy kdyz n Chd.

Pr.3: Dokazte: Jeslig€ Ralq| <1, pak lim q" = 0.(n € N)
n—-oo

Re$.: na zakladé definice:

lim q" =0 (Ve > 0)(3ny € R)(Vn >ny,kden € N: |q™" — 0| < ¢)

n—-oo
Necht € > 0 ... libovolné. Kdy |g" — 0| < e?
Kdyz [q"| < ¢;
lq|" <e
1)g=0=limq" = 1lim 0" =0 2)q#0 = 0<|q|l<1
n—-oo n—oo
log|q|™ < loge
n.log|q| < loge/:log|lq| < O !

Cbd.

Pr.4: Vypocty limit posloupnosti jejichZ n-ty ¢len je vyjadien podilem dvou polynomu; vyuziva se vytykani

nejvyssi mocniny proménné:

5 2 2
. 7n5-2n3 . 77 o1 . Tz 7
a) lim ———=lim ( ’115)= lim=.lim —% =0.==0;
n—-o 8n°+15 n—oo n6.(8+n—) n—oo N n-oo 847 8
5(7-2 2
b) lim 2o = i () _ 7o 7
im ——s = uam sy — UM —F =72,
n-oo 8n°+15  pooo n5.(8+—) n-o 8+ 8
n
2
li -7n8-2n% li Tls-(”‘g) — limn3 =L = 7\ _
¢) lim————=lim——& = limn®.— =o0.(——~) =~
n-co 8n°+15 n-o n .(8+ﬁ) n—oo 8 8

PFi praktickém pocitani limit posloupnosti tohoto typu se nemusi vidy postupovat takto podrobné. Lze vyuzit
nasledujiciho postupu:

— je-li stupen Citatele mensi neZ stupen jmenovatele, je limita rovna nule (viz zadani a) );
je-li stupen Citatele stejny jako stupen jmenovatele, je limita rovna podilu koeficient( pti nejvyssich

mocninach proménné (viz zadani b) );
je-li stupen Citatele vétsi neZ stupen jmenovatele, mél by byt dodrzen postup jako v zadani c).




5n+3

PF.5:  Vypocditejte limitu posloupnosti a své tvrzeni dokazte: lim -7

n-oo 2n

v . . 1. 5n+3 5
Res.: Evidentné lim ==;
n-oo 2N 2

Dlikaz: na zakladé definice:

lim 22 =32 & (Ve > 0)(3ny €ER) (Vn > ng, kden € N: |5n+3 — E| < s)
n-ooo 2N 2
Necht € > 0 ... libovolné. Kdy |5n+3 — —| <eg?
Kdyz |5n+3 5n| <s
|—|<£ nEN=;~|i|=i
2n 2nl — 2n
2<e
2n
®< n Cbd.
ny
3™ (n-04")%

Pr.6: Vypocitejte: a) lim

n—ooon.(3mn2-2n)’

. n.(1-271)
b) %1_{1010 (3n-2).2+43™M) °

1 3 3 1
3% (n-04™)3 [3".n3—3.3"n2.0,4"+3.3".n.0,42"—3".0,43" g3 104" +7.0,16"—7.0,064" |

Res.: a)lim = ) = =
)n—>oo n.(3"n2-2n) 3M n3-2n2 _1_ 1_i3
3 n3 n'n

. 1-04+0-0

= lim ————

n-oo 1-0

=1;

. n(1-2""% (1‘_n) — T 10 _R
b) rly,l—mo (3n-2).(24+3°m) [n,(g_z),(22+3—n)] - ylll_{rolo (3-0).(2+0) 6"

Nekonecéna fada

Hlavni pozornost se ve stfedoskolské matematice vénuje nekonecné geometrické radé a jejimu uZiti.
Nicméné ucitel mlze tfeba hned na zacatku zaradit ulohu, jejimz cilem je vypocet souétu nekonecné fady,
ktera geometrickd neni. Ukaze tak studentlim, jak by méli postupovat, kdyby museli k vypoctu souctu rady
vyuZit tzv. posloupnosti ¢astecnych soucta.

PF.1: Vypocitejte soucet nekonecné rady Y1 (n (:H))

v . .y T , 1 1 1 1
Res.: 1. nejprve vypocitdme nékolik prvnich ¢lenll: a; = S =75 Q3 =155 Q=555
2. v§imneme si, Ze fada evidentné neni geometricka, pro soucet tedy nelze pouZit vzorce,

ktery za predpokladu splnéni podminek plati pro soucet nekonecné geometrické rady;
1 .. . , Ly
3. mlZeme ovéfit, Ze lim ———= = 0, coZ je nutnd podminka konvergence dané rady;
n-oo n.(n+1)
4. vytvorime posloupnost ¢astecnych souctu:
1

Sl=a1:E,
1,12
S,=a;+a,=-+-==;
2 1ta=;+-=3;
1,1, 1 3
s3=a;+a,+a;=-+-+—==;
3 1t tay =t =y
1.1, 1 1 4
Ss=aqtataztas=-+-+—-+—-=-;
=t tagta, = oty =g
Sy =—
nT et T
n
5. vypocitame limitu této posloupnosti ¢aste¢nych souétli: lim —=1;

n—oo n+

6. soucet dané rady je roven této limité: Yn=1 (n (n+1)) =1




Znak sumy je pro studenty novy (nebo se s nim dosud setkavali malo) a nékterym studentim mize délat
potize. Proto by bylo dobré zafadit nyni nékolik uloh, v nichz by si studenti procvicili jednak zapis nekonecné
geometrické fady pomoci sumy a také opacny ukol rozepsani nekonecné geometrické fady zadané pomoci
sumy do podoby souctu:

PF.2: Rozepiste pomoci souctu:
[ee) [ (o] 3 [e'e) —1i oo —1
a) X2, x?; b) X215 o) X214 (x+1)7; d) Xi24[4. (x + D]

Res.: a)Ye x2=2+x*+x8+x8+ - ;
o 3 3 3 3 3
b) i=12i—_5:F+2T3+2T2+F+3+3.21+3.22+"';
00 I I
OXin 4+t D =t et et
1 1 1

o —-i =
d) XiZq[4- (x + D] T 4(x+1) | 42.(x+1)2 4-3.(x+1)3+
PF.3:  Zapiste pomoci sumy:
a)3+9+27+81+:; c)2—-4+8-16+32—-;
1 1 1 L 343,38 24 ..
b)x+2x+4x+8x+16x+ ; d)x3+x2+x+3+3x+3x + -
Re$.. a)3+9+27+81+--=3'+32+4+33+...=3% 3¢;
b) +l +l _|_l +i +...—i +i +i +i +...—Z°° Y
XT X TX X T6¥ T X T X T X T EY T Li=13Em X
€)2—-4+8—-16+32—- =102+ (D122 + (D223 + (—1)3.2% + - =

=EEED2
d)%+%+§+3+3x+3x2+---=3x‘3+3x‘2+3x‘1+3x°+3x1+3x2+---=

=¥2,3xi*.

PF.4: Rozhodnéte, zda je dana nekone¢nda geometrickd Fada (NGR) konvergentni nebo divergentni.
U konvergentni fady vypocitejte jeji soucet:  a) — % + % - 1—12 + 2—14 —
) VZ+1+Z 414
9 27
C)2+3+E+T+“"

d)V5-v3+5—v15+5V5 —5v3 +---.

Red.: a)ay=—--; q= -3 lq| = % < 1 .. Tozn.: NGR je konvergentni. Jeji soucet
1 1
=% = 3 = E = —Z N
Tt
b)a; =V2; q= 72 lq| = \/72 <1 .. Tozn.: NGR je konvergentni. Jeji soucet
_an _ N2 242 242 4V2+4 .
5_1—q_1__2 T 2272442 2 =2V2+2;
2
ca;=2; q= % lq| :; > 1 .. Tozn.: NGR je divergentni.

da; =vV5—-+v3; g=+5. |gql=+5>1 .. Tozn.: NGR je divergentni.

Pf.5: Reste v R rovnici: 1+3x+9x%+--=10.
Red.:  Leva strana rovnice pfedstavuje NGRs a; = 1, g = 3x. Jeji soulet bude
existovat v pfipadé, ze |q| = |3x| =3|x| < 1.

x| <3
3



. , v . . . a
Bude-li tato podminka splnéna, je leva strana rovnice s = o=

—-q 1-3x
L =10
1-3x
1=10-30x
f=2_3 k={2)
30 10 10
Pr.6: Reste v R rovnici: 2—4x+8x%2—--=1.
Res Leva strana rovnice pfedstavuje NGRs a; = 2, q = —2x. Jeji souéet bude
existovat v pfipadé, ze |q| = |-2x| = 2|x| < 1.

1
x| <>

. . v . . . a 2
Bude-li tato podminka splnéna, je leva strana rovnice s = ﬁ =T
2 —
1+2x
2=1+42x

x = % ... tento koten koliduje s podminkou, proto K = @ .

PF.7:  Reste v R rovnici: 1+logx+ (1+logx)?+ (1+logx)3+--=—6logx.
Red.: Levd strana rovnice pfedstavuje NGRsa; = 1 +logx, q =1+ logx. Jeji soucet bude
existovat v pfipadé, e budou spinény BERINKYE 1) Iql = |1 +logx| <1
logx — (-1)| <1
logx € (—2;0)
x € (1072;10°) =-
2)x>0
Bude-li tato podminka splnéna, je leva strana rovnice s = G1 _ _1tlogx _ 1tlogx .
1-q 1-(1+logx) —logx
i+logx o
Tlogx 6logx Subst.: y = logx
1+y
- _¢
= y
6y?—y—1=0
4 1
_ 11424 145 . 12 3
Viz2=" 5, T =S 6 _1
12 2
1 . 1 /100
1) y—logx——; = x=10 Sk ATy
1
2) y=logx = 21 = x =102 =+/10 .. tento koren koliduje s podminkou, proto
K = {3\/100}
10
. 3\¢71 4
PF.8: Reste v R rovnici: Yit1 (—) =—.
v e B o<
Res.: NGR:a; =1, q = S x
a; 1 x 3 <1
T T 12w .
x 3< x|

=2 x € (—00; —3) U(3; )
T x-4

x—-3 b
x“—8x+12 =
2
(x—2).(x—6) = )-
x1=

X, = 6 ... tento kofen koliduje s podminkou, proto K = {2}




Prevedte dané neryze periodické Cislo na zlomek s celym Citatelem a celym jmenovatelem:
a=1,015.
Res.: 1.zpUsob: Jednoduchy zplsob feseni, ktery studentim moznd ukazal ucitel matematiky

na zakladni skole:
100a = 101,5:115151515...

—a= 1,015151515 ...
99a = 100,5
_100,5 _ 1005 _ 67
T 99 ~ 990 66
2. zplsob: Uzitim nekonecné geometrické rady:

a=1015=10+1510"3415.1075 + ---

- J

NGR:a; = 15.1073, q = 1072, tedy |q| =]1072| < 1

g= M _ 151073 15 15 1
T 1-q 1L T 99 7 990 66
100

1 _ 67
a=10+—==
T

Do c¢tverce o strané a je vepsan kruh. Do tohoto kruhu je opét vepsan ¢tverec. Do Ctverce opét kruh,
do kruhu ctverec, ... . Vypocitejte: a) soucet obvod vsech ¢tverct;

b) soucet obvod( vsechkruhd.
Red.:  Zvolime vhodné nacrt (polohy ¢tverci!!l)

a)o, = 4a azzaTﬁ
02=4a2=4.aT\/§=4a.\/7E a3=%
03—4a3—42=4a.£.£

= 22 .
j T I N NGR: 0; = 4a,
_ V2
2
N/
a1 = 5| <1
a, _ 01 _ 4a _ 8a 2+V2 _ )
SE‘_1—q_l_ﬂ_z—ﬁ'2+«/§_4a'(2+ﬁ)'
N W 2
Y
G =a b)01=27tr1=2n.%=na 7«2:%=“T‘/E
02=2T[T'2=2T[.M=T[a\/—5 NGR: 0; = ma,
4 2
_ V2
..................... q— 2
V2
lal = 7| <1

_ 0, _ ma _ 2ma 24V2
SO_1—q_l_ﬁ_z—ﬁ'2+ﬁ_na'(2+ﬁ)'
2




Zakladni poznatky:

. 2
1. Napiste definici limity dané posloupnosti a dokazte tvrzeni: lim — = 0.
n—-ocon
2. Vypocitejte: a) lim 2n’+3n b) lim i [0; 0]
. oCitejte: a —_ — ;
vp ) n-ooo n3-2n n—ooo 2™

3. Rozhodnéte, kdy je aritmetickd posloupnost (a; + (n — 1)d) n°:°1 divergentni. d # 0]

4. Rozhodnéte, kdy je geometrické posloupnost (a;.q™ 1) nfl konvergentni.
[lg] < 1 nebo g = 1]

Typové priklady standardni ndrocnosti:

. (n+2)(n-3) . o2ntt 1
5. Vypotitejte: a) lim —————— b) lim =2
ypocite) ) n—ooo (2n+1)2 ) n—oco 2M+3 2
6. Dané neryze periodické ¢&islo prevedte na zlomek a = 0,2348 [31}
132
7. Spirala se sklada z pulkruznic. Polomér kazdé nasledujici je roven ; poloméru pllkruznice predchazejici.
Urcete délku spiraly, je-li polomér prvni palkruznice r. [37r]
. 2. 4 8 6 — .
8. RestevR:l—;+;—;+...=m [K—{—3,4‘}]

1
nn+1)
[fada neni geometrick3, je konvergentni, soucet je 1]

9. Rozhodnéte o konvergenci fady a vypocitejte Y5

10. Provéfte konvergenci fady v/3 — /2 + 23—\5 - 23£+. .. a urcete jeji soucet. [3(\/§ - \/E)]
11. Vypocitejtepro x € R: Yoy —(—2) " 1x" = Sx [K = {1}]
RozSifujici cviceni:
12. Vypoctéte:
o) lim g
b G H

13. Statni maturita 2017 - Matematika+

Do rovnoramenného trojuhelniku ABC je vepsano nekoneéné mnoho étvercl. Jedna
strana kazdého ¢tverce lezi na zakladné AB trojuhelniku. Ctverce se vziajemné dotykaiji.

Nejvétsi ctverec s délkou strany 20 mm je umistén tak, Ze osa trojluhelniku je souéasné
osou ctverce. Kazdé dva sousedni ¢tverce maji jeden spolecny vrchol a délky jejich stran jsou

v pomeéru 5 : 4.
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{CZVV)
max. 3 body
11 Vypoctéte v mm? obsah trojahelniku ABC.



[S =2025 mm?]
14. Statni maturita 2016 - Matematika+

Jsou dany dvé nekonecné fady:
ata*+at+a*+-+a+--
b—b*+b*—b*+ -+ (—1)"p" 4 -

Uvazujme takové dvojice hodnot a € (U; %) a b €(0;1), pro néz maji obé rady

stejny soucet s.

(CZWV)
max. 4 body
12
v . iy 1
121  Vypoctéte b, jestlize je a = z
12.2 Vyjadrete b v zavislosti na a.
12.3  Vypoctéte soucet s, jestlize je b = 2a.
Reseni
1
121 b= I + postup feseni
12.2 b= T fZa + postup feseni
12.3 5= % + postup Feseni




