34 Spojitost funkce, limita funkce - met.

Strucny prehled teorie — uvadén pribéiné — spolu s metodickymi radami a vzorovymi vypocty tloh

Met.: Spojitost funkce: Studenti by méli byt v ivodu tématu o diferencialnim poétu seznameni struéné,
nazorn¢ a intuitivné s pojmem spojité funkce (dtilezité pti vypoctech limit) — staci nanejvys_rozsah této
stranky. Ucitel by mél dokonce zvazit, zda viibec uvede definici spojitosti funkce (ve slabsich tfidach jde o
prilis abstraktni zaleZzitost, i v talentované tfid¢ je tato definice velmi narocna a ¢as nedovoli zdrzet se u ni
déle, nez aby studenti pochopili, ze je funkce v bod¢ a spojita prave tehdy, kdyz funkéni hodnoty vSech
argumenttll z §-okoli bodu a budou ,,nat€snany* v e-okoli bodu f ).

Priklady grafti funkci v bode€ @ spejitych (graf ,,plynule prochazi* pies bod, jehoz x-ova soutadnice je a) :

| AN
Lééx I JBERRY
Priklady grafii funkci v bod¢€ a nespojitych (graf je v bod¢ s x-ovou soufadnici @ ,,néjak* prerusen):
y y
Ve a
a X j} X

V definici spojitosti (a také limity) funkce se pouziva okoli bodu a:
e [5-okolim bodu d (8 € R" ) nazveme fotevieny interval (¢ — &; a + d), tedy mnozinu vech x, pro néz

»
»
X

plati: |[x —al| <& o " S
a-o0 a ato
e |levym 5-okolim bodu a|(3 € R*) nazyvame interval[(a -0 ; a) |
0 |
a-o a
. |prav3’1m d-okolim bodu a| (8 € R") nazyvame interval
; 0
a a+to

Def.: Funkce f: y = f(x) je spojitd v bod¢ a, jestliZe:
1. je definovana v n¢jakém okoli bodu a (véetné samotného bodu a);
2. ke kazdému g-okoli bodu f(a) existuje 0-okoli bodu a tak, ze pro vSechna x z 6-okoli bodu a
patii funkéni hodnoty fx) do e-okoli bodu f(a).
Tedy: Funkce f: y = f{x) je spojita v bod¢ a, jestlize
1. je v bod¢ a definovani;
2. (Ve>0)35>0)(Vx:|x —al <8)(f(x) — fla)| < e).

Véty o spojitosti funkce v bodé:
Jsou-li funkce f{x) a g(x) spojité v bod¢ a, pak jsou v tomto bod¢ spojité i funkce
a) f(x) +8(x);
b) fix)—gx):
o) fx).gk);
d) ZAC)) prog(a)#0.
g(x)
V kazdém bodé x € R jsou spojité funkce . ) = ax" + aniX™ T + anox™ + .oaix + ao |
Lfix) = sinx|, |fix) = cosx], ...




Limita funkce: Pied vlastnim probiranim tématu ,,Limita funkce* by mél ucitel zatradit diilezitou informaci:

RozSifeni mnoziny realnych c¢isel o nevlastni body +oo, —oo:
—o ..... Vx €Rplati: x > —0
+o0..... Vx € Rplati: x < +©

Operace s nevlastnimi body:
1) 400 4 00 = +00 3)+0o0. (+) = 40
2) —00 — 00 = —00 4) —0,(—o) = +0 5) +o0.(—0) = —0

6) +tootc=+00 Cc€ER
7)—0+c=—-0 ccER

proc>0: 8)c.(+0) =+ pro ¢ < 0: 12) c.(+©) = —0
9)c.(—») = - 13) c.(—») = 40
10) — = —oo 14) £ =+oo
11)0i+=+oo 15)0%:_00
16)==0

we, s s 0 o . .
Neurcité vyrazy typu: A4) 5 nebo z ... lze Fesit uzitim L’Hospitalova pravidla

B) 0.0, 400 — 00, 00, ... lze prevést algebraickymi transformacemi na typy% nebog

Limita (vlastni) funkce v daném bodé a je (intuitivné) Cislo L, k némuz se neomezené blizko blizi hodnoty
funkece, jestlize se hodnoty argumentu neomezen¢ blizko blizi k a. Zapis:| limf(x) = L
xX—-a

Vlastni limita ve vlastnim bodé

Y [y = feo

=Le Ve>0@E8>0(VVxz-a:lx—a|l<8&(f(x)—L|l <&

8 = min(8,,8,) X

Nasledujicimu obrazku by se mél ucitel se studenty vénovat znacnou ¢ast vyucovaci hodiny. Idealné by mél
mit kazdy student obrazek k dispozici pro vlastni potfebu (nalepeni do seSitu). Pti online hoding by jej ucitel
mohl studentim nasdilet a vyuZit jej k tomu, aby na ném ukézal studentliim celou fadu nejriiznéjSich typt
limit. Pokud by uc¢il prezencné, mél by vyuzit k demonstraci obrazku dataprojektor, nebo jej miize v krajnim
piipadé piekreslit na tabuli. Jestlize se studenti timto zplisobem s limitami seznami a intuitivné je pochopi,
dokazou vzapéti zpravidla velmi dobie pochopit definice limit a v fad¢ piipadi dokonce dokdzou tyto
definice 1 sami ,,vymyslet*.
Evidentn¢ na obrazku lze najit - vlastni limitu spojité funkce ve vlastnim bodé (a);

- vlastni limitu ve vlastnim bodé funkce v ném nespojité (c, g);

- vlastni limitu v nevlastnim bodé (40);

- nevlastni limitu ve vlastnim bodé¢ (d);

- nevlastni limitu v nevlastnim bodé (—);

- jednostrannou vlastni limitu zleva (¢, g~ );

- jednostrannou vlastni limitu zprava (b, g*);

- jednostrannou nevlastni limitu zleva (b~,d™, e™);

- jednostrannou nevlastni limitu zprava (d*,e™)



Druhy limit:
Vlastni limita ve vlastnim bodé: lim £(x)=9, lim f(x)=—4
X—>g

X—>C

chi_r)rtllf(x) =LeVe>0@A6>0)Wx#a|lx—al <&)(f(x)—-L|<¢)

Vlastni limita v nevlastnim bod&: | lim f(x)=—7

X —>0

limf(x) = L & (Ve > 0)(3x0) (Vx > xo: |f (x) = L| < &) Analogicky: lim f(x)

Nevlastni limita ve vlastnim bodé: | lim f(x)=c0

x—>d

limf (x) = 0 & (VK € R)(38 > 0)(vx # a: |x — al < 8)(f(x) > K) | Analogicky: lim f(x)=—o00

Nevlastni limita v nevlastnim bodé: [ fim f(x)=-+ oo

X—>—00

fG) = & (VK € R)(@x,) (¥x < xo)(f(x) > K) | Analogicky: lim f(x)=—o0,lim f(x)=—o0,
lim f(xx)=o0

Jednostranné limity: a) vlastni limita zleva: Tim 7(x)=9, Tm 7(x]=—4
fim. fx)=L < (V&)0)(35)0)(Vxe(a—5;a))(f(x)-L| &)

b) vlastni limita zprava: fim £(x)=6, lim, flx)=—4
im f(x)=L < (V&)0)(35)0)(Vxe(asa+8))(f(x)-L|(s)
- ¢) nevlastni limita zleva: | fim f(x):x]j_r)reli S(x)=—00, lim. f(x)=00

lim f(x)=0 < (VK)35)0)(Vxe(a—7;a))(f(x))K)| Analogicky: ostatni nevlastni

jednostranné limity



Véty o limitach:

Funkce f:y = f{x) ma v kazdém bod¢ a nejvys jednu limitu.

Jestlize je funkce f* y = f{x) v bod€ a spojita, pak plati: ~ tim f(x)=f(a)
Pi.  lim (3x—5)=7

x—4

Necht jsou dany funkce f(x) a g(x) a necht’ pro vSechna x # a z jistého 6-okoli bodu a plati:
f(x) = g(x). Ma-li funkce g(x) v bod& a limitu L, tedy lim g(x)=L , pak ma v bod& a limitu i funkce

ftg) aplati:  lim f(x)=1lm g(x)=L

2 - —
Pr.  lim X2 gy, B (73)

x-3 x—3 x-3 x—-3

=lim(x+7) =10
x—3

Jestlize pro kazdé x # a jistého d-okoli bodu a plati: g(x) < f{x) < h(x) a jestlize existuji limity
lim g(x)=lim A(x)=L , pak existuje také limita f{x) a plati: lim f(x)=L

sin x

(Pozn. Tuto vétu lze pouzit napr. pro diikaz, ze hm0
X—> X

=1)

Necht jsou dany funkce f(x) a g(x), které maji limitu v tomtéz bod¢ a.
Necht plati: lim f(x)=L a lm g(x)=M .

Pak maji v tomto bod¢ limitu i funkce ptedstavujici jejich soucet, rozdil, soucin a pro M # 0 1 podil a
plati:
L lim(f(x)+g(x))=L+M
xX—a

2. lim(f() - g) =L - M
3. chi_r)g(f(x).g(x)) =LM
4

16 _ L
T xoag®) M

L Hospitalovo pravidlo: Pokud je splnéna jedna z podminek  a) lim f (x): lim g(x)zO

b) fim [/ (x)| = lim |g(x)=
f'ix)

f(x) . f'(x)
a jestlize existuje llm ( x pak ch_r)gg(x) ch_)a Ok
. —2x-3 . 2x-2 _ 23-2 _ 4 _ 0
Pr.: 1) h 3x2—4 +3 L‘L‘%zx 4_2.3—4_2_2 ...(typ 0)
%3 0
)i = lm = (o7 )

Cosx

3)1 - =}Ci_r)r(1) T =1. (typg)

sin 4x . 4cos4x 0
4) L—»o Nl chl_l’)r(l)? = 11m[8 Vx + 1.cos 4x] 8.1.1=8 . (typ 5)

3x2+1 . 6x
5) lim = lim %5—3 .(typ;)
= lim

x—»oo x + -2 x—o00 2X+1 31
x+31
6) llrn z n2 8236 =16. (typ E)

X—00 2x—1 1 X—00 2x‘1.1n2 xX—o00 Z_
2

Pted pouzivanim L'Hospitalova pravidla musi byt ovSem probrana derivace funkce. Tedy, 1épe
feceno, vypocty limit uzitim L"Hospitalova pravidla lze provadét az po probrani derivace funkce.



Nékteré dilezité limity — ucitel by m¢l vétSinu z nich doplnit drobnymi nécrty graft ptislusnych
funkci. Jednak si tak studenti grafy nékterych funkci zopakuyji, jednak tim
budou limity dobfe vizualizovany:

i & W N PR

lim = = —o0;
x->0" X

.1

lim = = +oo;
x—-0t X

lim ==0;
X—>—0c0 X

lim ==0;
X—+o00 X

L1 L
lim= ... neexistuje;
x-0X

Proa € (0;1):

6.

7.
8.
9.

lim a* = +oo;
X——00

lim a* = 0;
X—+00

lim log, x = +o0;
x>0t

lim log, x = —oo;
X—+00

Pro a € (1;+0):

10.
11.
12,
13.

14.
15.

16.
17.
18.
19.
20.

21.

22.

23.

24. lim
25.

26.

27. 1i

lim a* = 0;
X——00

lim a* = +oo;
X—+00

i = —o0;
i logx =

lim log, x = +oo;
X—+00

lim Inx = —o0;
x—-0%t

lim Inx = +oo;
X—+00

lim sinx ...
X—+00

lim sinx...

X——00
lim cosx...
X—+00

lim cosx...

X——co

lim tgx = +oo;

neexistuje;
neexistuje;
neexistuje;

neexistuje;

I
I
8

lim cotgx ;
x-0"
lim cotgx = +oo;
x—-0%

. sinx
1 =

x>0 X

lim In(1+x) = 1;
x-0 X

Py =log,x
; a
x
A
y]
fiy =sinx
T, x
g:y =cosx
y
If:y =tgx
T 2T
>
x
f:y = cotgx




Rady, doporuceni, metody, ,,finty“, ... pouzivané pri vypoctech limit:
Limita funkce ve vlastnim bodé:

Funkce spojita v daném bodé a:

Necht’ pocitame lim f,), kde f(,) je spojita v bod€ a. Pak lim f(,) = fo).
x—-a xX—a

2 2
¥ . x?42x—1 _ [0%+2.0-1 )
PR.1: ) }cl—r% x+1 _[ 0+1 ]— 1;
LT V2
by lim =% = | M 7 V222 20| 5 g
x—>7: 1+cosx 1+cos% - 1+g Tz a2 2 = :

c llrr}(loglox—lnx) =[log10-In1=1-0] =1;
X—

Pr.2: Vypocitejte lin%(7x — 11) a na zékladé definice limity funkce v daném bodé dokazte spravnost
X—
svého vypoctu.
Res.: Funkce f:y = 7x — 11 je linedrni, a tedy spojita v kazdém bodé R.
Proto lin%(7x -11)=72-11=3.
X—

lim(7x -~ 11) =3 & (Ve>0)(5|6>0)<‘v’x:0< x—2| < 8= |7x — 11 — 3| <e).
xX—

Nechte > 0 .. libovolné. Kdy |7x—11-3|<¢e?
Kdyz |7x — 14| < ¢,
7.lx = 2| < &,

tedy kdyz lx — 2| < ; Nasli jsme 6 = ;

Funkce v daném bodé a nespojita:

Necht’ pocitame hm f(x), kde f(,) je nespojita v bod€ a, fi) = —— a Px) = Q) = 0.

Pak a je kofen P(x) i Q) alzerozlozZit Py = (x — a).Py(y) a Q(x) = (x — a). Q1)
i P@ _ i EmDPaw _ pi Paw

Pak }cl—rg f(x) }cl—rg Q) B 91c1—r>1<11 (x-a).Q1(x) }c—I}clz Qi(x)

Zminéné rozklady provadime vytykanim, uzitim vhodnych vzorci, délenim mnohoclenu
mnohoc¢lenem, uzitim ,,umélych® tprav, ...

PF.2: a) 11m x2-1 _ [_GeD.Ge41) x4l 141 ] _B
x3-1 Lxe-1.(x2+x+1) ~ x24x+1 124141 3’
b) lim x*-16 _ [(x+2).(x—2).(x2+4) _ (x—2).(x?+4) _ (-2-2).((-2)%+4) _ 48 _ —_32] __8
x_>_2 x3+8 (x+2).(x2=2x+4) x2-2x+4 (=2)2-2.(-2)+4 4+4+44 12 3’
Z_6x+9 (x—3)2 _ (3—x)2 . 3-x . 3-3 i !
c) h 53 81-x* [(3—x).(3+x).(9+x2) T B=x).6+x).9+x2) ~ (3+x).(9+x2) ~ (3+3).(9+9)] 0;
d)l 3x245x-2 _ (Bx-1).(x+2) _ x+2 _ i _ 7
1 27x3-1 (3x—1).(9x2+43x+1)  9x2+3x+1 3 9’
3
. x34x-2 (e—1).(x%+x+2)  x%4x+2 _ 124+1+42] _ 4.
€) }CI_IH x2—1 | —D.@+D)  x+1 141 ] =2
) llmx S-3x+2 [ (x-1).(x*+x-2) _ (x+2).(x-1) _  x+2 1+2 ] _3_1.
S1xt—ax+3  L(x=1).(x3+x2+x-3) (x2+2x+3).(x—1) x2+2x+3 1242.1+3 6 2’



1

N

2sin®x+sinx—1 .. 2y2+y-1 _ |Qy+1.0y+1) _ y+1

Pf.3: a) 11 —————— =lim = =
7rZsmzx 5sinx+2 y—>l 2y2-5y+2 Qy+1).(y-2) y-2 >
6 -

Hl

3
— 2 — .
= 2| =-1;
2

b) lim 4+2cotgx—2cotgZx lim 442y-2y% [2(2—y).(1+y) _4-2y 4+2] __3
X E cotg2x—1 yoE1  y%-1 (y-1).(y+1) y-1 -1-1 i
x-3 x-3 _ (x-3). (Vx+1+2)
Pf.4: a) lim =[ . _— V3+ +2]—4
) X3 VX+1-2 Vx+1-2 x+1—4
b) lim 2—6+x _ |2—V6+x _ 4—(6+x) _ —-2-x s _ 1
e Tz [Trez T (x+2).(2+V6+x)  (x+2).(2+V6+x)  2+V6tx  2+V6-2| | 4
o) lim Vit2x-3 _ [Vi+2x-3 _ (1+2x-9).(Vx+2) _ 2.(x-4).(Vx+2) _ 2.(Va+2)| _8 4
x—-4 Vx-2 | vx-2 ° T (x-4).(Vi+2x+3)  (x-4).(Vi+2x+3) Vi+8+3| 6 3’
v li sinx—cosx __ |sinx—cosx __ sinx—cosx __ _ | | 2
Pr.5: a) ln;_l[ I—tex sinx _ — cosx—smx — COSX = —COS—| = _?7
4 CcosXx Ccosx
i 2 i 2
_ 2. in2 sin“x .2 . 2, sin“x . 2
b) lim 1-cos 2x+tg?x _ (cosx—sin®x)+_— _ sin x+sinx+__ _ sin x(1+1+coszx) —14+1+1=8.
x>0 sinZx sinZx sinZx sin2x >
¢) lim 1-cosx _ 1-cosx 1+cosx _  1-cos?x sin?x _sinx 0 0:
x—0 sinx sinx "14cosx sinx.(1+cosx) sin x.(1+cos x) 1+cosx 1+1 ’
Sln X
P¥.6: a) lim tgZx tg2x _ cosZx (1++/cos 2x) sin?x.(1+Vcos2x)
x—01-vVcos2x  |1-vcos2x ' B 1-cos2x " cos2x.[1-(cos2x—sin2x)]
sin?x.(1+Vcos2x) _ 1+Jcos2x _ 1+Vcos0 _ 1+1| _ 1:
cos?x.2sin2x 2cos2x 2c0s20 2.1 >
b) li l cos 2x _ cos 2x _ (cos?x—sin?x).(Vsinx+Vcosx)
”\/smx JVcosx  |Vsinx—vcosx o sinx—cos x -
(cosx—smx).(cosx+sinx).(\/sinx+\/cosx) b4 . T . T T
- = —({cos—+sin—). Ssin—+ [cos—| =
—(cosx—sinx) 4 4 4 4
—2 — 2. / 5 ,
C) lim 1-Vcosx+2 _ 1-Vcosx+2 _ 1-cosx—2 _
x—m  sin22x sin22x 4.sin2x.cos?x.(1+vcosx+2)
—(14cosx) _ —sin?x _
4.sin2x.c052x.(1+\/cos x+2) ’ 4.sin2x.coszx.(1+\/cos x+2).(1—cos x)
-1 -1 -1

4cos?x.(1+Vcos x+2).(1-cos x) - 4cos?m.(1+vcosm+2).(1-cos ) - 4.(-1)2.(1+V=1+2).(1-(-1)) -

-1 ] [
4122 | 16

PE7: a) lim SBY _ 1im 8. 32 — g lim3%Y =81 =8;
x—

x x—0 8x y-0 ¥
2x 1 sinx sinx 1 1
b) lim =2 limITE X =2 11 =5
0 4x2 4 x5 o x x 4 4
5x3+x.sin 7x . 5x sin 7x . 5x 7 .. sin7x 7
c)llm—zhm(—+—)=11m—+—11m —O+ A =5
2 2 2x x—0 2 2x-0 7x 2

x—0 2x x—0



2 . . o . .
. CoS“x—1+sin2x —sin“x+2.sinx cosx sinx .
d) lim = [ = (2cosx —sinx) = 1.(2.1—0)] =2;
x—0 X X
e) lim\/x 5-v5 _ |Vx+5-v5 _ x 1 _ 1 1 _1 1| _ 5
x—0 sinx sinx " sinx Vx+5+V5  SINX T\x¥5+v5 1 25| 10’
L X

f) lim\/l—COSZx _ _\/1—c052x _ \/1—(coszx—sin2x) _ \/Zsinzx _ \/zww _ m] =\/§;

x—0 [x] x2 x2 x2 x x

Pozn.: VSechny ptiklady z uloh 2 — 7 l1ze fesit snadno L’Hospitalovym pravidlem. To vSak mtize
ucitel ukazat studentim az pozd¢ji, po probrani derivace funkce.

Limita funkce v nevlastnim bodé:

5 2 2
. . 7x5-2%3 R S U 1. T 7
Pr.8: a) 11m6— = lim ( )1(5) = lim=.lim )1<5 =0.-= 0,
x—00 8X°+15 X—00 x6.(8+x—) x>0 X x-w 8+ 8
5 2 2
. 7x5-2x3 . X\ 7= . 7= 7
b)hms—:hm 5( )1(5)=11m )1(5=—;
x—0 8X°+15  x—wx .(8+—5) X—w8+— 8
X
2
¢) lim — =1i A = limx°>.— =o0.|—=) = —w;
x—w 8X°+15 X—00 Xs.(8+—5) X300 8 8
X

. x*43x245 x4.(1+x—2+xi4) _ x3.(140+0) _ 3 _
9 x1—1>r—noo 3-x x.(%—l) o011 (mo0)". (=1)| = e

PFi vypoctu limity polynomické lomené funkce se vyuZziva vytykani nejvyssi mocniny proménné v Citateli i ve

jmenovateli. BéZné se ale nemusi vZdy postupovat takto podrobné. Lze vyuzit nasledujiciho postupu:

— je-li stupen citatele mensi nez stupen jmenovatele, je limita rovna nule (viz zadani a));

— je-li stupen citatele stejny jako stupen jmenovatele, je limita rovna podilu koeficientld pfi nejvyssich
mocninach proménné (viz zadani b));

— je-li stupen citatele vétsi nez stupen jmenovatele, mél by byt dodrzen postup jako v zadanich c), d).

\/%]=\/7;

1 1 [z o [P 12 o[ 6
b) lim Virz+3vaZoe _ |(Varz+3VaZ-e)f  cvxraesoxoe [Tz t3|Tz  (Ftetdla
= = 2 =
242 2+

X—00 2x+1 (2x+1).|

1 1
X X X

VO+0+3vI-0| _ 3
240 T2

Vx2 —1—x).(Vx2 _ 2 —1—x2 (7x-1),
C)lim(m_x): (Vx2+7x—1-x).(Vx2+7x-1+x) _ x2+7x-1-x x I
X—00

(Vx2+7x-1+x) T (VxZ¥7x—14x) - (\/x2+7x—1+x).l -
7—§ _ 7—% 7-0 _ 7

Vet rx—1+1 7 1,. 1+t0-0+1| 2’
x 1+;—x—2+1




Jednostranné limity:

2x+1
x—5

Pr.10: a1) llm =? Zapis x > 5" znamen4, 7e x se neomezené blizko bliZi k 5 zprava.

Proto pro vypocet limity dosadime do zlomku za x pomocnou
hodnotu, ktera je na Ciselné ose tésné vedle obrazu ¢isla 5 zprava
.. napf. 5,1.Rozdil ve jmenovateli bude tedy velmi malé kladné
&islo (5,1 —5=0,1=07%). Analogicky pracujeme s limitou zleva.

o 2x+1 _ [2541 11 _ ]
,}Lrgk x=5 [5 1-5 0+] =
llm 2x+1 [2.5+1 _ E] — .
a2) x5 |49 o) >
+1 2x+ 2x+1
a3) llm—5 — neexistuje, protoze xllgl x— * l im ———
x+3 3
b = [o=] =%
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