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Predmluva

Text, ktery pravé zacinate ¢ist, vznikl jako uéebni material k pFfedmétu Cviceni z elektiiny
a magnetismu.

K pripravé na cviéeni bylo pouzito téchto zdroju: tfeti dil kurzu Fyzika od autort D.
Halliday, R. Resnick, J. Walker [1] a druhy dil kurzu Feynmanovy prednéasky z fyziky od
autorti R. Feynman, R. Leighton, M. Sands [2]. BohuZel ani jeden ze dvou zminénych textt neni
dostatecéné vhodny k samostatné pfipravé do pfedmétu Elektiina a magnetizmus pro fyzikalni
obory na Masarykové univerzité. Fyzika od autorti D. Halliday, R. Resnick, J. Walker vznikla
jako uéebnice pro studenty technickych a inZenyrskych obort a jeji matematickid a obsahova
néro¢nost zlistava nizsi, nez se ocekava od studentu fyzikidlniho zaméreni. Naopak Feynmanovy
prednasky z fyziky obsahuji mnohem vice informaci, nez se po studentech p¥i zkousce pozaduje.
Student pak Casto jen S§patné rozpoznéava, co je ke studiu nezbytné, a co nikoli. Proto se
ukazalo velmi pfinosnym vytvorit tento material, ktery se stava kompromisem mezi zminénymi
ucebnicemi.

Na konci kazdé kapitoly téchto skript jsou uvedeny alternativn{ u¢ebni zdroje. Kromé dvou
vy§e uvedenych se jedna o ulebnice Elektromagnetizmus autora A Tirpéka [3], Elektfina a
magnetismus autorii B. Sedldk a I. Stol [4] a prvni dil kurzu Feynmanovy piednasky z fyziky
[5]. Uvedené zdroje v8ak ne vzdy presné odpovidaji pozadované latce a lze je spiSe pouzit pro
doplnéni informaci.

V celé préaci budeme pouzivat zdkladni jednotky SI.

Elektfina a magnetismus piedstavuje po Mechanice a molekulové fyzice druhy kmenovy
fyzikalni pfedmét, se kterym se studenti setkévaji. Byt je to Skoda, v mechanice jsme se nutné
Fadé matematickych vyrazd a termind vyhybali kvili nizké matematické drovni studenti.
Tento pFedmét jiz aktivni znalost nékterych matematickych operaci vyzaduje. Konkrétné se
predpokladaji zakladn{ znalosti derivaci, integrald, limit, a také zakladni operace s trojroz-
mérnymi vektory, at uz jde o s¢itani ¢ skaldrni a vektorové nésobeni.

Podékovani

Za pomoc pii piipravé textu bych pfedevsim chtél podékovat Jané Jurmanové, kterd svymi
pestrobarevnymi obrazky ozivila pochmurny ¢ernobily text a svymi piipominkami a korekcemi
vyrazné zvysila kvalitu skript. Déle bych chtél podékovat studentkam Anné Hrubé a Zdislavé
Vavrové, které se postaraly o korekturu jazyka ceského a vytvofeni databize alternativnich
uéebnich zdroji, a Magdé Plevakové za nakreslen{ obrédzku na tvodni stranku. V neposledni
fadé chci podékovat vSem, co si skripta pfed vydanim piecetli a vyjadfili k nim své pFipominky.
Tento dik pat¥i pfedevsim studentim predmétu Elektfina a magnetismus, jeZ jsem mél tu Cest
vyucovat.



Vstupni test

Pro studenty druhého semestru oboru fyzika by mélo byt samoziejmosti fesit tento typ pii-
klad:

1.y =[sin(3z+2)]°, ¢/ =7

1

2. y(x):m, Jy(z)de =7



1 Vektorova pole

1.1 Uvod do vektorovych poli v elekt¥iné a magnetismu

V této kapitole se budeme zabyvat vektorovym polem. Vektorové pole si predstavme tak,
ze do kazdého bodu trojrozmérného prostoru vlozime vektor (reprezentovany trojici Cisel).
V kazdém bodé pak tato trojice ¢isel mize byt rozdilnd. Zpravidla uvazujeme piechod mezi
vektory v rtiznych bodech za spojity, hladky a diferencovatelny. Jako piiklad takovych poli
uvedeme: vektory rychlosti v proudici tekutiné (viz obrazek 1), vektory elektrické intenzity

a vektory magnetické indukce ? jimiz se tyto skripta z velké ¢asti zabyvaji.

Obrézek 1: Vektorové pole rychlosti vétru.

Pravé v piipadé elektromagnetického pole si predstavme, Ze do kazdého bodu prostoru
vlozime dvojici vektort a (Bestici funkei), ktera zavisi jak na Case t, tak na poloze
7= (z,y,2), tedy celkem na ¢tyfech souradnicich (proménnych).

Tyto funkce lze derivovat podle zminénych proménnych. Tento typ derivace se nazyva

o 0 0 0 (
ot’ 0x’ 0y’ 0z
derivace (napfiklad podle z) zachazi s ostatnimi proménnymi (¢, y, z) tak, jako zachézi klasicka
derivace s konstantami.

parcialni a znadi se v kartézské souradnicové soustavé). Konkrétni parcialni

Derivace podle ¢asu se ve fyzice ¢asto znadi jako tecka nad derivovanou funkci o = f.
V literatufe se mizeme setkat s oznacenim parcidlni derivace také napfiklad ve tvaru 9 = fa
z

Pr. 1.1.

Zadani: Uvazujte funkci ¢tyi proménnych ve tvaru f(t,z,y,z) = e (:c2 +1% + 22). Na-
jdéte parcialni derivaci podle vSech proménnych.

ResSeni: aa—{ = ce“ (332 + 4%+ 22) , g—i = 2xe, g—‘z = 2ye, %
vace podle soufadnice ¢ jsme pracovali se zavorkou obsahujici 22 + 32 + 22 jako s konstantou
K. Derivace funkce Ke®, kde t je proménni, lze zapsat ve tvaru cKe®. Vysledek uvedeny
vyse obdrzime zpétnym dosazenim vyrazu 22 + y? + 22 namisto konstanty K. Zbylé derivace

fesime obdobnym zptisobem.

= 2ze“. V piipadé deri-



Pr. 1.2.

Zadani: Uvazujte funkci étyf proménnych ve tvaru f(t,x,y, 2) = zyz%. Najdéte parcialni
derivaci podle vSech proménnych.

af: 2 af:sz a—f
" 0z

Regeni: / 0, == =yz*, =— = 2xyz.

ot~ ox " Oy
1.2 Operatory

Pro studium vektorového pole slouzi operatory. Operatorem nazyvejme zobrazeni, jeZ pfifadi
skaldrnimu & vektorovému poli nové skaldrni ¢i vektorové pole. Takovym operatorem mize
byt parcidlni derivace ¢i operétory slozené z parcidlnich derivaci.

V teorii elektromagnetismu se ¢asto pouziva vektorovy operator nabla ? Zapisuje se

(v kartézskych soufadnicich) jako ? = <66x’ é(?y’ i) . Timto operatorem pak mtizeme pu-
sobit jak na vektorové pole 7 (t,z,y, z), tak na skalarni funkce F (¢, z,y, z). Pro stru¢nost v
dalsim textu jiz zéavislost na vSech soufadnicich uvadét nebudeme. Plisobeni operatoru V se
provadi podobnym zptisobem jako operace se standardnimi vektory ¢i skalary. Rozlisujeme t#i
zakladni operace s operatorem nabla, oznacujeme je jako divergence (div), gradient (grad) a
rotace (rot).

e V piipadé divergence pusobi operator ? na vektorové pole 7 = (Va,Vy, V2) I tak, 7e
vysledkem je skalarni funkce

o o oo OV, OV, OV,
divV =V 7_8:L'+8y+8z' (1)

o Gradient funkce F' lze vyjadfit jako ptisobeni vektorového operatoru na skalarni funkci,
vysledkem je v tomto pfipadé vektorové pole

OF OF OF
F=vV -F=—,—,— |- 2

e V piipadé rotace pilisobi operator ? na vektorové pole 7 = (V,,Vy, V2) tak, ze vysled-
kem je nové vektorové pole

¥ =P 2 (2 O OOV 2y ), .

V divergenci vektorového pole 1ze hledat analogii se skalarnim soucinem dvou vektort
da ?, kde 7? = agzby +ayby+a.b.. V pripadé divergence vektor "d nahradime operatorem
? a vektor B zaménime s vektorovym polem V', jak je zfejmé z rovnice (1).

Podobnym zptisobem lze hledat analogii gradientu funkce se sou¢inem vektoru d aska-
laru ¢, kde @ -¢ = (azc, ayc, ac) . Dle rovnice (2) vektor @ nahradime operdtorem ¥ a skaldr
¢ nahradime funkci F'.

!Casto se namisto spodnich indexi x,y,z pouziva 1,2,3.



. o v . ~v - we o %
V rotaci mizeme vidét podobnost s vektorovym soucinem dvou vektord dab , kde

- = >
- i j k
_)
dxb=\|a, ay a, |=(ayb; —azby,aby — azb.,asby —ayb;).
by by b,
— — -
Vektory ¢ = (1,0,0), (0,1,0),_];: (0,0,1) znag¢i jednotkové vektory ve sméru os
x,y,z. V piipadé rotace Vektory d a b nahradime operatorem ? a vektorovym polem

(viz rovnice (3)).

Dalsim ve fyzice ¢asto pouzivanym operatorem je operator Laplace A, jenZ vznikne ska-
larnfm soucinem dvou operétoril

2 2
A=T.T - 62%—%. (4)

Pusobenim A na funkci F (pfipadné vektorové pole 7) obdrzime mnovou funkci

PF  O°F  O°F »*V 2V o2V
AF = 522 + T + 552 (pFipadné vektorové pole AV = 522 + a5 + 5.2 ).

AF = f (pfipadné AF = 0) je fyzikdlné velmi vyznamna, nazyva se Poissonova rovnice
(pfipadné Laplaceova rovnice) — viz (17).

Rovnice

Jak jiz bylo fec¢eno, operatory 3 slouzi k popisu vektorovych poli & funkci. V nékterych
pripadech lze odhadnout vysledek ptisobeni téchto operatort na prvni pohled, naprlklad Vekto—
rova pole v obrézku 2. Rotace prvniho vektorového pole z obrazku 2 neni nulova ( #* 0 ),
divergence naopak nulova vyjde (? . 7 = 0), v pfipadé druhého vektorového pole se rotace
nule rovna (? x V = 0) a divergence ne (V - V # 0). Samoziejmé ne vzdy se podafi najit
pole s nulovou rotaci ¢i divergenci.

- ~ N\ / s
) ///,—*‘“\\\ \ L \\\\f,‘/ ;.
Vi Vil /”“’\\\ \\ ~ \ ‘f/// 7 .
NN SO
// VA \\\ ~ \\ \ ///,
NN NN
ff ///\\\ ‘x ~ - \\‘\\/ /:/ _
Mty e
\\ \ \//
u \\ \\\._/// / // ,/ / //\\\\\\\\‘
e - ~
NN /////u\\\\ -
NN S VAN
NN T g /// ,/1 \\ v
N \\‘_'—/// 7 ” , J i‘ \ N

Obrazek 2: Priklady dvou riznych vektorovych poli.

U gradientu lze hledat podobnost s klasickou derivaci. Derivace nam sdéli, zdali funkce
klesa ¢ roste, uré¢ime smérnici te¢ny. Gradient funguje podobné. Funkce vS8ak v tomto pripadé
zavisi na vice proménnych. Pomoci gradientu nové vytvorené vektorové pole popisuje, jak
funkce roste ¢ klesa v daném sméru (viz obrazek 3).
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Obréazek 3: Gradient funkce.

Pr. 1.3.
Zadani: Spoctéte divergenci a rotaci vektorového pole: 7= (x,y, 2).

Reseni: Parcidlni derivace i-tého ¢lenu 7 podle i-té soufadnice se rovna jedné

or ox
(pf. a—x =0 = 1). Derivace i-tého ¢lenu podle j-té soutadnice (kde i # j) je rovna nule
x x
0 0
(pf. % = a—m = 0). Jasné vidime, Ze rotace tohoto vektorového pole musi vyjit nulova, pro-
Yy Y
toze v pripadé rotace se nevyskytuje ¢len, ktery by po derivovéani ztstal nenulovy (viz rovnice
— dr Oy 0
(3)), tedy Vx7=T0. Divergence tohoto vektorového pole se rovna: V.7 = a—x+a—y+ a—z =
x Oy 0z
1+1+1=3.
Pr. 1.4.

Zadani: Uvazujte stejné vektorové pole jako v pfedeslém piipadé. Uvazujte, Ze toto pole
je vysledkem gradientu funkce V - F' = 7. Najdéte neznamou funkci F.
2 oF 2 oF

- OF
Reéeni:%:xéF:%—l—ﬂ(y,z),a—y:yéF:%—l—fQ(m,z),E:z@
2

z
F = > + f3(z,y), kde funkce f maji v pfipadé parcidlnich derivaci stejny vyznam jako
integrani konstanty v pfipadé klasickych derivaci (jejich derivace je nulova). Porovnanim t¥i

2 2 2
w+K5%+K,kdeKje

vysledkta pro F' lze zjistit vysledek ve tvaru F = 5

konstanta a 72 = r2.



Pr. 1.5.

7 x z
Zadani: Spoctéte divergenci a rotaci vektorového pole: 7 = = = (—3,%,—3>, kde
r 3’3y
r? =22 + 9% + 22

oV 1 322 9V, _ Bzy OVp 3z ovy 3zy v, 1 3y

Rv ‘:7:——7 _= —_— = _——— = _— = ———
COONE e T T B oy o7 0z ro 7 Oz o7y r3 rd’
ovy 3yz IOV, 3zz OV, 3yz IV, 1 322 i .
i T o =% 5, ~ 3 .5 Dosadime-li do vztahu (3),
3 3yz 3 3 3 3
obdrzime ¥ x V = - (y _3yz 3wz 3vz Jmy y) — T Vysledek by byl zjevay.
r o o T

kdybychom si toto vektorové pole nakreslili. Zd4 se, Ze toto vektorové pole bude divergentni.
. o e & T 3 22 4 y? 4 22
Provedeme-li operaci divergence dle vztahu (1), obdrzime: V - V = - —3—5—=0.
r r
V tomto pfipadé divergence vektorového pole 7 vysla nulové.

Komentar: Toto feSeni si nyni spravné interpretujeme. V elektrostatice se divergence
vektorového pole pouziva k vyjadieni vztahu mezi vektorem elektrické intenzity a rozloZenim
naboje V- E = Kp, kde K predstavuje konstantu amérnosti a ¢ zna¢i hustotu naboje. Pokud
zname vektorové pole E v kazdém bodé, pak znadme i rozloZeni elektrického naboje. Vnimavy
student vySe uvedené pole 7 jisté rozpozna. Az na konstantu se shoduje s coulombovskym
polem v okoli nabitého bodu. Zdroj takového pole je lokalizovan do bodu. Vyge uvedené feseni
je neuplné, nevyjadfuje totiz situaci v bodé nula, kde vektorové pole roste do nekonec¢na, vznika
tzv. singularita. V tomto konkrétnim p¥ipadé lze Fici, Ze hustota naboje vychazi v§ude nulova,
kromé pocatku souradnicové soustavy, kde je naopak nekone¢né.

K matematickému popisu takové hustoty se pouziva tzv. delta funkce § (x), jez se rovna
nule pro kazdé x kromé x = 0, kde se rovna nekone¢nu. Pro tuto funkci (ve skute¢nosti to neni
funkce, ale distribuce) plati rovnice [ ¢ (x)da = 1 pro piipad, kdy integra¢ni interval ur¢itého
integralu obsahuje nulu, a [ 6 (z) de = 0 v pfipadg, Ze nulu neobsahuje. Integral delta funkce
vynéasobeny jinou funkci se rovnd [ 4§ (z) f (z) dz = f(0). I zde plati dilezita podminka, totiz
ze interval urcitého integralu obsahuje nulu. Tento vztah lze zobecnit: [ 4§ (z — zo) f (z) dz =
[ (@o).

Vratme se nyni ke zminované hustoté, kterd vychazi vSude nulova kromé jednoho bodu,
kde se rovna nekonecnu. Vyse uvedend delta funkce je funkci pouze jedné proménné. Hustota
(objemové hustota) zavisi na t¥ech soufadnicich. Hustotu lokalizovanou v bodé tak lze popsat
pomoci trojrozmérné delta funkee 6 () 6 (y) 8 (2) = 6 (z,y,2) = 6 (7). Resenf pitkladu 1.5 zni
? V= 4x6 (7). Pro objasnén{ konstanty 47 potfebujeme dalsi vypotty (viz pifklad 2.3).

Pr. 1.6.
1
Zadani: Spoctéte gradient funkce: F' = —, kde 72 = 22 + ¢% + 22,
r

1 2 oF oF
< —%, obdobné pro ¢leny i S
r

Reseni: — = — =, — = ——.
Oy r3’ 0z r3

dr 129 x2+y2+22:

—
Vysledek bude: V - F = — (% v 13) S
T T T T

Komentar: Vysledek se shoduje (az na zniménko) se zadanim piedeslého pifpadu, kde

7
jsme hledali divergenci vektorového pole —. Kombinaci obou vysledki dostaneme
r

10



1 1
? . ? - = A- = —4775(7). Tento vysledek lze interpretovat i takto: pokud pisobenim
r r

operatoru laplace na neznamou funkci obdrzime delta funkci, pak neznama funkce miize byt
1

nalezena ve tvaru —.
r

1.3 Matematické identity
Nékdy muze zaviset na pofadi, se kterym se operace provadi. Naptiklad vyrazy ? . <? : 7)
a (? . ?) . 7 = A7 se neshoduji. Jinymi slovy tyto vyrazy nejsou asociativni. Pokud

zévorkovani chybi, uvazujeme, ze operdtory aplikujeme smérem zprava doleva.

1. e N

? ? - 1 . -
x V-F = 0, kde F = ~. Ukdzeme, Ze tato rovnice je splnéna pro viechny funkce a nikoli
r

1
pouze pro F'= —:
r

o p_(0F oF or
S \oz’ 9y’ 09z )’
S T (00F 0OF DOF 00F 090F 00F\_g
\dy 9z 020y’ 0z0x Oxdz Oxdy Oyox ’
Posledni rovnost jsme mohli provést z divodu komutativnosti parcialni derivace (nezavisi na
porfadi derivovani).
Podobnou matematickou identitu obdrzime z

. . (Ve Oy OVa OV: OVy OVi) _
VRV =¥ <8y 0z’ 0z Oz’ Oz 8y>_

DOV, 90V, 09V, 99V, 99V, 90V

_%834 6x82+6y82_8y8x+8z8x 0z Oy

?x?-F:ﬁ,€~€x7:O. (5)

jsou matematickymi identitami a jsou splnény pro vSechna F' a 7

Rovnice

Pr. 1.7.

Zadani: Dokazte rovnost ? X ? X 7 = ? . (? . 7) — Av.

ReSeni: Leva strana rovnice je:

T P (U M e O Py

(Ve V. PV PV, V. 2V, 0PV, PV, oV, PV, 0PV, 0,
S\ Oydxr  0y? 022 020x’ 020y 022 0x2  Ox0y 0xdz 0x2 0%y  Oydz )’

Pro pravou stranu plati:

ox | Ay | 0z

e.@v):v.(@vxﬂ%wz):
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o*v, 9%V, 9*v, 9%V, 9*V, 8%V, 9*V, 0%V, 0%V,
= 5+ + , + =5+ , + + ==
Oz Oydx  0z0x O0x0y Oy 020y’ 0x0z Oydz 0Oz
7 0V, 82Vx o*v, o*v, 9*v, 9%V, 0%V, 9*V, 9%V,
A + ) + + ) + + :
83@2 8y2 0227 0x? Oy? 07227 0x? Oy? 072
Odectenim obou uvedenych ¢lent pravé strany rovnice obdrzime vyraz, ve ktery jsme rozvinuli
stranu levou.

1.4 Integral po kfivce

Krivkovych integrald existuje vice druhil. V této ¢asti kapitoly si ukdZeme chovani jednoho

z nich, kfivkového integralu druhého druhu, ktery budeme v téchto skriptech pouZzivat.

Po kifivce budeme integrovat vektorové pole V. Pokud je integraéni kiivka c oteviend, pouzi-

jeme oznadenf pro integral [V - d7, pokud kiivku ¢ uzavieme do smycky, integral oznacime
C

¢ 7 S d7 (v dalsim textu pro stru¢nost nebudeme vzdy zapisovat oznaceni pro cestu kiivky
(&

¢). Vidime, ze vyraz 7 -d7 vyjadFuje skaldrni soudin vektorového pole a elementu polohového
vektoru (dz,dy,dz).

Obecné vysledek integralu zavisi na integraéni cesté, proto musime zvolit kiivku, podél
které integrujeme. Jako soufadnice na kfivce slouzi parametr 7. Pivodni sourfadnice se stanou
funkcemi tohoto parametru (x (7),y (7),2 (7)) . Integral lze zapsat jako

/7 47 = /7 dT_/(Vax-‘rVa v >dT.

0 Yo or

Pole, pro které vysledek integralu nezévisi na zvolené kiivce se nazyva konzervativni
(kupfikladu gravitacni ¢i elektrostatické).

Pohybujme se z bodu A do bodu B po dvou riznych ki¥ivkich ¢; a ca. Vysledkem integréalu
v piipadé konzervativniho pole je ¢islo - kupiikladu I, které vychazi pro oba integraly stejné.
Pokud u druhého z integralti zaménime hodnoty intervalu, bude prubéh integralu z bodu B
do A a integral vyjde —1I. Se¢tenim obou integralti obdrzime

B A
/7-8;c17+/7~a;d f? (Wdr_f =0
c1A c2B c10c2

Pohybujeme-li se v konzervativnim poli po uzaviené kfivce je vysledek integralu vzdy nulovy.
Lze ukazat, Ze pole, pro které vysledek integralu nezavisi na integra¢nf cesté, musi splitovat
rovinici X = 0. Tento dikaz je vSak komplikovanéjsi a k vyfeSeni bychom potfebovali

slozitéjst matematlku
Nekonzervativni pole pozname tak, Ze nespliiuje vyse uvedené rovnosti ? 7 # 0 a

§V A7 £0.

C

Pr. 1.8.

Zadani: Ukazte pro rizné t¥i kiivky, Ze k¥ivkovy integral s pocatkem kiivky 7 = (0,0,0)
a koncem kiivky 7 = (1,1,0) z vektorového pole V' = (z,y,0) nezavisi na integracni kiivce.

12



Regeni: Zvolme jednoduse prvni cestu podél os

1 1
= [V .a7 = =z —1
I / d7 O/xdx—l—o/ydy (1+1)=1

C

N —

Pro prvni cestu ani nebylo potfeba pouzivat parametrizaci. Pro druhou cestu zvolime para-
metrizaci linedrni kiivky

3 3 B dv _ Oy _ 0z _ o
x—T,y—T,Z—O = 5—175— 87 O:>7 TTO W—(1,170)

Kf¥ivka bude na intervalu 7 € (0;1)

I_/7 a7 = /7 dT_/T+T /12 dr = 1.

Tiet{ kfivku zvolime jako parabolu

0 0 0
T=T, Y= TQ,z*Oé—xfl, y:QT, &

%
o _ —(r,720), ZL =
or or 0, = ‘_} (T’T ’O) ’ (1,27,0).

or or

Krivka bude opét na intervalu 7 € (0;1)
72 4t
I—/7 d7 = /7 dT—/(T+273)dT:[2+2] =1.
0

Pr. 1.9.
Zadani: Vypoctéte kiivkové integraly pies stejné kifivky a stejné pocatecni a koncové body
jako v minulém pfipadé z vektorového pole V' = (y, —x,0).

Regeni: Prvni cestu podél os si rozdélime na dvé ¢asti — a) podél osy x a b) podél osy .
Zde v8ak na rozdil od pfedeslého piikladu zalezi na tom, podél které osy integrujeme diive.
Zvolme

or
or

a—)
D r=1, y=7 = 2,=0, yy=1 = V =(r—1,0), 8—T:(0,1,0).

-
1 1
/Odr—l—/—ldr =7l =—1.

V piipadé, ze nejdiive zvolime cestu podél osy y a) a poté osy = b), vysledek se zméni na

a) z=1, y=0 = zr=1 y,=0 = 7:(0’_7—’0)7 = (1,0,0),

Vysledny integral bude

a—>
Q) 1=0, y=7 = 2,=0, yp=1 = V =(r,0,0), 8—7":(0,1,0),
T

13



or
b z=7 y=1 = w,=1, y,=0 = V =(1,-7,0), 5 = (1,0,0),

1 1
/0dr+/1d¢=7|3= 1.
a)0

b)0

Pokud si za kiivku vybereme piimku

1
8—>
T=T,Yy=7T = 2,=1,9y,=1 = 7:(7',—7',0), 8—::(1,1,0) = /OdTZO.
0

Pokud se rozhodneme pro parabolu

a—)
t=71, y=1°> = zr=1 y,=21 = 7:(72,—7,0), 8—T:(1,27,0)7
T
1
31
1
/—TQdT:—g =—3
, 0

7 tohoto vysledku vidime, Ze vysledn& hodnota integralu zavisi na zvolené cesté.

Piiklady k procvicéeni 1.1.

Derivujte parcidlné podle viech proménnych: f1 = ¢ +z + y? + 23, fo = ctsin(zyz),
cos (ct)

fo=—5— kder? =a® 447+ 22

Priklady k procviéeni 1.2.
Najdéte divergenci a rotaci vektorové pole 7 =w(—y,,0).
Priklady k procviéeni 1.3.
Dokaizte identitu: ? X (7 X 7) — 27 = ﬁ, kde 7 = (z,y,2) a 7 je konstantni vektor.

Piiklady k procviéeni 1.4.

Dokarte identity ¥ x (7F) — FYXV + (?F) V., V. (VF) —FV- V4 (?F) v,
kde 7 predstavuje obecné trojrozmérné vektorové pole a F' obecnou funkci.
Piiklady k procvicéeni 1.5.

Vypodtéte integral po tiech riznych libovolnych kiivkach z bodu 7 = (0,0,0) do bodu
7= (1,1,1). Vektorové pole je 7 =(y,—x,2).

Doporucena literatura

Elekt¥ina a magnetismus (Sedlak, Stoll), 2002: str. 553-575
Feynmanovy pFednasky z fyziky 2, 2001: str. 13-61
Elektromagnetismus (Andrej Tirpak), 1999: str. 60-61, 76-79, 93-103
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2 Elektrostatika

2.1 Coulombiv zakon

Elektrostatika studuje jevy spojené s asové neménnym elektrickym nébojem, ktery vyjadiuje
vlastnost ¢astic pusobit na sebe vzajemnou silou. Mame-li v urcité vzdalenosti dvé nabita
t&lesa (obsahujici nenulovy naboj), pak také na tato télesa plisobi vzajemna elektrostaticka sila.
Jako piiklad poslouZzi pfitahovan{ nabitych papirkii s opacné nabitym balonkem & odpuzovani
nabitych vlasi (viz obréazek 4).

Obrézek 4: Pusobeni elektrostatického pole.

Experimenty ukazaly, ze pro pfipad dvou bodovych naboji @ velikost této sily zavisi na
druhé mocniné prevriacené hodnoty vzdélenosti stfedi r téchto naboji. Sila dale zavisi na
velikosti jednotlivych nédboji. Pro pfipad shodnych znamének néboju je sila odpudiva, pro
ptripad opa¢nych znamének naboji naopak pfitazlivd. Tento zédkon se nazyva Coulombiv
zakon a zndte jej ve tvaru:

1 |Q1]]Qo2]

dmeo |73 — 7Y

kde 4meq je konstanta urcujici velikost interakce, B oznacuje polohovy vektor prvniho naboje a
2 polohovy vektor druhého naboje. Casto se rozdil téchto vektori oznacuje jako T =137
Vzdalenost naboji oznacuje velikost rozdilu téchto vektorii = |75 — 71|

Sila je vektorova veli¢ina, vyraz lze upravit do vektorového tvaru. Vektory sily ptisobici na
¢astice s ndbojem 1 a Q2 miZeme napsat jako

- Q1Q2 (7 — 73) Ty = Q1Q> (73 — 77) = Fy=—Fy (6)
dreo |7 — 73| dmey |75 — )

Uvazujme nyni testovaci ¢astici s malym nabojem ()1 = ¢ a polohovym vektorem H=T.
Stejnym zptsobem upravime Qs = Q a 73 = 7'. Pojmem maly naboj myslime takovy naboj,
jenz je zanedbatelny vidi ostatnim nabojum, které lezi v jeho okoli. Na tento naboj ptsobi
sila dana vztahem (6). MuZeme uvazovat nekone¢né mnozstvi nekonetné malych naboju (s
celkovym nébojem vid okolnimu zanedbatelnym) ve vSech bodech prostoru. Kazdému bodu
tak pfifadime vektor sfly a dostaneme vektorové pole. Vzhledem k tomu, Ze nédboje testovacich
¢astic jsou malé, i vektory sily pisobici na testovaci ¢astice budou malé. Jestlize vektor sily
vydélime nabojem testovacich ¢astic, ziskdme novou veli¢inu, vektor elektrické intenzity
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. 3 e —
Obrazek 5: Zakresleni vektord ry, 79, 79 — 77.

ﬁ = — ktery popisuje vektorové elektrické pole v blizkosti nabitého télesa. Znaméjsi zapis

F=qE.

tohoto vztahu vypadé takto:

Pro pfipad bodového naboje lze odvodit

ﬁzﬁ__QQ (73 — 1) Q (7' -7) Q (7 -7

Q1 dmeo |73 — )P Ameo |7 — 7P " dmeg 17— 7
tedy
dmeg |7 -7

Pfipomenme, Zze 7 madi polohovy vektor zdroje o naboji Q a 7 polohovy vektor mista, kde
chceme znat vektor elektrické intenzity. Casto se zdrojovy naboj vliozi do pocatku souradnicové
soustavy — pak 7' = (0,0,0) :

Z_ Q7 Q7

" Amegr3’ Amegr3’

Vypoctem velikosti téchto vektord ziskdme dobfe znamé vztahy ze stiedni Skoly

Q 7 Qq

Awegr?’ T Awegr?’

Pr. 2.1.

Zadani: Uvazujte dva stejné bodové naboje o shodné hmotnosti a shodném naboji. Naboje
jsou od sebe vzdaleny r. Jaky mus{ byt pomér mezi nabojem a hmotnosti, aby se elektrostaticki
sila vykompenzovala s gravitacni? Nepfedpoklddame, Ze by v okoli ndboji byly jesté dalsi
zdroje elektrostatického ¢&i gravitaéniho pole.

Reseni: Pro vypocet pouzijeme velikost vektoru sily v Coulombové zikonu (6) a Newto-
mimesg
r2
ze velikosti sil se rovnaji, pak lze napsat

m? 1 Q2 Q
GT — = E = v/ 47T€0G.

r dmeg 12

nové gravita¢nim zdkonu Fg = G , kde mi = ms = m a Q1 = Q2 = Q. Uvazujeme-li,
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E(r)~r?

Y

Obréazek 6: Velikost vektoru elektrické intenzity v blizkosti bodového néboje.

Komentar: Tento podil je velmi malé ¢islo. Elektrostatickd interakce se projevuje domi-
nantnéji nez interakce gravitacni. Silu gravitaéni mizeme pozorovat pouze diky tomu, Ze ve
velkych méritkach se soucet kladnych a zapornych nébojt blizi nule, a tak i vysledna elek-
trostaticka sfla je blizka nule. I kdyz Coulombiiv zdkon a Newtoniiv gravitacni zakon jsou si
velice podobné, svou podstatou se naprosto lisi.

2.2 Princip superpozice

V elektromagnetismu plati jeden velmi dilezity princip. Nazyva se princip superpozice a
vychazi z toho, ze diferencidlni rovnice popisujici vztah mezi zdrojem pole a polem samotnym
jsou linearni. Tento princip lze vyjadfit jednoduse tak, ze pokud jeden zdroj vytvari vektorové
pole A a druhy As, pak vysledné pole okolo obou zdroji je dano soudtem obou poli =
A1+ Ajs. Princip superpozice ve fyzice neni samoziejmy (vezméme si napiiklad séitéani rychlosti
relativisticky se pohybujicich t&les). Pro vektor elektrické intenzity princip superpozice plati.
Pro pfipad mnoha naboji @); s polohovymi vektory 77’ 1ze celkovou elektrickou intenzitu

v bodé 7 zjistit ve tvaru ?
Qz - 7“1 )
471'60 Z (8)

Pr. 2.2.

Zadani: Uvazujme ¢tverec o délce stran 2a, v jehoZ rozich jsou uloZeny naboje. Uvazujme,
ze stfed Ctverce lezi v pocatku soutradnicové soustavy, jez je popséna osami x a y. Naboje
v rozich se rovnaji: Q1 = Q v bodé (z,y) = (a,—a), Q2 = Q v bodé (z,y) = (a,a), Q3 = —2Q
v bodé (z,y) = (—a,—a), Q1 = —2Q v bodé (z,y) = (—a,a) (viz obrazek 7). Najdéte vektor
elektrické intenzity uprostied ¢tverce. Urcete jeho velikost.

e_; eni: Studujeme-li elektrickou intenzitu v poc¢atku souradnicové soustavy, lze uvazovat
7 = (. Podle vztahu (8) miZeme napsat
%
Q@ (a-a Q (,-1)
dmeo 77/ Ameo (a2 + a2)*? dmega® 232
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Obréazek 7: Intenzita v blizkosti ¢ty ndboji.

Stejnym zpusobem zjistime i elektrické intenzity od zbylych zdroju

B, ¢ (L) 2 20 (-1,-1) 3 20 (L1

Amega 23727 73 T dpega® 2372 YT Apega® 2372

Princip superpozice fika, ze vyslednd intenzita je dana souctem jednotlivych elektrickych in-
tenzit

::4wgm2z;2K—z,—2)+(—2,%-—Uﬂ—1>‘(L1”::4wgm2(?2f)

Velikost vektoru elektrické intenzity je rovna

Q 3
E= =
drega® /2

Komentar: Vektor elektrické intenzity v po¢atku soufadnicové soustavy mii{ do zapor-
ného sméru osy x. Tento zavér lze odhadnout na prvni pohled, uvazite-li, Ze kladné naboje
lezi na poloze kladného x a zadporné ndboje na poloze zaporného x. Naopak podél osy y je
zdroj rozlozen symetricky a slozky se tudiz odeétou.

2.3 Elektricka intenzita obecného zdroje

Uvazujeme-li systém malych spojité rozlozenych naboji d@, z nichz kazdy generuje malé
elektrické pole d E', pak lze intenzitu od jednoho z malych naboji zapsat ve tvaru

dQ (7 -T7)
dﬁ_h%ﬁ—?ﬁ
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Stejné jako v ptredeslém piipadé 7 oznacuje polohovy vektor ndboje dQ a 7 znad polohovy
vektor mista, kde chceme znat vektor elektrické intenzity. Diky principu superpozice lze najit
celkovou vyslednou elektrickou intenzitu jako soucet jednotlivych intenzit. V piipadé nekoneé-
ného mnozstvi na sebe nalepenych nekone¢né malych ¢asti lze od souétu ve vztahu (8) piejit
k integralu

1 (7 - 7")dQ
N 4mo/ 7 — 7P )
Uvazujme nyni ti typy rozloZeni naboje:

e objemové: naboj se rozklada v celém objemu, plati dQ = o (77) dV".

e plosné: naboj pokryva plochu, plati dQ = o (7') dS".

e linearni: naboj je rozlozen na kiivce, plati dQ = 7 (7') dl’.

Je dilezité si uvédomit, ze hustoty (objemova o, plosna o, linearni 7) zavisi na souiadnicich
2, vy, 2. Dané elementy dV’, dS’, dI’ tyto souifadnice obsahuji. Po zintegrovani je elektricka
intenzita funkci pouze soufadnic z, y, z, polohy bodu, kde intenzitu studujeme.

Pr. 2.3.

Zadani: Vypoctéte vektor elektrické intenzity ve vzdalenosti r od bodového néboje.

Regeni: Je-li zdroj pole bodovy, lze hustotu zapsat jako delta-funkci. Uvazujeme-li bodovy
nédboj lezici v pocatku soufadnicové soustavy, pak lze hustotu uvaZovat ve tvaru
0o = 6(7NQ = §(=)d(y)d()Q. Jak jsme uvedli, pro integral z funkce vynasobeny
delta-funkei platf [ f (z) 6 (z) dz = f(0). Celkové elektrickd intenzita je

_Q [(T=TNéENs)s(Nddydy Q@ T
dreg 7 -7 dmeg |72

V ptipadé posunuti bodového néboje z pocatku soufadnicové soustavy do obecného bodu
obdrzime opét vztah (7).

Komentar: Pisobime-li divergenci na ziskany vektor elektrické intenzity, obdrzime opé-
tovné delta-funkci vynésobenou konstantou (viz komentar piikladu 1.5)

T E- 997 _Q wms (7) = L7y = 2

4meg ’7’3 N 4dmeg €0 €0
Odtud vidime vyznam konstanty 47 v divergenci W v piikladu 1.5.
Divergenci lze obdobnym zptsobem pusobit i na rovnici (9)
1 (7 =7 1 o(7')
VE(7)= VU e av = o [ans (7 - 7)o () av’ -
()= gry | T e (V' = o [amo (7= 7)o (7)av’ = £

Pomoci rovnice (9) muzeme vypocitat elektrickou intenzitu ze zdroje popsaného hustotou

naboje o. Rovnice
p
E =2 10
V-E-Z (10)
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popisuje cestu opacnou, zde zname intenzitu a zjistujeme hustou. Rovnice (9) a (10) jsou si
ekvivalentni. Rovnice (10) je prvni z Maxwellovych rovnic a mizeme ji pouzit pro jakykoli
elektrostaticky zdroj popsany hustotou p. Tuto rovnici nazyvame Gausstv zakon v diferen-
cialnim tvaru.

Pr. 2.4.

Zadani: Uvazujme homogenné nabitou tsetku o délce 2a lezici na ose x. Stied tsecky lezi
v podatku souradnicové soustavy. Vypoctéte elektrickou intenzitu mimo usecku a) na ose x b)
na ose y (viz obrézek 8).

a a Ea= (Ex00) X

Obréazek 8: Intenzita v blizkosti nabité tyce.

ReSeni: Element naboje rozloZeny na ose x zapieme ve tvaru dQ = 7da’, kde 7 = 79 pro
¥ € (—aj;a) aT =0 pro 2’ € (—oo;—a) U (a;00) . Integral pro vypocet elektrické intenzity
pak lze zapsat jako soucet t¥i integrali s riznymi mezemi, z nichZ jediny nenulovy bude ten
s mezemi =’ € (—a;a).

Polohovy vektor zdroje nachézejictho se na ose  oznaéime 7' = (2/,0,0).

a) 'V pripadg, ze studujeme elektrickou intenzitu na ose z, lze napsat polohovy vektor
mista, kde studujeme intenzitu ve tvaru T = (2,0,0). Je zfejmé, ze je-li zdroj rozlozeny na
ose x, pak intenzita studovand na ose x bude opét mifit ve sméru osy z a zjevné £, = 0 a
E, = 0. Uvazujme, ze bod, kde studujeme elektrickou intenzitu, lezi na kladné ¢asti osy =,
tedy x > 2’. Nenulova slozka elektrické intenzity vyjde:

a a
1 x—a To da’ To 1 “
E = - d , = = =
* 47T€0/(:c—:c/)‘5T0 v 47r€0/(x—x’)2 dreg (v —2')|_,
—a —a
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T0 1 1 To 2a Q 1

~ Adreg (x—a) (z+a) T dmega?—a®  Amega?— a2
Pro x >> a vyraz pfejde do Coulombova vztahu, kdy velikost vektoru elektrické intenzity

zéavis{ na pfevracené hodnoté druhé mocniny vzdélenosti x. Pro x = a + ¢, kde ¢ je malé vidi

1 1
a (x se blizi k a), je piispévek od @) == mnohem vétsi jako @) = c120) proto
T0 1 T0 1

se elektrickd intenzita v tomto bodé ptiblizné rovna F, = = -.
ey (x —a)  4drmege

b)  Pro pfipad studia intenzity na ose y lze polohovy vektor zapsat jako 7 = (0,9,0)
(zdroj bude opét (2’,0,0)). Vzhledem k tomu, Ze z pohledu ze sméru osy y je priklad levo-pravée
symetricky, pro slozky elektrické intenzity na ose y plati E; = 0 a E, = 0. Nenulovou slozku
elektrické intenzity druhého zadani vypocteme takto:

a a

E 1 / y d / 7-0 ml
= Todx' = =
Y dmeg (x’2+y2)3/2 0 dmen y\/2"2 + 2 .

—a

2a Q 1

47'('80 [y a2+y2 Yy /a2+y2 471'50 YA /a2+y2 47-(50 y\/m

Pro velké vzdalenosti od nabité tsecky y >> a prejde vyraz opét do Coulombova vyrazu.
Snadno si pfedstavime, Ze v obou p¥ipadech - jak a), tak b), se bude jevit usetka ve velkych

vzdalenostech jako bod. Pro y << a bude intenzita rovna E, = . Stejny vysledek

dmegya
obdrzime, jestlize studujeme elektrickou intenzitu v blizkosti nekone¢né dlouhé nabité ptimky.

V tomto piipadé nezéavisi intenzita na prevracené druhé mocniné vzdalenosti, ale na mocniné
prvni.

Na zakladé experimentt bylo objeveno, ze Coulombiiv zakon plati jak pro sférické zdroje,
tak pro bodové zdroje. Tento fakt neni bez hlubsi tivahy samoziejmy. MuZeme jej v8ak jedno-
duse dokézat.

Pr. 2.5.

Zadani: Vypoctéte vektor elektrické intenzity ve vzdalenosti r od stfedu homogenné nabité
koule (viz obrézek 9). Uvazujte | 7| > R.

Reseni: Tento piiklad lze vyfesit prostym dosazenim do rovnice (9). Vypocty v obecném
pripadé vsak budou relativné komplikované. Pro zjednoduSen{ uvazujme, zZe stied koule lezi
v pocatku soutradnicové soustavy a bod, ve kterém chceme intenzitu studovat, lezi na ose z.
(V ptipadg, kdy se chceme zabyvat jinym bodem neZ na ose z, celou soustavu muzeme natocit
diky kulové symetrii.) Pro kazdou ¢ast koule s nenulovym x a y existuje stejné ¢ast koule lezici
v poloze se zapornymi hodnotami x a y. Diky tomu jsou slozky E, a E, pro pozorovatele na
ose z nulové (protilehlé prispévky se diky principu superpozice vyrusi). Jedinou nenulovou
slozkou zustane F,. Dosazenim obdrzime

T -7 = (—w/,—y’,z - z') = ‘7 — ?'}2 =22 +y?+ (z — 7/)2 =% — 222 + 22

z—ova slozka vektoru elektrické intenzity bude rovna

1 / (z —2)dQ
E. = .
dmeo J (12 — 222" + 22)3/2
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Obrazek 9: Intenzita v blizkosti nabité koule.

Uvazujeme-li homogenné nabitou kouli, 1ze element dQ zapsat jako dQ = odV’, kde o je funkci
2,1y, a 2. Pro danou symetrii je vyhodné pouZivat sférické souradnice. Hustota o tak zévisi
pouze na radialni souadnici 7. V piipadé homogenn& nabité koule pro r’ < R zGstava hustota
konstantni ¢ = gg, pro ' > R je hustota nulova, ¢ = 0. Urcity integral z nulové funkce se zase
rovnd nule. Integrél ptes celou oblast lze rozdélit na dvé ¢éasti v zavislosti na tvaru hustoty
=1+ =17

I >R r'<R 1'<R

V piipadé kartézskych soufadnic (bez zahrnuti oboru s nulovou hustotou) uvazujeme in-
tegra¢ni interval ur¢itého integralu ve tvaru =’ € (—o0;0), ¢ € (—o0;00), 2/ € (—00;00).
Piechodem na sférické soufadnice a omezenim integralu na r’ < R intervaly integralu piejdou
do tvaru 1’ € (O; R), ¢’ € (0;27), 0" € (0;m).

P#i prechodu od kartézskych soufadnic ke sférickym potfebujeme transformovat element
dV' = da/dy/dz’. K této transformaci se pouziva tzv. Jakobian. Napiiklad pfechodem od
soufadnic x, y, z na soufadnice a, b, c Jakobian nabyva tvaru absolutni hodnoty determinantu
matice:

Oda 0b Oc
J—| % 9y 9y
da 0b Oc
da 0b Oc
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Integral je v novych soufadnicich mozno zapsat

/f (7)dV = /f (a,b,c)|J|dadbde.
Prechod z kartézskych soufadnic do sférickych lze zapsat ve tvaru

' =1 cos(¢)sin (0'),
y' = r'sin (¢')sin (0'),
2 =1r"cos (),

kde Jakobian nabude tvaru |J| = r?sin ().
z—ovou slozku elektrické intenzity lze s témito Upravami zapsat ve tvaru:
2r 7w
/// z—1'cos (0)) r?sin (') dr'd0’d¢’
47Tf:‘o 12 — 2217 cos (0') + 22)%/
™ R

B 27rgo// z—1'cos(0)) r?sin () dr'dd’
0

dmeg — 2217 cos (0) + 22)3/?

2 _ 221" cos (9 ) + 2% =, 22r'sin (9') do’ = da‘

2

(r+2)° R
~ 2moo / / (22 —r2 4 a) r'dr'da _
 dmeg 42203/? a
(r'—2)* 0
R _ a=(r'+2)?
_ 2moo / (22 —17?) N 201/2 S _
4meg 422a1/2 472
0

- el (r’—z)2

a=(r'+z)2

R
22— 1/2 . _
= 4250/[ NYE (a ) r'dr =
0

- a=(r'—z)>

V tuto chvili je rozumné se pozastavit a zamyslet nad dosazenim do mezi o. Dosadime-li meze,

ziskame odmocninu z mocniny \/ (' & 2)* = |1/ + z|. Musime rozliSovat, zdali objekt v abso-
lutni hodnoté je kladny, ¢i zaporny. Velic¢iny 7’ i z jsou dle zadani vzdy kladné, tedy i jejich
soucet 7’ + z vyjde jako kladné &islo. V piipadé rozdilu je t¥eba uvaZovat, jestli vySetfujeme
intenzitu uvnit¥, ¢i vné koule. Vné plati, ze z > r/, protoze r’ dosahuje maximalné hodnoty
poloméru koule R < z. Zabyvame-li se intenzitou uvnitt koule, integral rozdélime na dvé casti

z> 1" a z <r' (viz komentar). Pro studium intenzity vné koule plati:

R

00 (22 —1"%) (22 = r2)
422 / Ptz (' +2) - I (z =) | r'dr’ =
0
R \ o
___ ;00 3_
= 42260 / [ ] r'dr 42250 3R 4772250’
0
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4
kde naboj @Q koule mtzeme vyjadiit QQ = ooV = Q0§7TR3.

Komentar: 7 vysledku vidime, Ze pro sférické zdroje elektrického pole plati Coulombiv
zékon stejné jako pro zdroje bodové. Vysledek lze pfi posunuti po¢atku a posunuti bodu, ve
kterém méffme intenzitu F, zapsat ve tvaru (7). Vypoctem se da dokéazat, ze kdybychom se
zabyvali intenzitou uvniti koule R > z, pfispévky nachazejici se nad z by ve vysledku byly
nulové. Do elektrostatického pole by pak prispival pouze zdroj nachézejici se pod z.

Ve vyge uvedeném piikladu bylo potfeba vypoéitat pfechod v elementu objemového inte-
grédlu dV = dadydz z kartézskych soufadnic k novym soufadnicim a, b, c popsanych pomoci
zévislosti 7 (a, b, ¢). Tohoto pechodu se docililo pouzitim Jakobianu: dzdydz = |J|dadbde.

Podobné ptechody je potifeba pouzit i v pfipadé prechodd k novym soufadnicim v piipadé
dl a dS. Nize uvedené vztahy odvozovat nebudeme.

K#ivku v prostoru lze parametrizovat pomoci jednoho parametru. V piipadé délkového
elementu di je pfechod od soufadnic 7(a) k parametru a proveden pomoci

2 2 2
A7 = (dz,dy,dz) = dIl = |d7| = V/da2? + dy? + d22 = 9" (99) 4 (22 g
da da Oa

Pro popis plochy jsou jiz potfeba parametry dva 7(@, b). V pfipadé plosného elementu je

pfechod dan > o
48 =27 9" Gady = dS=|dF| =
Oa ob

or\> oy 2 0\ | /02\? oy 2 792\ OxOdxr Oydy 0z0z 2) /2
= — |+ttt 1 tls )t =) sttt 5 dadb.
Oa da da ab ob ob Oa 0b  OJa 0b  Oa Ob
Je-li plocha S uzaviené, porad{ soufadnic a a b se voli tak, aby vektor d? sméfoval ven z
uzaviené plochy.

Obrazek 10: Elektricka intenzita v blizkosti nabitého prstence.
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Priklady k procvi¢eni 2.1.

Vypoctéte, jaky je pomér mezi elektrostatickou a gravitacni silou pisobici v atomu vodiku
mezi protonem a elektronem.

Priklady k procviéeni 2.2.

Vypoctéte elektrickou intenzitu na ose nabitého tenkého prstence o naboji @ a délkové
hustoté naboje 7 a poloméru R (viz obrazek 10).

Priklady k procvi¢eni 2.3.

Uvazujte homogenné nabity (plo$na hustota naboje je o) tenky kruh o poloméru R leZici
v roviné z = 0. Stied kruhu se nachazi v bodé 7 = (0,0,0) . Urcete vektor elektrické intenzity
na ose kruhu ve vzdélenosti z od stfedu kruhu.

Piiklady k procviéeni 2.4.

Uvazujte tlustou sférickou slupku o vnitinim a vnéjsim poloméru R; a Rs. Slupka je
homogenné nabitd s hustotou naboje o. Vypoctéte vektor elektrické intenzity v libovolném
bodé uvnitt slupky r < R;.

Priklady k procviéeni 2.5.

Uvazujte nabity ¢tverec o délkové hustoté 7 a délce hran 2a. Jaka je elektrickd intenzita
na, ose Ctverce? Uvazujte, ze stied ¢tverce lezi v bodé T = (0,0,0) a rovina, ve které ¢tverec
lezi, je ddna z = 0.

Doporucena literatura

Elektfina a magnetismus (Sedlak, gtoﬂ), 2002: str. 17-27, 31-84, 43-46
Feynmanovy prednasky z fyziky 2, 2001: str. 63-67
Elektromagnetismus (Andrej Tirpak), 1999: str. 21-43

Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: kap. 22, 23
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3 Skalarni potencial

3.1 Skalarni potenciil bodového zdroje

1
V pitkladu 1.6 jsme uvedli, Ze vyraz W se rovné minus gradient W Jestlize prvui vyraz je
umérny vektoru elektrické intenzity bodového zdroje, pak druhy vyraz mize byt imérny jiné
fyzikalni veli¢iné popisujici bodovy zdroj. Pokud tuto novou veli¢inu oznacime ¢, lze zapsat
zévislost mezi ¢ a E pomoci nasledujiciho vztahu (¢ je funkce soufadnic)

E=_Vo. (11)

7 této rovnice vyjadiime novou fyzikilni veli¢inu - skalarni potencial:
-
gp:—/ﬁ.d?, (12)
A

kde Z znadi pocateéni bod (bod, kde je potencial roven nule) a bod 7 urcuje koncovy bod
(zde chceme zjistit hodnotu potencialu). Diky identitAm vime, Ze plati ? x Vo =0 =
X ﬁ = 0. Elektrostaticka intenzita je pole konzervativni, vysledek integralu (potencial)

nezavisi na integracni cesté (viz kapitola 1.4). Jednoduchym vypoctem odvodime potencial v
bodé 7 od bodového naboje Q umisténého v bods 7’ ve tvaru

_ Q
W*m‘*‘fﬂ (13)

kde K znaci konstantu odpovidajici hodnoté integrélu v bodé Z Gradient této konstanty se
rovnd nule. Diky zminéné konstanté je ndpadné podobmnost mezi vySe uvedenym integralem a
neur¢itym integralem.

Lze jednoduse dokazat, ze gradientem potencialu (13) ziskame elektrickou intenzitu bodo-
vého néboje popsanou rovnici (7). Potencial, stejné jako potencidlni energie, neni definovan
jednozna¢né. Tuto nejednoznacnost Fesi zvoleni konstanty K, ¢imz se definuje hladina nulo-
vého potencidlu. Casto se napiiklad voli nulovy potencial v nekone¢nu, pak K = 0. Obrazek 11
znézoriuje zavislost potencialu na radialni soufadnici pfi volbe K =0a 7/ = (0,0,0).

Potenciél lze chipat jako potencidlni elektrostatickou energii vztaZenou na jednotkovy
naboj ¢ = — (neplést energii s velikosti elektrické intenzity).

Uvazujme nyni analogii mezi elektrostatikou a mechanikou. V druhé kapitole jsme si uvedli,
7e vztah mezi intenzitou a silou mé tvar: F = g FE. Mizeme i silu vyjadrit jako gradient néjaké
skalarni veli¢iny? Ano, touto veli¢inou je potencidlni energie Ep : = —V - Ep. Stejnym

w
zpusobem lze uvazovat dalsi veli¢inu analogickou k praci W: napét{ U = —, které miizeme
vyjadrit také jako rozdil dvou potenciali U = @1 —@a. Pokud opustime elektrostatiku mizeme
pridat jesté jeden vztah. MnozZstvi prace za ¢as udavé vykon P = e Uvazujeme-li v ¢ase
konstantni napéti (napiiklad na vodi¢i s odporem) a proud pohybujicich se nabitych Eastic,
ktery udava mnozstvi proslého naboje za cas I = —q, pak vykon ziskdme ze vztahu P = U1.

Rovnice spojujici elektrické veli¢iny s mechanickymi popisuje tabulka 1.
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Obrazek 11: Skalarni potencial v blizkosti bodového naboje.

Pr. 3.1.

Zadani: Uvazujte ¢tyfi ndboje Q1 = @, Q2 = 2Q, Q3 = —Q, Q4 = —2Q) rozloZené na
Ctverci tak, ze v protilehlych rozich lezf ndboje se stejnou velikosti, ale s opaénym znaménkem.
Urcete potencidl ve stiedu ¢tverce. Uvazujte, Ze potencidl v nekonecnu je roven nule (viz
obréazek 12).

y
-2Q +Q
° »
S
SN X
o Y
-Q +2Q

Obrazek 12: Potencial v blizkosti bodovych naboji.

Reseni: Uvazujeme-li potencial v nekoneénu roven nule, pak dle rovnice (13) pro kon-
stantu K plati K = 0. Vzdélenost jednotlivych naboji od centra ¢tverce lze vypoéitat pomoci

Pythagorovy véty r = %. Stejné jako pro naboje a elektrickou intenzitu, lze i pro potencial
vyuzit princip superpozice. Celkovy potencial bude souCtem potencidli od jednotlivych
zdrojit ¢ = @1 + @2 + p3 + @4, kde

QV2 2QV2 —QvV2  —2QV?2 N

! 47TE()(Z,S02 47r€0a’('03 drega’ 4 4dmeoa 14

Zjevné v tomto pfipadé potencial nezavisi na usporadani naboji v rozich ¢tverce, na rozdil
od pripadu vypoctu elektrické intenzity, ktera je vektorem.
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Mechanicka veli¢ina Prepocet Elektricka veli¢ina
7 7
Silamezi bod. naboji | F — 4230 Ei F—gF | F= 47?50?3 EL int. bod. néboje
7 7
EPZ—f?d? Sp:_fﬁd7
A A
Potencidlni energie ElL potencial
?Z—?Ep Ep:qcp ﬁz—?np
S @ 1 Q 1 o
Ep bod. néb Ep=—" C =— C bod. nab
p bod. naboju P 4W€om+ (% 47T€0W+ p bod. naboje
W = Ep1 — Epa U=p1—¢2
Prace W =qU Napéti
Zz ZZ
W= [ Fda7 U= [ Ed7
Zl Zl
ow 0
Vkon P="0 P=UI I= a{f Proud
Tabulka 1: Srovnan{ mechanickych a elektrostatickych veli¢in
Pr. 3.2.
Zadéani: Uvazujte na ose z dva opa¢né bodové niboje Q1 = @ a Q2 = —Q. Kladny se
nachazi v bodé x = a a zdporny v bodé x = —a. Zjistéte elektrickou intenzitu a potencidl na

ose x a v roviné yz. Potencial v nekoneénu se rovné nule. Uvazujte déle, Ze |7>| > a. Potencial
v nekone¢nu uvazujte jako nulovy, tedy K = 0.

Regeni: Rozlozeni naboji, jez bylo uvedeno v zadani, se nazyva elektricky dipol. Dle
zadani lze zapsat polohové vektory jednotlivych nédboji jako 7 = (a,0,0) a 7% = (—a,0,0).
Potenciél se rovné

A )
o= _ .
Ameo {(x —a)? +y2+ zQ] 2 [(x +a)+y?+ 22} 2

Plochy konstantniho potencidlu (ekvipotencialni plochy) zobrazuje obrazek 13. Uvazujme
vzdaleného pozorovatele méficiho elektrostatické pole. Pro dostate¢né vzdéaleného pozorovatele
plati \?\ > a. Pro tuto aproximaci lze prvni ¢len potenciilu dipélu rozvést pomoci Taylorovy
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Obrazek 13: Rez ekvipotencialnimi plochami elektrického dipolu v roving z = 0 (nebo také v
y =0).

fady, kde uvazujeme malé a/x

1 N 1 n Ta
9 /2 7 1 9 2 ,211/2 2 2, ,213/2°
[$2<1a> +y2+22] (22 + 32 + 2] [22 + 32 + 22]
x
Stejny rozvoj provedeme i u druhého ¢lenu
1 N 1 za
32

a2 N e )
2 (1 7) 2 4,2
{x ( +x +y +z]

Prvni ¢leny obou rozvoji jsou si rovny. V celkovém potencidlu dipdpu se tyto ¢leny navzajem
odectou. Naproti tomu druhé ¢leny maji znaménko opacné. Celkovy potencial dipélu pozoro-
vany z velké vzdalenosti je roven
Q 2ar
Y= 3/2°
47’[’50 [.’172 + yQ + 22]

Definujme dipélovy moment jako rozdil polohovych vektort dvou naboji o stejné velikosti
a opatného znaménka vynasobeny velikostf naboje d = Q (74 — 7 _) (v naSem ptipads plati
= @ (2a,0,0) = (d,0,0)). Potenciél elektrického dipélu lze pomoci dipolového momentu
prepsat do tvaru
o d-7

= _— 14
14 dmeg | 7| (14)

Lze jednoduge dokézat, Ze tento vztah plati i pro dipél s obecnym smérem 7
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Plati-liy =0, z =0 a x > a, pak

L Q 1 1\ Q 2 . d
7~ dneo (r—a) (v+a)/ 4dmega?—a? 4dmega?’

Plati-li x = 0, pak

Q 1 1 0
S0_47r50 (a2 + 42+ 222 [a2 + 2 + 22]/? e

V roviné mezi ndboji je potencial nulovy.
V piipadé vypoctu elektrické intenzity lze pouzit dvoji postup. Bud miizeme vyjadfit
elektrickou intenzitu pfimo

2_Q < (r—ay.2)  (m+ay?) >
e [(w—a)2+y2+22]3/2 [(x+a)2+y2+z2}3/2

a nésledné provést aproximaci pro velké vzdalenosti, nebo lze zjistit elektrickou intenzitu z
gradientu potencidlu vzdaleného dipélu

ﬁi_le(??) N G I

7 ) 4o L

1
47‘(‘60 ( 5)

Vektor elektrické intenzity v blizkosti dipélu je zakreslen na obrazku 14 a). Na obrazku 14 b)
jsou zakresleny silo¢ary elektrického pole, coz jsou orientované kiivky, ke kterym jsou vektory
elektrické intenzity tecné.

Uvazujeme-li elektrické pole na ose x (kde plati y = z = 0) lze uvazovat nenulovou pouze
x—ovou slozku elektrické intenzity, ktera je rovna

1 z(d,0,0) - (z,y,2) d 2d
Ex - 3 —_ — = —.
dmeg dmega’

xb x3
Pro elektrickou intenzitu v roviné x = 0 plati

C (d,0,0)
dmeg [y? + 2%

Komentar: 7Z vypocta vidime, ze pro velké vzdalenosti od dipélu klesé intenzita s tietd
mocninou vzdalenosti. Elektricka intenzita v roviné z = 0 je kolma na tuto rovinu. Proto, kdyz
se pohybujeme podél této roviny, nekoname praci a napéti (pohybujeme-li se v této rovingé) se
rovnd nule. Potencial je stejny ve vSech bodech této roviny a to i v nekone¢nu, kde je potenciél
dle zadani nulovy.

3.2 Skalarni potenciil nebodového zdroje

Operatory nablaésou linedrnimi operatory. Lze-li pouzit princip superpozice na vektor elek-
trické intenzity FE, pak smime tento princip aplikovat i na veliiny s touto veli¢inou spojené
pomoci linearnich operatort, tedy jak na hustotu naboje p, tak na potenciél ¢.
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Obrazek 14: a) Intenzita v blizkosti elektrického dipo6lu. b) Silo¢ary elektrického dip6lu v roviné
z =0 (nebo také v y = 0).

Uvazujme spojité nabitou latku. Tuto latku sleduje pozorovatel v bodé 7. Kazdy kousek
této latky o néboji dQ méa polohovy vektor 77’. Pouzitim rovnice (13) vyjadiime element
potenciélu ve tvaru

d@

dgp = .
P dneo |7 — 7]

Diky principu superpozice lze ¥ici, ze kazdy z elementil prispiva do celkového potencidlu skrze
soucet jednotlivych elementii. Soucet nekoneéného mnozstvi nekoneéné malych elementi pro-
vedeme za pomoci integrace. Integraci pak obdrzime finalni tvar pro potencial

1 dQ
= K. 16
i 4m0/\7>—7>f|+ (16)

V&imnéme si, ze v rovnici (16) neni potencial uréen jednoznaéné. K potencidlu lze pficist
libovolnou konstantu K z diivodu, Ze i potenciédl bodového zdroje nen{ uréen jednoznaiéné
VE=T.

Stejné jako v pripadé intenzity uvazujme tyto typy rozlozeni néboje:

e Objemové: néboj se rozklada v celém objemu, plati dQ = o (7/)dV".
e Plogné: naboj rozlozeny na plose, plati dQ = o (77)dS’.
e Linearni: naboj je rozlozen na kiivce, plati dQ = 7 (7') dl’.

Zkombinujeme-li definici potencidlu (11) a Gaussiv zakon (10), obdrzime Poissonovu
rovnici pro elektrostatické pole (ozna¢me V - V= A)

Ap=——. (17)



Rovnici (16) ziskame feSenim této diferencialni rovnice pro objemové rozlozeni naboje. Pfecho-
dem od feSeni Poissonovy rovnice pro bodovy zdroj (viz komenta¥ prikladu 1.6) jsme nalezli
presné FeSeni takto slozité diferencialni rovnice. Rovnice (16) vyjadiuje potencial z rovnice
(17), a naopak rovnice (17) je vyjadfenim hustoty naboje z rovnice (16).

Pr. 3.3.

Zadani: Vypoctéte potencial v poloze 7 od stredu homogenné nabité koule o poloméru R.
Uvazujte | 7| > R.

Reseni: Pro jednoduchost si potatek soufadnicové soustavy zvolime ve stfedu koule. Stejné
jako v piipadé elektrické intenzity, v blizkosti nabité koule si nato¢ime soufadnicovy systém
tak, aby polohovy vektor byl ve tvaru 7 = (0,0, 2) , to lze provést diky sférické symetrii zadéani.
Uvazujeme-li objemové rozlozeni naboje, lze element ndboje napsat ve tvaru d@Q) = o (7’) dv’.
Stejné jako v ptripadé vypoctu elektrické intenzity zavedeme sférické soufadnice u ¢arkovanych
soufadnic dV’/ = r2sin (6') dr'dd’d¢’. Uvazujeme-li homogenné nabitou kouli, je rozlozeni
néboje o = pp pror’ < Ra ¢ =0 pror’ > R. Interval integralu rozdélime na dvé ¢asti, z nichz
integral obsahujici interval ' € (R;00) se rovna nule (to plyne z nulovosti hustoty v daném
intervalu). Ur¢ity integral z nuly je opét nula. Potencial vyjadiime vztahem

2w
(0") dr’'de’'dg¢’
/// oor'? sin (§') dr ¢1/2+K:
" e 2 — 2zr! cos (0') + 22)
om0 [ (@) dr' ¢’
:71'@0// 2 sin (0") dr 1/2+K:
dmeg / 2 — 221! cos (0') + 22)
2 7 '
WQ /T — 221 cos (9’) + 22)1/2 dr'| +K =
z
0 0
2 T
— Z7eo /T {(r’z + 221" + 22)1/2 — (7" — 221" + 22)1/2} dr’ + K,
4me z
0

zde op&t uvazujeme z > R = z—1r' >0 = |/ — z| = z— 7. Vratime-li se zpét k vypodtim,
dostaneme:

R
/
:27TQO/T [r’+z—(z—r’)}dr’+[(:
0

4dmeg
2 Rz 2 2 2r/3 2700 2R3
_ WQO/TdT,+K_ oo 27 _ 2700 K- Q LK
4meg z dreg 3z | dmey 3z dmegz
0

4 .
kde jsme pouzili pro vypocet ndboje homogenni koule vztah QQ = goV = 0o §7TR3.
Komentar: Nato¢ime-li vysledek opét do obecného thlu 0 a ¢, obdrzime jej ve tvaru
¢ = ——— + K, jenz je na studovaném intervalu identicky s potenciadlem bodového naboje

dmeg | 7|
nachézejicim se v poCatku soufadnicové soustavy.
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Pr. 3.4.

Zadani: Urcete potencial v blizkosti nabité nekonecné tenké kruznice o poloméru R, jejiz
stfed lezi v pocatku soufadnicového systému. Potencidl vySetfujte na ose z, kterd je osou
symetrie kruznice. Potencial v nekone¢nu uvazujte jako nulovy. Délkova hustota kruznice je 7p.

ReSeni: Diky symetrii problému zavedeme valcové souradnice. Kruznice se nachézi na
soufadnicich 7/ = (Rcos¢', Rsin¢/,0) . P¥ipomeiime, %e pro studovany bod na ose z plati
7= (0,0, z). Pro element néboje plati dQ = 7odl = 79Rd¢. Element délky dl kruznice bézi
od 0 do obvodu kruznice 27 R. Uhlovy element d¢ bézi od 0 do 27, proto pfepocet dl = Rd¢.
Konstanta K bude, stejné jako v predeslych pfipadech, nulovi. Potencial spocteme

27 27
I / nRdg 1 / nRd¢
Y= 4meg / (l’lQ _|_y12 +22)1/2 B 4dreq / (R2 +22)1/2 =

B 27 Ry _ Q
Ameg (R2 + 22)Y?  dmeg (R2 + 22)Y?

Pro z >> R pfejde vyraz opét do Coulombovského potencidlu ¢ = 1 .
TENR

3.3 Ekvipotenciilni plochy

Uvazujme plochy, na kterych je potencial konstantni (¢ (7) = konst), takové plochy se nazy-
vaji ekvipotenciilni. Vektor elektrické intenzity je orientovan vzdy kolmo k t&mto plocham.
P¥. 3.5.

Zadani: Urcete ekvipotencidlni plochy v blizkosti bodového naboje umisténého v pocatku
soufadnicové soustavy.

ReSeni: Pro zdroj vyskytujici se v po¢atku soufadnicové soustavy plati 7= (0,0,0).
Ekvipotencialni plocha je dana rovnici

2
7) = @ =K =2’ + 2+Z2=< ¢ > = R
#(7) dreg (22 + 2 + 22)1/2 Y dmeg K

Evidentné vyse uvedené rovnice popisuji plochy soustfednych kulovych ploch (o poloméru R)
se stfedem v pocatku soustavy soufadnic (viz obrazek 15).
Priklady k procvic¢eni 3.1.

Uvazujte homogenné nabitou tsecku o délce 2a umisténou na ose x. Stied usecky lezi
v poc¢atku soufadnicové soustavy. Vypoctéte potencidl mimo usecku a) na ose y b) na ose x.
Pouzijte oba uvedené zpusoby popsané rovnicemi (12) a (16).

Priklady k procviéeni 3.2.

Uvazujte homogenné nabity (plogna hustota naboje je o) tenky kruh o poloméru R lezici
v roving z = 0. Stfed kruhu se nachazi v bodé 7 = (0,0,0). Urete potenciél na ose kruhu
ve vzdalenosti z od stfedu kruhu. Potencial v nekonecné vzdalenosti od kruhu uvazujte jako
nulovy.
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Obrazek 15: Ekvipotencidlni plochy v blizkosti bodového zdroje.

Piiklady k procviéeni 3.3.

Uvazujte tlustou sférickou slupku o vnitinim a vnéjsim poloméru R; a Rs. Slupka je
homogenné nabitd s hustotou naboje 0. Vypoctéte potencial v libovolném bodé r. Potencial
v nekonefné vzdalenosti od stfedu slupky uvazujte jako nulovy. Nakreslete do grafu zavislost
velikosti elektrické intenzity a potencidlu na radialn{ vzdalenosti.

Piiklady k procviéeni 3.4.

Uvazujte dva bodové naboje o rtizné velikosti ndboje a znaménku. V nekonecné vzdale-
nosti od nabojit uvazujte nulovy potencial. Dokazte, Zze ekvipotencialni plocha (ta co neni v
nekone¢né vzdalenosti) pro potencial ¢ = 0 je kulova plocha.

Priklady k procviéeni 3.5.

Uvazujte potencial ve tvaru ¢ = k‘e“”’2, kde 72 = 22 + 3% + 22. Urcete vektor elektricke
intenzity a hustotu naboje.

Doporucdena literatura

Elektfina a magnetismus (Sedlak, étoll), 2002: str. 27-81, 38-46, 65-68, 96-98
Feynmanovy prednasky z fyziky 2, 2001: str. 67-72, 78-80, 98-107
Elektromagnetismus (Andrej Tirpak), 1999: str. 62-85

Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: kap. 25
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Ctvrtsemestralni pisemna prace ¢. 1.

1. Jakou hmotnost by musel mit proton, aby pfitazliva gravitacni sfla mezi dvéma protony
v klidu méla stejnou velikost jako sila jejich elektrického odpuzovani? Gravitaéni kon-
stanta: Kk = 6,67-10" " m3.s72 . kg~!, permitivita vakua ¢y = 8,85-10712 F-m~!, naboj
protonu @ = 1,6 1071 C.

2. Vypoctéte: ? X (Z X 7), kde Z znadf konstantnf vektor a 7 = (z,y,2).

3. Urcete vektor elektrické intenzity v bodé P. Uvazujte délkovou hustotu naboje 7 tenké
tyce o délce a. Vzdalenost bodu P od konce tyce je b (viz obrazek 1).

4. Urcete potencial v bodé P (viz obr. 2). Néboje se nachazi v rozich ¢tverce. Délka stran
je rovna a. Bod P lezi uprostfed ¢tverce. Potencial v nekonecnu se rovna nule.

+1Q a +2Q
0 — ¢
a x
— : b | P
P
 —— o
Obr. 1 X -1Q Obr. 2 -2Q
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4 Gaussuv zakon a vodice v elektrickém poli

4.1 Gausstv zadkon a jeho aplikace

Uvazujme Gaussiiv zakon (10). Pokud levou i pravou stranu rovnice zintegrujeme pies objem

dV, obdrzime
/?i%vz/gmufa
€0 €0

kde @ je naboj obsazeny v objemu V, pies ktery integrujeme. Existuje matematickd véta, jejiz
dikaz provadét nebudeme, ktera dokazuje rovnost integrald [V - Edv = $§ E-dS. Tato
véta se nazyva Gaussova véta a lze ji pouzit k dpravé vyse uvedeného integralu. Plocha S
ohranituje objem V. Jinymi slovy: S je uzaviend plocha jnataZend“ na objem V. Element
dS = 7dS znaci maly orientovany kus této plochy (na obrazku 16 Cerveny vytezek ze zluté
plochy), kde orientaci ur¢uje jednotkovy vektor w kolmy k plose S a mifici smérem ven z
plochy.

gt

Obrazek 16: Normélové vektory k plose S.

Gaussova véta upravi Gaussuv zédkon do integralniho tvaru
fﬁd?:Q. (18)
€0

Skalarni soucin vektoru elektrické intenzity a vektoru plosného elementu miZeme napsat ve
tvaru E . d? = FdS cos ¢, kde ¢ znadi thel, ktery tyto dva vektory navzajem sviraji, £ a dS
jsou velikosti téchto vektort.

Uvazujme nésledujici situaci: myslenou plochu S jsme vybrali tak, aby do ni vektor ﬁ
pronikal, nebo unikal ve vSech bodech kolmo. Takze plati: | dS || 7, cos(0) = 1 =

-d S = EdS. Uvazujeme-li navic, ze naboj je rozlozen tak, Ze velikost elektrické intenzity
je véude na plose stejné, 1ze velikost intenzity vytknout pied integral: § EdS = E § dS = ES.
Takto zvolené plochy a zdroje reprezentuje napiiklad kulova slupka a sféricky rozlozeny naboj
s totoznou polohou stfedu. Vektory elektrické intenzity mifi ven (¢i dovnit¥) ze sférického
zdroje kolmo na myg$lenou kulovou plochu. Navic diky kulové symetrii jsou vektory elektrické
intenzity na povrchu myslené plochy viude stejné velké (viz. obréazek 17).
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Obréazek 17: Gaussova plocha.

Vysledné rovnice je pfimy disledek Gaussova zakona a lze ji jednoduge zapsat ve tvaru

Q

T S

Diilezita poznamka: Gausstv zakon lze pouZit pro vypocet velikosti elektrické intenzity
v blizkosti symetricky rozlozenych zdroji. Mezi takové patii zdroje, jeZ nabyvaji sférické,
valcové nebo rovinné symetrie ¢i jejich kombinaci. Pro slozitéjsi p¥iklady rozlozen{ zdroje se
pouziva metoda vypoctu uvedend v predchozim textu.

(19)

Pr. 4.1.

Zadani: Uvazujte nabitou plnou kouli o poloméru R s konstantni hustotou naboje o. Jaka
je elektrickd intenzita ve vzdalenosti r od stfedu koule? Intenzitu vySetfete jak vné koule
r > R, tak uvnit¥ koule R > r.

Regeni: Myslena Gaussova plocha musi nabyvat stejné symetrie jako rozloZeni naboje.
Je-li rozlozeni zdroje sférické, nutné musi byt Gaussova plocha také sféricka. Pro plochu sférické
slupky o poloméru r plati S = 47r?. Vné koule se vysledna velikost elektrické intenzity (dle

vyrazu (19)) rovna F = ey Tento vysledek je ve shodé s vysledkem v piikladu 2.5.
TTr<En

Pro R > r Gaussova plocha lezi uvnit¥ koule. Naboj lezici uvniti této myslené plochy vsak
4 4
jiz nedosahuje Q = —7R3p, ale pouze QGauss = §7T7‘3Q. Vysledné velikost elektrické intenzity
se pak podle vyrazu (19) rovna

4
—mord

= QGauss 3 ﬂ QT

Seo  4mr2ey  3eg 4mR3ep’

Komentar: 7 vysledku je zfejmé, Ze vysetiujeme-li elektrickou intenzitu uvnitt koule, tak
intenzita roste umérné s radialni vzdéalenosti. Dosdhneme-li poloméru R, tak pror > Ri R > r
je intenzita totozna. Vné koule intenzita klesa s druhou mocninou vzdélenosti.
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Pr. 4.2.

Zadani: Uvazujte nabitou kouli o hustoté nédboje o = Ar uvnitf poloméru R a 9 = 0
vné poloméru R. Vypoltéte naboj (nachazejici se pod polomérem r), intenzitu a potencial
v zavislosti na radialn{ vzdélenosti r.

Reseni: Naboj nachazejici se pod polomérem r < R je

Q(r<R)= /ArdV = /Ar -r2sin @ drly dg|Z™ d0|F = 47rA/r3dr = wArt.
14 0

Vné koule je jiz naboj konstantni a nabyva hodnoty Q(r > R) = mAR*.
Intenzita uvnitf koule je diky Gaussovu zakonu rovna

Q(r) wArt Ar?

Seo  Anrley  4dep

E(r <R) =

Analogicky intenzita vné koule je

Q mAR* AR

E(r>R)= 77— = = .
(T ) SEQ 47‘("/“250 47“260

Intenzita vné koule, jak lze ocekavat, klesa s druhou mocninou vzdalenosti. Lze ukazat prostym
dosazenim r = R, Ze intenzita je na pifechodu (vné&jSek, vnitfek koule) spojita funkce.
Potencial ziskdme integraci intenzity

Ar? Ar3

p(r<R)=— Edr——fgo—l—Ch
AR* AR*

R =— [ 2 dr= O,

wlr > R) / 4r2e " dreg e

Polozime-li potencial v nekone¢nu rovnu nule, pak Cy = 0. Aby byl potencial na pfechodu
r = R spojity, musi platit p(r < R) = ¢(r > R), tedy

AR? B AR? N AR?
1260 = 460 1 360 ’
Kone¢ny tvar potencilu je
Ard  AR3
<R)=- —
(P(T ) 12¢ 3eo
AR*
>R)= .
(p(?“ ) 47’80

Pr. 4.3.

Zadani: Uvazujte nabity nekonecné dlouhy plny vélec o poloméru R (viz obrazek 18)
s konstantni hustotou nadboje p. Jaka je elektrickd intenzita ve vzddalenosti r od osy véalce?
Uvazujme obé moznosti, ator < R ar > R.

ResSeni: Myslend Gaussova plocha mé stejnou symetrii jako rozloZeni naboje, ma tvar
povrchu nekonec¢né dlouhého valce. Vliv podstav mtizeme zanedbat, protoze jsou nekoneéné
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daleko. Uvazujme nejprve r > R. Velikost naboje uvnitt nekone¢né dlouhého valce nabyva

Q = olTR?, kde [ zna&i délku nekoneéné dlouhého valce. Velikost Gaussovy valcové plochy
olmR* _ oR*

=—. V pfipadé r < R
2nrleg  2reg

lze vyjadiit ndboj uvniti Gaussovy plochy ve tvaru Q = olnr?. Elektricks, intenzita uvniti

vypocteme jako S = 27rl. Intenzita mimo vélec vyjde E =

vilce je B = —.
260

Obréazek 18: Gaussova plocha okolo nabitého valce.

Pt. 4.4.

Zadani: Uvazujme nekonecné dlouhy nabity drat o délkové hustoté 7. Vypoctéte velikost
elektrické intenzity ve vzdalenosti r od tohoto dratu.

Regeni: Myslena Gaussova plocha méa v tomto piipadé op&t tvar valcové plochy S = 27rl.
Q Tl T

c0S - eo2mrl - co2mr’

Elektrickad intenzita vychazi E =

Pr. 4.5.

Zadani: Uvazujme nekonecné velkou a nekonecné tenkou nabitou desku s plosnou hustotu
naboje 0. Vypoctéte velikost elektrické intenzity v blizkosti desky.

Regeni: Gaussova plocha obalujici nekonetné velky plosné rozlozeny naboj se sklada ze

vvvvv

o
plochy. Gaussovu plochu vypocteme jako S = 2ab. Elektricka intenzita vychazi E = 2
0
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Pr. 4.6.

Zadani: Uvazujme dvé velké a tenké nabité rovnobézné desky s opa¢nym nabojem o plosné
hustoté naboje desek +o. UrCete elektrickou intenzitu mezi deskami a mimo né.

Regeni: Uvazujme bod P nachazejici se mezi deskami. Necht se v blizkosti bodu P nachazi
nejprve pouze jedna deska. Intenzita od této desky se v bodé P, jak jsme jiz uvedli, rovna

E = 2 Pokud je deska kladné nabita, horizontalné orientované a bod P lezi nad ni, intenzita
€0
mi¥f smérem nahoru. Pokud je deska zaporné nabitd, horizontalné orientovana a bod P lezi

pod ni, pak vektor intenzity sméfuje opét smérem nahoru. UvaZzujeme-li dvé desky, jednu nad
bodem P (ta zédporné) a druhou pod bodem P (ta kladné), pak diky principu superpozice lze

T . C . o . o . .
zjistit, Ze velikost elektrické intenzity v tomto bodé vychazi F = —. Intenzita mimo desky
€o
vyjde kvtli principu superpozice nulova.

Pr. 4.7.

Zadani: Jaké je napéti mezi dvéma nekone¢né dlouhymi valcovymi plechy o polomérech
R; a Ry (R1 < R2) a plosnych nabojich o1 a 097 Osy valct lezi na stejné piimce. Urcete
kapacitu takto vytvoreného kondenzatoru.
Q o2rRl  oR

ResSeni: Dle Gaussova zdkona F = — = = —. Napéti indukované valcovité
Seo 27rleg re

Ry
rozlozenym nabojem lze spocitat jako U = [ Edr. Informace o ndboji na vngjsim plechu
R1

zjevné nenf pro zjisténi napéti dalezita. Vnéjsi valec uvnit¥ sebe napéti nezplisobuje, protoze
napéti je dano integralem z intenzity, kterd v tomto prostoru zavisi na hustoté naboje na

Ry 21 Ry, R
vnitini elektrodé a na jejim poloméru. Napéti vyjde U = o1 [ =dr = ESL e
€0 R; r €0 R1
€ 27le
Kapacitu kondenzatoru definujeme jako C' = Q Tedy C' = Qe — 2o
U o1R11n & In &
uin o 7
Komentar: Tento vysledek neni potfeba nutné povazovat jako nefyzikalni z divodu, Ze
2mle
Il — o0, a tedy C — oco. Pro I >> AR je mozné uvazovat s vysledkem C = TFRO jako
2
In —
Ry

velmi dobrou aproximaci popisujici realny pfipad koneéné dlouhého valcového kondenzatoru
o délce [.

Pr. 4.8.

Zadani: Uvazujte tlustou nekonecné dlouhou valcovou slupku o konstantni hustoté naboje
0, vnitinim a vnéj§fm polomér R; a Rs. Vypoctéte velikost elektrické intenzity a potencial
v zavislosti na vzdalenosti od osy symetrie r. Tyto zavislosti zakreslete do grafu.

ReSeni: 7Z Gaussova zékona je ziejmé, ze uvniti slupky je intenzita nulovad E,<gr, = 0.
V oblasti mezi vnitinim a vnéjsim polomérem milzeme intenzitu vyjadfit jako

B . Q _W(TQ—R%)ZQ_ rQ—R%
Risr<Re = oS 2e07rl T 2e0r
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Vné slupku plati
Q _r(RB-R)lo  B-R
ERZST = — = = .
€05 2eqmrl 2eqr

Potencidl 1ze vypocitat jako zaporny integral z intenzity

R? - R2

e 21n (r) + Ks.

2
r
Or<r; = K1, YR <r<r, = 5 — [R% In (7‘) a ?] + K2, Pro<r =0

280 260

Zvolime-li hladinu nulového potencidlu uvnit¥ slupky, je vysledek diky spojitosti roven

2 2
Y r r“—R
$r<Ri = 0, PR1<r<Ry = 2_80 |:R% In <R_1) — Tl] ,

0 R% — R% 9 T 9 T
L= 2 (e (D (=),
PRy< 250 |: 9 R2 n R2 + Rl n Rl

Velikost intenzity a potencial v zavislosti na radidln{ vzdalenosti jsou zakresleny v grafech 19.

¢(r)

E(r)

ERirs R)= 2%0( r'irﬁ)

Y (p(r5R1)=O 1

. =Er(R22_R1z)

1
PR <r<k) g, OO RETIHRINIR,

ia a
q,(rzR2)=2%o(o.s(R,2-R;)+R1’|n(R1)-Rﬂn(Rz))

=Y

Obrazek 19: Velikost elektrické intenzity a potencial v blizkosti nabité valcové slupky.

Pr. 4.9.

Zadani: Uvazujte dvé rovnobézné nabité piimky, jez majf opa¢né znaménko délkové hus-
toty naboje. Jakou elektrickou intenzitu vytvareji?

Regeni: Naboj nabité pifmky lze vyjadiit jako Q = 71. Myglen4 plocha obepinajici pfimku

je pak S = 2mpl, kde p? = 2% + 2. Dle Gaussova zakona plati F = 5 . Pokud je naboj

TEQP
kladny a p¥imka sméfuje ve sméru osy z, 1ze uvazovat, ze vektory elektrické intenzity sméfuji
od ptimky

= — 0).
27T50p2 (x3y7 )
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Pro kladné nabitou piimku lezici v 7' = (a,0,2') a zéporné nabitou pifmku lezici

v 7' = (—a,0,2) plati

_ _ T(@-ay0)  T(r+a,y,0)
ﬁ_ﬁ++ﬁ_ 27eg [(m—a)Q—i—y?} 27eq [(:p—i—a)Q—i—y?}

- ((x—a) [(x—%—a)Q-i—yQ} —(z+a) [(x—a)Q—i—yQ] Ly ([(m+a)2—|—y2} _ [(x—a)2+y2}> ,O)

2meg [(x —a)® + y2] [(ZC +a)®+ yz}

B 2at (372 —y? —a?, 2xy, O)
27eg {(a: —a)’ + yﬂ [(x +a)®+ yQ]

Uvazujme-li valcové soufadnice, pfejdeme od soustavy z,y,z na soustavu p, e, z. Pro tyto

- g

Obrazek 20: Grafické znazornéni rovnobéznych vodi¢t v roviné xy.

soufadnice plati x = pcos p,y = psin . Tedy

E _ar (p2 cos p? — p?sinp? — a?,2p% cos sin @, 0) o ar (p2 cos 2¢ — a?, p? sin 2, O)
meo (@ — @) + 2] [+ @) + 7] meo (@ — a)? + 2] [+ @) + 37

Jestlize uvazujeme, ze p >> a, pak (z + a)2 +y? = 22 4+ y? = p? a vysledna intenzita a jeji

velikost se blizi
B (cos 2¢, sin 2, 0) g T
B meQp> ’ B megp?

Komentar: Lze hledat analogii s pifpadem dipélu. V piipadé monopéld klesaji intenzity
od jednotlivych poéli s druhou mocninou vzdalenosti. U dip6lu v8ak klesé intenzita s mocninou
treti. V tomto piipadé klesa intenzita od pfimky s prvn{ mocninou vzdalenosti, u dvou p¥imek
s opaénym nabojem jiZz s mocninou druhou. Velikost intenzity klesa se druhou mocninou
vzdalenosti podobné jako v piipadé bodového ndboje.

4.2 Vodice v elektrickém poli

Uvazujme, Ze vlozime vodi¢ do elektrického pole. Elektrony ve vodi¢i se mohou pohybovat v
ramci celého objemu. Pokud idedlni vodi¢ lezi v elektrickém poli, ndboje se pohybuji, dokud
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pole uvnit¥ vodi¢e nezmizi. Naboje (v realném pripadé elektrony) jsou ve vysledku koncentro-
vany na povrchu vodice tak, Ze uvnit¥ néj kompenzuji vnéjsi pole. Je-li elektrické pole uvnitf
vodi¢e nulové, potencial ve vSech bodech vodice nabyva konstantni hodnoty, a to bez ohledu
na morfologii vodi¢e. Povrch vodice s konstantnim potencidlem lze povazovat za ekvipoten-
cialni plochu, viz predesla kapitola. Jak jsme jiz zminili, vektory elektrické intenzity (tedy i
elektrickeé silocary) sviraji s ekvipotencialni plochou pravy thel.

7 vyse uvedeného plyne:

e vektory elektrické intenzity jsou vzdy kolmé na povrch vodice (viz prvni obrazek 21).

e v dutiné uvnit¥ vodice nabyva elektrické pole nulové hodnoty (viz druhy obréazek 21),

pokud se v ni ovSem nenachézi jiny zdroj E.

| o | ©

Obréazek 21: Vodic v elektrickém poli.

Uvazujme plosné rozmistény naboj. Na jedné strané plochy je nulové elektrické pole (vnit¥ek
kovu) a na druhé nikoli (vné&jsek kovu). Z Gaussova zakona vyplyva, Ze elektrickou intenzitu
v bezprostiedni blizkosti plochy lze zjistit pomoci F = Sﬁ V tomto piipadé vsak je plocha,

€0
kterou prochazi vektory elektrické intenzity, totozna s plochou, na které je rozmistén naboj

(nikoli dvojnasobek jak v pFipadé intenzity v blizkosti nabité tenké desky). Dosazenim @ = ¢S
obdrzime rovnici

E=_. (20)

Tento vztah neplati pouze pro vy$e uvedeny specialni pfipad, ale miZzeme jej zobecnit. Plogna
hustota pak jiz nebude konstantni, ale stane se funkci soufadnic.

Pi. 4.10.

Zadani: Uvazujme nekone¢né velkou vodivou desku. Ve vzdélenosti a od desky se nachézi
kladny bodovy elektricky nédboj. Jaké je rozlozeni ndboje na povrchu desky a jaké elektrické
pole vznika v okoli desky a bodového néboje?

Regeni: Kladny bodovy naboj generuje ve svém okoli elektrické pole Eb. Zaporné naboje
uvniti vodivé desky se pfemisti smérem ke kladnému bodovému naboji a kladné naboje od-
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tecou do nekone¢na. V konecné oblasti desky tak zlistanou pouze zaporné naboje ,nalepené”
na strané piilehlé ke kladnému bodovému naboji 2.

Uvazujme, 7e deska lezf v roving yz (7 = (0,y,2)) a naboj lezi na ose z v (z-ové) vzda-
lenosti a od desky (7' = (a,0,0)). z-ova slozka elektrické intenzity (generovana bodovym
nabojem) v roviné yz (tedy v (0,y, 2)) je:

—aQ

Epy =
dmeg (y? + 22 + a?)

3/2°

Aby uvnit¥ desky byla intenzita pole nulova, musi byt nédboj na povrchu (strany ve sméru
k bodovému néboji) rozloZen tak, aby kompenzoval elektrické pole bodového naboje.

Jak jsme jiz zminili, v celé oblasti nalevo od desky (opa¢né k té, na niz lezi kladny naboj)
se intenzita rovné nule. Deska (na levé strané) vytvaii elektrické pole, které odpovida poli bo-
dového naboje o velikosti —@Q situovaného do polohy (a, 0,0), tedy do stejného mista, jako lezi
pavodni kladny naboj. Jinymi slovy deska vytvari pole, které se jevi jako pole vytvorené pti-
vodnim nabojem, jen s opa¢nym znaménkem. Soucet poli déava pole nulové, které pozorujeme
nalevo od desky.

Pole naboje tvofené povrchem desky je zrcadlové symetrické. Jestlize pozorovatel na levé
strané vnima pole od desky tvofené jakoby bodovym nabojem ze strany pravé, to samé musi
vnimat i pozorovatel na strané druhé (pravé). Pozorovatel méFici elektrickou intenzitu na
strané desky, kde se nachazi naboj, méri jak pole ptuvodniho bodového naboje @ leziciho
v (a,0,0), tak pole desky, které odpovida naboji —@Q v poloze (—a,0,0).

Takové elektrické pole je identické elektrickému poli dipélu, viz obrazek 22.

Obrazek 22: Elektrické pole naboje v blizkosti vodivé desky.

2Pro obhajeni absence kladnych naboji v desce lze pouzit i jiny argument. Uvazujme vodivou kouli s kulovou
dutinou. Dale uvazujme, Ze kulova dutina je jen o malo mensi jak koule. Do blizkosti této koule vlozime bodovy
néboj, napiiklad kladny. Povrch koule v blizkosti kladného néboje se nabije zaporné. Naopak odlehla ¢ast se
nabije kladné. Uvnit¥ dutiny je elektrickd intenzita nulova a i plo§ny naboj na vnitfni sténé dutiny je nulovy.
Tuto kouli lze zvétsit donekonecna tak, Ze lze pozorovat jen nekonecné velkou sténu pfilehlou k bodovému
naboji obsahujici zdporny naboj. Za touto sténou bude intenzita nulova.
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7 ptikladu 3.2 vime, Ze elektrické pole dipélu v roviné z = 0 je rovno

B —2aQ)
dmeg [a® + y? + 22]3/2'

E,

Plosnou hustotu naboje lze diky rovnici (20) zjistit ve tvaru

21 (y? + 22 + a?)

o= 372"

Piiklady k procvicéeni 4.1.

Vypoctéte potencidl uvniti a vné homogenné nabité koule o naboji () a o poloméru R.
Zakreslete do grafi velikost elektrické intenzity a potencial v zavislosti na radilni vzdalenosti,
ovérte spojitost obou funkci na rozhrani.

Priklady k procvic¢eni 4.2.

Vypoctéte potencidl ze zadani ptikladu 4.3 a nakreslete si zavislost elektrické intenzity
a potencidlu na radialni vzdélenosti do grafu a ovéfte spojitost funkci na rozhrani r = R.
Uvazujte v bode ¢ (r =0) = 0.

Priklady k procvicéeni 4.3.

Uvazujte nekone¢né velkou vertikalné posazenou nabitou desku o hustoté ndboje o. Deska
se nachéz{ v tthovém poli s tthovym zrychlenim g. V blizkosti desky visi nabita kulicka o veli-
kosti ndboje () a hmotnosti m. Délka zavésu je [. Vypoctéte vychyleni zavésu oproti vektoru
tithového pole.

Priklady k procvi¢eni 4.4.

Jake elektrické pole vznika v okoli vodivé kulové tlusté slupky se stfedem v bodé (0,0,0), v
jejiz dutiné je ulozen bodovy néaboj @ s polohovym vektorem (0,0, z1)? Néboj nelezi uprostied
kulové slupky. Kulova slupka ma vnitfni a vnéjsi polomér R; a Rs. Intenzitu vyjadiete pro
libovolné 77, tedy i uvnit¥ dutiny a uvniti kulové slupky.

Priklady k procviceni 4.5.

Urcete potencial v blizkosti a uvnitf nabité koule o poloméru R. Hustota naboje je dana
o = kr, kde r je radialni vzdalenost od stfedu koule. Potenciadl v nekoneénu uvazujte jako
nulovy.

Doporucdena literatura

Elektfina a magnetismus (Sedlak, étoll), 2002: str. 34-38, 46-50, 52-61, 86-92
Feynmanovy prednasky z fyziky 2, 2001: str. 72-78, 82-95, 109-113
Elektromagnetismus (Andrej Tirpak), 1999: str. 43-60, 109-122

Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: kap. 2/
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5 Kondenzatory

5.1 Kapacita

Uvazujme elektrické zafizeni, ve kterém chceme skladovat elektricky naboj. Takové zaiizeni
vytvaii ve svém okoli elektrické pole. Na jednom misté tohoto zafizeni skladujeme kladny
naboj a na jiném zaporny. V okoli obou mist, kde skladujeme néboj, je elektricky potencial
funkei polohového vektoru. Rozdil potencialii (mezi misty, kde skladujeme naboje) vyjadiuje
elektrické napéti. Definujme si kapacitu kondenzatoru C, jez vyjadiuje pomér skladovaného
naboje ku napéti 0

=T (21)
Elektrické zafizeni se jmenuje kondenzator a oblast, ve které se skladuje naboj, oznacujme
elektroda.

Pr. 5.1.

Zadani: Vypoctete kapacitu deskového kondenzatoru o ploge S, vzdélenosti desek d a po-
vrchovém naboji o. Uvazujte, ze desky kondenzatoru jsou si velice blizko.

Obrézek 23: Ptiblizny nékres deskového kondenzatoru

ReSeni: 7 Gaussovy vty vime, 7e intenzitu v blizkosti nabité desky o nekonecné veli-

kosti vyjadfime vztahem E = —. Uvazujeme-li desky dvé (s opatnym nabojem, ale stejnou
€0

o
velikosti naboje), existuje mezi nimi dvojnasobna intenzita E = —. Pokud jsou si desky dosta-
€

0
te¢né blizko, miZeme zanedbat, Ze jsou kone¢né, a uvazovat o nich jako nekoneénych. Napéti

d
spotteme jako drahovy integrél z intenzity U = [ ﬁd? Zvolime-li drdhu ve sméru elektrické
0
intenzity (coz muze byt nas pfipad), mazeme v integralu uvedené vektory nahradit velikostmi
d
U = [ Edr. V tomto pFipadé intenzita E na poloze nezélezi, integral vyjadfime jako U = Ed.

0
Celkovy naboj jedné z elektrod se rovna plosné hustoté ndboje o krat plocha S, tedy @ = So.
Kapacita deskového kondenzatoru se dle definice (21) rovné
So 605
= —=— 22
Ed d (22)
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Pr. 5.2.

Zadani: Vypoctéte kapacitu dvou soustfednych kulovych slupek. Pouzijte limitu, kdy
vnéjsi kulové slupka je nekone¢né velké.

ReSeni: Z minulych kapitol vime, Ze pro potencial v okoli bodového ¢ sférického naboje

(uvazujme-li, ze stfed koule je v pocatku soufadnicové soustavy) plati ¢ = 1 ¢ . Rozdil
TEQT

47 €0 R1 R2
nepfispiva do pole mezi slupkami (vyraz obsahuje pouze naboj Q7). Kapacita takového kon-
denzatoru se rovna

1 1
potenciali v polohdch R; a Ry bude U = @ < — ) . V8imnéme si, Ze vnéjsi slupka

47‘(‘60

11y
R R

V piipadé poloméru vnéjsi slupky jdouct do nekone¢na Ry — oo se kapacita kulového konden-
zétoru (¢ osamocené koule) spotte C = 4megR;.

C =

5.2 Kapacita soustavy kondenzatord

Uvazujme paralelni zapojeni kondenzatorii (viz obrazek 24 a)). Na kazdém kondenzatoru je
stejné napéti. Diky rozdilné kapacité se na jednotlivé kondenzatory pfivede rtzné mmnozstvi
niboje Q;. Celkovy naboj pak bude dan souctem jednotlivych naboja

=Y Q=Y Uuc=vYc=vc = c=Y cC.

Vysledné rovnice vyjadiuje vypocet celkové kapacity soustavy libovolnych kondenzatord
zapojenych paralelné.

c C
w

N

—
Q

_()2 m3

a)

1

AHHE

Obrazek 24: Paralelni a) a sériové b) zapojeni kondenzatort.

Uvazujme nyni kondenzatory, které zapojime za sebou, tedy do série (viz obr 24 b.). Na
vodi¢ich mezi jednotlivymi deskami kondenzatoru se napéti rovna nule. Kdyby bylo nenulové,
protékal by vodici proud, dokud by se desky kondenzatoru nenabily. Naopak v mezerach mezi
elektrodami napéti odpovida U; = Q/C;. Naboj na vSech deskach je stejné velky, jen s riiznymi
znaménky. Kazdy par desek ma celkovy naboj nula. Predstavme si, ze soustavu takovychto
kondenzatoru zavieme do krabicky. MéFime-li celkové napéti (celkovy rozdil jednotlivych po-
tencidli), zjistime, Ze se rovnd souctu jednotlivych napéti na kondenzatorech U = > Us;.
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Dosadime-li do této rovnice za jednotliva napéti U; = Q/C;, za celkové napéti U = QQ/C a na
obou stranach podélime nabojem, obdrzime vztah pro kondenzatory zapojené do série

1 1
c2q

kde C; vyjadiuje kapacitu jednotlivych kondenzatora zapojenych do série.

Kondenzator si Ize predstavit jako vodni pFehradu. Potencial si pfedstavme jako hladinu
vody, napéti jako rozdil dvou hladin. Kondenzator udrzuje rozdily hladin. Nad piehradou je
hladina vsude stejnd a pod ni také. Pokud budeme stavét prehrady za sebe (sériové), roz-
dil hladiny pod posledni piehradou a nad prvni je roven souc¢tu jednotlivych rozdild hladin
u jednotlivych piehrad (zde bude fungovat vztah se souttem napéti). Naopak postavime-li
piehrady vedle sebe (paralelng), vody se do nich vejde vice. Celkova kapacita spojené pie-
hrady (mnozstvi vody, jez se vejde do piehrady) se vypocte jako soucet jednotlivych kapacit
prehrad.

Pf. 5.3.

Zadani: Uvazujme opét deskovy kondenzator zapojeny v jednoduchém obvodu se zdrojem
napéti. Uvazujme, Ze zdroj napéti je na pocatku vypnuty. Poté jej skokové zapneme na elek-
tromotorické napéti £. Napéti po obvodu postupné presouvd naboje na desky kondenzatoru.
Jakou praci vynalozi zdroj napéti na nabiti kondenzatoru nabojem Q¢?

Regeni: Uvedomme si, e naboj na elektrodach se bude (od okamziku zapnuti zdroje
napéti) s ¢asem zvétSovat, dokud nenastane situace kdy ve vech ¢astech obvodu bude napéti
nulové a nenulové bude jen mezi deskami kondenzatoru (pfipadné na zdroji samotném, jenz
v kondenzétoru udrzuje napéti). Naboj na elektrodéch se ustali na hodnoté Qo = CE. Jiz diive
(viz tab. 3.1) jsme uvedli, Ze praci potfebnou k pFeneseni konstantniho naboje @ v konstantnim
poli U ziskdme ze vztahu W = QU. Uvazujme, Ze pfendsime naboj po naboji. Pfenesenim
néboje se pole U zméni. Tento vztah jiz nelze pouzit.

Pro infinitezimalné malou praci plati dW = UdQ. Se¢teme-li praci pfes vSechny néboje,
obdrzime W = ch UdQ. Kapacita deskového kondenzatoru je konstanta. Napéti na deskach

0

kondenzatoru v tomto integralu vyjadiime jako funkci naboje U = % a zintegrujeme

Qc 102 )
W = g 7QC 23
_/CdQ 2 C 205
0

Komentafr: Rozlisujme mezi: napéti na deskach kondenzatoru U a elektromotorické napéti
na zdroji £. Napéti na deskach zavisi na nabojich, jez lezi na deskach. Elektromotorické napéti
na zdroji je vlastnosti zdroje. Zdroj napéti si mizeme piedstavit jako ¢erpadlo, jez ¢erpa vodu
z mista pod prehradou do mista nad ni. V naSem pripadé jsme pocatecni stav zvolili tak, ze
hladiny pfed hréz{ a za nf byly ve stejné vysce. éerpadlo zprvu nevykonalo pfili§ velkou praci

37droj vynalozi ve skutecnosti praci vétsi nez je 5052. Pfi¢ina je v skokovém zapojeni £. Zdroj i kondenzéator

ma v principu L # 0 (viz kap. 11) a R # 0. TakZe by obvod konal tlumené kmity a vyzafoval elektromagnetickou
vinu.
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na precerpanf vody. Postupem ¢asu se hladina za hrazi zvysovala a pred nf snizovala. Cerpadlo
pracovalo stale proti vétsimu tlaku (vykon Cerpadla rostl). Nakonec byl rozdil hladin tak vy-
soky, ze ¢erpadlo nebylo schopno pFenést sebemensi objem vody (ekvivalentni elementérnimu
naboji), vykon byl maximalni. Poté rozdil hladin pfesné odpovidal schopnostem ¢erpadla, tedy
U = & (viz obréazek 25). Z piikladu je vidét, ze elektromotorické napéti hladinu (potencial)
zvySuje, naproti tomu kondenzator (nebo rezistor) hladinu (potencial) snizuje. Jinymi slovy
zména potencialu na zdroji napéti, vzhledem ke zméné potencialu na rezistoru a kondenzatoru
v jednoduchém obvodu, je opacné.

Q
Q=CU

I

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

:
0 E U
Obrézek 25: Prace vykonani nabijenim kondenzétoru.

Pt. 5.4.

Zadani: Uvazujme nabity deskovy kondenzator na napéti U. Jakou musime vykonat préci,
abychom desky vzdalili do urcité konecné vzdalenosti? Zanedbejte nehomogenity pole na
okraji.

Regeni: Velikost sily mezi deskami obdrzime ze vztahu F' = QF /2. Polovina proto, ze do
celkové intenzity mezi deskami p¥ispivaji obé desky, ale silové na jednu pusobi jen ta druhé
a naopak. Pole, jez vytvar{ deska kupfikladu kladnd, ptsobi pfitazlivou silou jen na desku
zapornou (nikoli opét na kladnou). Elektrické pole mezi deskami kondenzatoru zévisi pouze
na plogné hustoté naboje. Zafixujeme-li napéti na kondenzatoru, elektrické pole bude zaviset
na vzdalenosti desek E = U/d, kde d znali vzdalenost desek (d je proménnd). Kapacitu
deskového kondenzéatoru vyjadiime C' = Seg/d. Dosazenim dostaneme

QU CU?  SeaU?

F= 0 =30 ~ &

Praci, kterou musime vykonat pro oddaleni desek kondenzatoru, vypocéteme pomoci drédho-
vého integralu ze sily, kterou na desku plisobime (vzhledem k pohybu desek rovnobéznému
s vektorem sily muzeme psat skalary namisto vektort ve skalarnim soucinu)
do da
o Se () U 2 S €0 U 2 ACU 2
B 2d 2’
dy

1, o ,(1 1)\ 1 B
*SEQU <d1_d2> 5(01—02)(] = —

di
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kde Cy a Cs znadi pocatecni a kone¢nou kapacitu kondenzéitoru. Tim jsme ziskali mnozZstvi
prace, jiz musime vynalozit k oddaleni dvou elektrod deskového kondenzatoru.

Komentar: Aby zistalo napéti konstantni (podle vztahu U = Ed), tak se zvétsujici se
vzdélenosti se kondenzator vybiji. Pii vybijeni ziskdvame elektrickou energii. Pti konstantnim
napéti se zména energie rovna

Q2
AE = _/UdQ =-U(Q2— Q1) = —(Ca = 1) U* = —ACU>.
Q1
Odecteme-li ziskanou zménu elektrické energie od préce, kterou vykoname k oddaleni desek,
obdrzime praci jez vybijejici se kondenzator vykonsd W = —=ACU?. Energie ziskan4 z vybiti

je veétsi jak energie vynalozend k oddaleni desek a rozdil je pravé uvedeny vztah.
Vyse uvedené zavéry ocekdvame, uvazime-li, ze p¥i vybiti kondenzatoru o kapacité Cp

1
ziskdme energii §C'1U 2. Nenabité desky miizeme poté od sebe vzdalit bez vykonani jakékoli
1
prace. Opétovnym nabitim tak, aby vzniklo napéti U, vynalozime energii §CQU 2. Rozdil obou

1
energif je — §AC’U2.

Pr. 5.5.

Zadani: Uvazujme opét nabité desky kondenzatoru. Na deskéch uvazujme tentokrate kon-
stantni nadboj. Jakou musime vykonat praci, abychom desky vzdalili do néjaké vzdalenosti?
Okrajové podminky zanedbejme.

ReSeni: Prace potfebna k odtrhnuti dvou nabitych desek se rovna

QQ Q*d
F E
W= / dd = / Qdd 2550 dd= 2580 d

d
@ @11
_2580 (d2 dl)_ 2 CQ C1 '

Priklady k procviéeni 5.1.

Vypoctéte kapacitu kondenzatord tvofeného dvéma kruhovymi deskami o poloméru R.
Kruhy jsou planparalelni a jejich stiedy lezi na ose z, kladny v bodé —a a zaporny v bodé a.
Uvazujte, ze pro kruhy plati a > R. Dale uvazujte, Ze plosné hustota nadboje o na deskach je
konstantni (pozadavek konstantniho o je v redlném piipadé obtizné splnitelny).

Priklady k procviéeni 5.2.

Uvazujte homogenné nabity (plogna hustota nédboje je o) tenky kruh o poloméru R. Jaka
je kapacita kruhu oproti nekone¢nu?

Priklady k procvi¢eni 5.3.

Vypoctete zapojeni kondenzatort z prvniho obrazku 26, kde kazdy kondenzétor méa kapa-
citu C.
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Obréazek 26: Zapojeni kondenzatori.

Priklady k procviéeni 5.4.

Uvazujte zapojeni z druhého obrazku 26. Jaké mé zapojeni celkovou kapacitu, je-li kapacita

viech kondenzatort rovna C?

Priklady k procviéeni 5.5.

Uvazujte kondenzator tvofeny dvéma polokruhovymi disky o poloméru R. Disky se mohu
viz obrazek 27. Na desky
omentu sily, pokud disky

vii¢i sobé otadet kolem osy (osy kruht, které dopliuji polokruhy) —
kondenzatoru je pfivedeno konstantni napéti U. Urcete velikost m
vychylite o thel a. Uvazujte R > d, kde d je vzdalenost diskil.

Obréazek 27: Polokruhovy kondenzator.
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6 Dielektrika

6.1 Dielektrika v homogennim poli

7 pohledu elektrickych vlastnosti je mozné latky rozdélit do dvou skupin: vodice, polovodice
(kterymi se zabyvat nebudeme) a dielektrika. Vodi¢e obsahuji volné naboje, ty se mohou v
objemu latky volné€ pohybovat. Vlozime-li vodi¢ do vnéjsiho elektrického pole %0, naboje se
premist{ tak, aby elektrické pole uvnit¥ latky zcela odstranily. Latky obsahujici vazané naboje,
které se nemohou volné pohybovat, se nazyvaji dielektrika.

V principu lze rozdélit dielektrika na polarni a nepolarni. Polarn{ dielektrika obsahuji
nenulové elektrické dipdély, které existuji i bez ptsobeni vnéjiitho pole. Pfikladem polarnich
dielektrik je voda. V polarnim dielektriku bez vnéjstho pole jsou sméry dipolé nahodné.
Jakmile dielektrikum vlozime do vnéjsiho elektrického pole FEq, napiiklad mezi elektrody,
kladné ¢asti dipo6lt se natoéi ve sméru k zapornym elektrodam a zéporné ¢asti smérem ke
kladnym. Proto se elektrické pole uvnitf dielektrika zeslabi.

V nepoléarnich dielektricich dipély vznikaji az ptitomnosti vnéjsiho elektrického pole. Uva-
7zujme krystalovou m¥izku pro jednoduchost jednoatomové latky. Jednotlivé neutralni atomy
se skladaji ze zaporného obalu (v obrazku 28 modra koule) a kladného jadra (v obrazku 28
Cerveny bod). V pfipadé pfitomnosti vnéjsiho elektrického pole E g se jadro vzhledem k obalu
vychyli. V latce vzniknou elektrické dipdly, které stini vnéjsi elektrické pole (viz krychle a.
v obrazcich 28). Polarni dielektrika mivaji zpravidla vétsi permitivitu (vice stini vngjsi pole)
jak dielektrika nepolarni.

Na povrchu, kde elektrické siloGary vystupuji nebo vstupuji do dielektrika, jsou néboje
mirné vysunuté (v krychli b. je vice zapornych naboji a v krychli c. je vice kladnych ndboji).
Na povrchu dielektrika vznik4 ploSna hustota naboje, jez pfispivé ke stinén{ vnéjstho pole.

E=0

Obréazek 28: Piedstava atomi nepolarniho dielektrika v elektrickém poli.

Jestlize na jedné strané dielektrika se indukuje kladny naboj a na druhé strané naboj
zéporny, mé dielektrikum jako celek v elektrickém poli dipélovy charakter, ktery lze experi-
mentalné ovétit. Vysledny dipdlovy moment (viz piiklad 3.2) daného objemu dielektrika je
dén objemovym integralem vektoru elektrické polarizace.

4= / Bav. (23)

*Voda je t¥iatomova molekula sloZens ze dvou atomi vodiku a jednoho atomu kysliku. Atom kysliku na
sebe véaze elektrony silngji nez atomy vodiku. Proto jsou v molekule vody atomy vodiku nabité kladné a atomy
kysliku zaporné. Diky nesymetrii molekuly vody (spojnice obou vodiki s atomem kysliku spolu sviraji thel
104 °) vznika elektricky dipol.
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Tento vztah implicitné definuje vektor polarizace, ktery lze chapat jako objemovou hustotu
dipélového momentu.

6.2 Vektor elektrické indukce

Uvazujme elektrické pole, do kterého vlozime dielektrikum. Elektrické pole dielektrikum po-
larizuje. Tuto polarizaci popisuje vektor ? Uvazujme uzavienou plochu a na ni vektorové
pole tvofené vektory polarizace. Integral § P -d .S pres uzavienou plochu bude roven tbytku
néboje uvnitf plochy zptsobeny polarizaci dielektrika.

Pro jednoduchost si pfedstavme bodovy néboj, naptiklad z&porny, obklopeny dielektri-
kem. Zaporny naboj pfitdhne k sobé kladné néboje a odpudi zaporné. Kdyz kolem naboje
vytvoiime uzavienou plochu (viz obrazek 29), skrze tuto plochu budou vytlaceny zéporné
naboje a vtdhnuty ty kladné. Mira vtadhnut{ ¢i vytlaceni pak bude dana vektorem polarizace
na této plose. Celkovy prebytek naboje, ktery se diky dielektrické povaze latky uvnit¥ plo-

Obrazek 29: Nehomogenni polarizace dielektrika.

chy objevi, bude dan sou¢tem v8ech ¢asti plochy vynésobené vektorem polarizace. Pouzitim
infinitezimalniho poctu obdrzime
AQpor = —fﬁ-d?.
S

V tomto vyrazu jsme pouzili oznacent d? = ﬁ)dS, kde 7 je vektor kolmy na plochu S.
Znaménko minus zde vystupuje proto, ze dovnit¥ plochy S jsou vtahoviny naboje opa¢ného
znaménka, nez je znaménko néboje, které primérni pole vytvari. Uvnit¥ plochy pak vznika

nenulovd hustota naboje, kterd souvisi s nabojem dle vztahu AQpq = f OpoldV. PouZzitim
\%

Gaussovy véty z kapitoly 4.1 obdrzime [ ? . ?dV =4 ? . d?. CoZz nam umoznuje spojit oba
vyrazy pro naboj do rovnice

/onldV = — / ? . ?dV = Opol = —? . ? (24)
14 14
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Oproti Gaussovu zédkonu (10) je v rovnici (24) zaporné znaménko. To lze interpretovat tim
zpusobem, Ze kladny naboj se posouva ve sméru vektoru polarizace (v obriazku 29 smérem
k zapornému néaboji). Polarizace dielektrika jakoby stini piivodni naboj (popsany p) gene-
rujici elektrické pole. Vysledné elektrické pole je pak slabsi; nez kdybychom dielektrikum
neuvazovali. Bude t¥eba upravit Gausstuv zdkon, ve vyge uvedeném tvaru (10), ktery prestéava
v dielektriku platit. Divergence elektrické intenzity nyni bude dana jak nabojem generujicim
pole, tak i ndbojem vzniklym polarizaci dielektrika

63;56(37;)
€0 €0

€0
Definujeme-li novou veli¢inu, vektor elektrické indukce, jako
B = Edieléo + ?, (25)
dostaneme upraveny Gaussiv zakon (10) ve tvaru

V.D=o (26)

V piipadé obecné dielektrické latky prestava byt Gaussiv zdkon vzhledem k elektrické
intenzité linedrni diferencialni rovnici. Tou je ve specidlnim piipadé linearni aproximace, po-
kud je vektor polarizace timérny elektrické intenzité. Linearni aproximace se ¢asto pouziva v
piipadé slabych poli.

Rozdil mezi elektrickou intenzitou a indukci lze chapat nésledovné: Elektrickd intenzita je
veli¢ina, kterou by mélo byt mozno mé&fit fyzikalnim piistrojem. Naopak elektrickd indukce
nam popisuje, jaké by bylo elektrické pole, kdyby se generujici ndboje nenachazely v prostredi
dielektrika.

6.3 Linearni aproximace

Uvazujeme-li nepolarni dielektrikum ve slabém elektrickém poli je vychylen{ jadra vici obalu
primo tmérné elektrické intenzité uvnitt latky ﬁdiel ~ ¢, kde ? = 7)+ — 7_ znadi vychyleni
jadra viici obalu za ptitomnosti elektrického pole.

Uvazujme latku o objemu V, jez obsahuje NV neutrilnich atomi. Koncentraci atomi vypoc-
teme z podilu n = N/V. Koncentrace celkového poc¢tu kladnych (¢i zapornych) naboju v latce
vyjde ng = ng, kde ¢ oznacuje kladné anebo zaporné nédboje v atomu tucastnici se polarizace.

Vektor polarizace v dielektriku vypocteme
P - nq?. (27)

Umérnost mezi elektrickou intenzitou a vektorem polarizace lze pro slaba pole uvazovat
i v ptipadé polarnich dielektrik. Zavedeme-li konstantu amérnosti xeg, 1ze vatah mezi vektorem
elektrické intenzity a vektorem polarizace zapsat jako P = yeo Egiel, ° kde x je bezrozmérna
konstanta (g9 pfidame z rozmérovych duvodi) nazyvajici se susceptibilita. Zavislost mezi
elektrickou indukci a intenzitou lze zapsat ve tvaru

D= ﬁdielfo +P= ﬁdielfo (1+x) = ﬁdielgogr' (28)

®Vztah mezi vektorem polarizace a elektrickou intenzitou nemusi byt nutné& linearni. Pokud smér ? neod-
povidd sméru F gie1, pak x je tenzor.

o4



Je potieba zduraznit, ze v ptripadé silnéjsich poli pfestavi platit tmérnost mezi B a ﬁ Ve
vySe uvedené rovnici jsme zavedli bezrozmérnou konstantu, relativni permitivitu e, = 14 y.
Néasobek relativni permitivity a permitivity vakua dava takzvanou permitivitu ege, = ¢.
Nahradime-li dielektrikum vakuem, musi byt FEgieeq0 = D, tedy €, = 1, € = gp. Relativni
permitivita za bé’nych podminek nabyva hodnot vétsich jak jedna. Intenzita uvnitf¥ dielektrika
je pak mengi jak intenzita vnéjsiho elektrického pole.

ﬁdiel = ?0- (29)

r

Uvazujme dielektrikum v elektrickém poli. Na povrchu dielektrika se generuje elektricky
naboj
Q:/?d?:/?-ﬁdsz/zﬂcomdsﬁ,
S S S

kde S je plocha uvazovaného povrchu dielektrika, « je tihel, jenz svira vektor ? s plochou
dS = 7ds. Uvazujeme-li plognou hustotu naboje opel, plati @ = [ opedS. Z téchto vztahi

S
1ze jednoduse odvodit zavislost mezi povrchovou hustotou naboje a vektorem polarizace o0 =
Pcosa = ? T

Pt. 6.1.

Zadani: Uvazujte deskovy kondenzator vytvaiejici homogenni pole. Desky kondenzatoru
lezi ve vzdalenosti a. Mezi desky jsme vlozili kovovy kvadiik se stejnou plochou podstavy,
jakou maji desky kondenzéatoru. Kvadiik ma vysku b — viz obrazek 30 a). Chovani pole na
rozich kvadiiku zanedbejte. Vypoctéte kapacitu tohoto kondenzéatoru.

| | d,

d,

! a) ! b)
Obrazek 30: Kovovy kvadiik mezi deskami kondenzéatoru.

Regeni: Uvazujme na deskach kondenzatoru plognou hustotu naboje o. Kladné naboje
v kovovém vodi¢i se pritdhnou k zaporné elektrodé a zaporné naboje ke kladné elektrodé.
Uvnitf vodi¢e nakonec bude nulové elektrické pole. Pole bude nenulové pouze v mezerach mezi
deskami kondenzatoru a vodicem. Vzniklé usporfadani tak bude pfipominat sériové zapojeni
desek kondenzéatoru — viz obrazek 30 b). Z obrazku také vidime, Ze soucet mezer mezi deskami
kondenzatori se rovna di + do = a — b. Pro sériové zapojené kondenzatory plati
1 1 1 Uq U,y Edy + Edy E o (a — b) a—2b €05

cTata e e @ QYT es T a%s Ty

5V tomto pifpadé bereme naboj vytlateny ve sméru vektoru ?, ten je kladny.
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Pr. 6.2.

Zadani: Uvazujme, Ze mezi desky deskového kondenzéitoru vlozime homogenni line4rni
dielektrikum tak, aby zcela vypliiovalo prostor mezi deskami. Jak4 je kapacita kondenzatoru
s dielektrikem?

Regeni: Jestlize nabijeme desky kondenzétoru povrchovym nabojem o, mezi deskami
vznikne elektricka intenzita Ey = o/eg. V piipadé, Ze se mezi deskami nachézi dielektrikum,
budeme pracovat s rovnici (29), tedy Fqiel = /¢, kde € = gp&,. Intenzita v celém objemu
dielektrika ztistava homogenni, napéti je U = dFEq;e], kde d oznacuje vzdéilenost mezi deskami
kondenzatoru. Velikost naboje na deskich kondenzatoru lze vyjadiit jako @@ = oS5. Uzitim
téchto vzorct jednoduse zjistime

C—Q— oS  oSe  Seper
U dEjq do  d

Komentar: 7 tohoto vysledku vidime, Ze s relativni permitivitou dielektrika zaroven roste
i kapacita kondenzatoru. To vysvétluje, pro¢ se dielektrika vyuzivaji pfi vyrobé kondenzatori.

Pr. 6.3.

Zadani: Uvazujte kondenzator s dielektrikem (viz obrazek 31). Oblast 1 mé relativni
permitivitu &,1, oblasti 2 a 3 maji .2 a &,3. Uvazujme oblast 1 dvojnasobnou viiéi oblastem
21 3. Urcete kapacitu tohoto kondenzatoru.

Obréazek 31: Kondenzator se slozenym dielektrikem

Regeni: Na elektrodéch lze uvazovat konstantni napéti. Kondenzator mizeme rozdglit na

levou a pravou ¢ast. Celkovou kapacitu pak spoéitame jako kapacitu dvou paralelné zapojenych
Seoert

kondenzatort C' = C} + Cas. Kapacita levé ¢asti kondenzatoru je C; = . Pfipomenme,
ze jelikoZz jsme kondenzator pomyslné rozdélili, za plochu dosadime S/2.

Kapacita Ca3 lze vypodist vice zptisoby. Bud uvazujeme, 7e ¢ast kondenzatoru Cayg se sklada
ze dvou sériové zapojenych kondenzétori o tloustee d/2, nebo vypocteme napéti jako integral
z elektrické intenzity v prostiedi a pouzijeme definici pro kapacitu kondenzatoru. Jelikoz je
prvni zptsob feSeni trividlni, uvedeme ten druhy.

Jak jsme fekli v ptikladu 6.2, elektricka intenzita v dielektriku generovana deskami konden-

o . . . . . . . “: . «
zatoru se rovnd FF = ——. Napéti je dradhovym integralem z intenzity. Pfedevsim si uvédomine,
€

.
7e integrujeme pies dvé rizné oblasti s riznymi permitivitami. Vzhledem k tomu, Ze v obou
oblastech intenzita nezévisi na poloze, vyjde napéti

E>d  Esd d (1 1
()

Upy = —2= S
S 2 2

Er2 Er3
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Vyraz d/2 jsme uzili proto, Ze polovina intervalu integralu jde pfes oblast 2 a polovina pies
oblast 3. Néboj na poloviné plochy elektrody oznatme Q23 = 0.5/2. Kapacita pravé poloviny
kondenzatoru je

Q23 Seg

Cog= B - 250
U 1 1
Er2 €r3
Pouzitim vztahu pro soucet paralelné zapojenych kondenzatord obdrzime celkovou kapacitu
Sege Se
C = 0€rl + 0 )
2d ( 1 1 )
d| —+ —
Er2 €r3
Jako kontrolu spravného feSeni mtizeme vSechny jednotlivé permitivity €,1, €2, -3 nahradit
jedinou g,. Pak obdrzime kapacitu kondenzatoru z piedeslého zadani.

Pr. 6.4.

Zadani: Uvazujme deskovy kondenzator o plose S = ab a mezefe mezi deskami kondenza-
toru o velikosti d. Do tohoto kondenzatoru budeme zasouvat dielektrikum stejnych parametra
(viz obrazek 32). Jaka sila vtahuje dielektrikum mezi desky kondenzatoru? Pro tento piipad
uvazujme na deskich kondenzatoru konstantni napéti.

Obrazek 32: Kondenzator s posuvnym dielektrikem.

ReSeni: Jak jsme jiz uvedli, energie nutna na nabiti kondenzéatoru se rovna F = CcU?/2.
Parametr, ktery popisuje polohu dielektrika v kondenzatoru, ozna¢me x. Dielektrikum vsou-
vame pri konstantnim napéti. Na ¢ast elektrod kondenzatoru, mezi kterymi se dielektrikum
nachézi, je pfividén dodateény naboj (tak aby bylo napéti shodné jak v misté s dielektrikem,
tak v misté bez dielektrika). Kondenzator navic vykonava préci p¥i vtahovani dielektrika.
Mal4 zména energie kondenzatoru maze byt vyjadiena vztahem: dFE = —Fdx 4+ UdQ). Napéti
je konstantni, tedy dQ = UdC, proto ¢ést prace odpovidajici nabijeni kondenzatoru je rovna
UdQ = U?dC = 2dE. Tato hodnota je dvojnasobné velka jako samotna energie kondenza-
toru. VySe uvedenou rovnici lze pfepsat do tvaru dE = Fdx. Je-li napéti konstantni, jedinou
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proménnou veli¢inou zlstava kapacita kondenzatoru C. Kapacita se méni s hloubkou zasunuti
dielektrika v kondenzatoru. Silu vypocteme jako derivaci energie podle x,
U 2oC
T2 ox
7 vyse uvedenych vypoctl vyplyva, ze kondenzator s ¢asteéné vsunutym dielektrikem lze

brat jako dva kondenzéatory zapojené paralelné. Uvazujeme-li plochu prvniho (bez dielektrika)
jako a (b — x) a plochu druhého (s dielektrikem) jako ax, pak celkova kapacita vychéazi

oY (b—x)eo azeoer
d d
Dosazenim do ptedeslého vyrazu obdrzime vysledny vztah pro sflu
a€0(f2

F, = ¥ (er—1).
Pr. 6.5.

Zadani: Uvazujme, ze jsme mezi desky deskového kondenzéatoru vlozili dielektrikum.
Desky kondenzatoru lezi ve vzajemné vzdalenosti d a dielektrikum mé Sitku a, kde d > a
(dielektrikum nevypliuje mezeru mezi deskami tplné). Vyjadiete kapacitu kondenzéatoru s die-
lektrikem C' jako funkci kapacity bez dielektrika Cp.

Regeni: Jak jsme si jiz nekolikrat uvedli, kapacita deskového kondenzatoru je Cy = Seq /d.
Z vy$e uvedeného plyne, ze kapacita kondenzatoru (s dielektrikem) se nezméni, at umistime
dielektrikum mezi desky kamkoli. Elektrickd intenzita v oblasti bez dielektrika bude rovna
Eye, = 0/e0, intenzita v oblasti s dielektrikem bude FEgi1 = o/ (g0&,). Napéti pak bude
drdhovym integralem téchto intenzit. Vzhledem k tomu, Ze intenzita zistava na jednotlivych
oblastech konstantni, lze napéti zapsat jako

Uzg(d—a)%—
€0 E0Er

a,

kde d — a oznacuje sitku oblasti bez dielektrika a a 8itku dielektrika. Kapacitu vypocitame

podle definice (21) jako
S Cod
c= e =
(d—a)+—a (d—a)+ —a

Er Er

Pt. 6.6.

Zadani: Deskovy kondenzator jsme pfipojili ke konstantnimu napéti U. Do kondenza-
toru potom vsuneme dielektrickou desticku tak, aby zcela vypliiovala mezeru mezi deskami
kondenzatoru. Jakou préci vykona zdroj napéti?

ReSeni: Napéti a kapacity jsou

U= g::: = gjii:, Chez = ﬁ, Caiel = 6035 = Qdiel = Qbezr-
Jak jsme si uvedli diive, praci vypocitame jako integral
Qdiel
W= [ 040 = U (Que = Qu) = UQues (o1~ ).
Qbez
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Pr. 6.7.

Zadani: Uvazujme kovovou kouli o poloméru R nabitou nadbojem @ a potazenou dielektri-
kem o tloustce d. Urcete povrchovou hustotu naboje na vnitinim a vnéjsim povrchu dielektrika
a hustotu naboje uvnitt dielektrika, jehoZ relativni permitivita je konstanta e,.

ReSeni: Vztah mezi vektorem polarizace, elektrickou intenzitou a indukci vypada pfi vy-
uziti linedrn{ aproximace nasledovné:

P =coxEaio =0 (er — 1) E giol = EO(Z&”B.
Vidime, Ze vektor polarizace se rovnd vektoru elektrické indukce vynésobenému konstantou.
Pokud vime, ze v dielektriku plati ? . B = 0 (naboj generujici pole je pouze v nabité kouli),
pak musi platit ? : ? =0, tedy dle rovnice (24) gpo1 = 0.
Plo8na hustota povrchového néboje dielektrika se rovné velikosti vektoru polarizace, takze

(er—1) Q

Opol = P = — .
po ep  Amr?

Pro vnit¥ni povrch plati » = R a pro vnéjsi » = R + d. Celkovy naboj na plochach vyjde
onl = Q (51” - 1) /Er-

Pr. 6.8.

Zadani: Uvazujte valcovy kondenzator sestavajici ze dvou souosych kovovych vélcovych
ploch o polomérech Ry a Ry a dielektrika, jenz vypliiuje mezeru mezi nimi. Uréete kapacitu
tohoto kondenzatoru. Okrajové vlastnosti zanedbejte.

Reseni: Je-li naboj na vnitinim valci roven @, pak z Gaussova zakona vypocitame velikost

elektrické intenzity v dielektriku jako Egie] = (viz priklad 4.3), kde [ oznacuje délku

2mrlege,

R
vélce. Napéti je urcity integrdl z intenzity (viz piiklad 4.7), plati U = Q@ (52
27Tl60€r R1

Kone¢né kapacita tohoto kondenzatoru se rovna

2mlepe,

Ro\ '’
In( =2
H(Rl>

6.4 Elektrické pole na rozhrani dvou dielektrik

C =

V predchozich podkapitolach jsme si vysvétlili, jak se chova elektrické pole v dielektriku.
V této podkapitole popiSeme chovani elektrického pole na rozhrani dvou dielektrik. Podobné
jako v optice, kdy na rozhrani dvou rtiznych optickych prostiedi dochézi k lomu svétla, v tomto
pripadé dochéazi k lomu silo¢ar elektrické intenzity.

Nejdfive odvodime rovnici pro rotaci elektrostatického pole. V kapitole 1.4 jsme hovofili
o konzervativnich a nekonzervativnich polich. Spliuje-li elektrické pole rovnici

%E-d?:@, (30)
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nazyva se konzervativni. Elektrostatické pole je pole konzervativni. Paklize by nebylo, mohli
bychom v takovém poli pohybem nabité ¢astice po uzaviené kiivce vykonavat praci.

Tento vyraz lze upravit podobnym zpusobem, jako jsme upravili Gaussiv zakon. Drahovy
integral pfes uzavienou kfivku pfevedeme na plosny integral pfes plochu, kterou kiivka obepina

%Ed?:/?xﬁd?

kde d? oznacuje infinitezimal plochy vynasobeny normalou. Tato identita se nazyva Stoke-
sova véta.

Aby se vySe uvedeny vztah rovnal nule pro jakoukoli plochu, pfes kterou je integrovan,
musi byt roven nule vyraz uvniti zavorky. Zapsanim tohoto vztahu ziskdme netplnou verzi
Faradayova zédkona pro magnetické pole nezévislé na case

VxE =0 (31)

Kompletni verzi Faradayova zékona si uvedeme v nasledujicich kapitolach. Vztah (31) fika, ze
elektrostatické pole je nevirové. Tim jsme vSak ponékud odbéhli od hlavniho tématu. Vratme
se opét k rovnici (30).

Uvazujme malou smycku ve tvaru obdélniku o délce stran L a h. Tato smycka lezi na
rozhrani dvou dielektrik tak, aby rozhrani prochazelo jejim stfedem (viz prvni obréazek 33),
a soucasné aby strana L byla rovnobézné s rozhranim a strana h kolmé na rozhranfi.

—
L

Ny

Obréazek 33: Obdelnikova smycka a kvadrova plocha na rozhrani dielektrik.

Vime, zZe integral z elektrické intenzity pfes tuto smycku se rovna nule. Tento integral mi-
zeme vy¢islit. Obdélnik rozlozime na 6 ¢asti (v obrazku oznacenych Sipkami), celkovy integral
pak bude soucet pfes tyto Casti, které jsou urceny skalarnim soucinem délky orientovaného
useku s elektrickou intenzitou. Pro dostatetné malou smycku (kde v kazdém ze dvou dielektrik
miZeme uvazovat pole pfiblizné homogenni) plati

- =
L L.

= F =Fs

— —
—h == —h =h == =
O:Elf—l—ElL—El?—EQ?—EgL—I—EQ

o | =)

V této rovnici lze stejné ¢leny s opa¢nym znaménkem jednoduse odeéist a vyraz se znacné
zjednodusi.

Pro skalarni soucin plati ﬁf = FL cos a, kde o ozna¢uje tihel, jenz svira vektor intenzity
s rozhranim dielektrik (neboli s vektorem L ).

V optice se dopadajici thly popisuji od kolmice. V nésledujicim textu budeme pouzivat
stejné znaceni. Proto musime v zapisu piejit od a k ¢, a to podle vatahu cos o = sin ¢, kde ¢
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je thel, ktery svird kolmice s elektrickou intenzitou. Vyse uvedeny vyraz pro skalarn{ soucin
se zmeni na
F sin 1 = FEa sin po.

Vratme se nyni k upravenému Gaussovu zédkonu (26). Ten popisuje vztah mezi elektrickou
indukci a zdrojovou hustotou néboje. Jak jsme si vysvétlovali na zacatku této kapitoly, na
povrchu dielektrik vznikd v elektrickém poli nenulova povrchova hustota naboje (zeslabujici
vnéjsi pole uvnit¥ dielektrika). Kdyz k sobé& ptilozime dva povrchy dielektrik s riiznou per-
mitivitou, na rozhrani zistane nenulova hustota naboje, jez ovlivituje elektrickou intenzitu.
Povrchova hustota naboje na dielektriku vSak nepfedstavuje pivodni zdroj — bez vnéjsiho pole
by nevznikla. Proto jsme zavedli elektrickou indukci. Ta zavisi pouze na ptivodnim zdroji, jak
popisuje rovnice (26).

Na rozhrani dvou neutralnich dielektrik Zzddny ptivodni zdroj elektrického pole neuvazujme.
Rovnice (26) se zjednodusi do tvaru V - D = 0. Opét pFipomenme, Ze pro elektrickou intenzitu
by tento vztah na rozhrani neplatil, jelikoZ na rozhrani je hustota ndboje nenulova. Uvazujme
objemovy integral (pfes kone¢ny objem) z této rovnice. Pomoci matematické Gaussovy véty
upravime tento integral do tvaru

oz/e-ﬁdvzfﬁd?, (32)

kde S je orientované plocha obalujici objem V.

Uvazujme maly kvadr, jehoz stfedem prochéazi rozhrani dvou dielektrik (viz druhy obré-
zek 33). (Maly ho "chceme"proto, aby indukce zustala v obou polovinich pfiblizné konstantni
a rozhrani dielektrik pfiblizné ploché). Sténa ab je orientovana tak, aby byla rovnob&zna s roz-
hranim. Pouzijeme-li kvadr jako integralni plochu v rovnici (32), mtzeme integral jednoduse
rozdélit na 10 ¢asti

SuBi+ Sy S, Sup S g g,

Stejné jako v predeslém pripadé je vétina ¢lent na protéjsich sténach kvadru identicka, ale s
opaénym znaménkem. Po jejich odecteni zlistane pouze

SwDi=S8uDs.

Orientaci plochy Sy, jsme popsali pomoci normalového vektoru (také kolmého k rozhrani).
Uzitim vztahu pro skalarni sou¢in dvou vektort, které sviraji vektor ¢, obdrzime

iacﬁg 4 ?ch _

2

?;CB B ?ch2 —0.

2

D; cosyy = Dscos pa.

V predchozi podkapitole jsme si uvedli vztah mezi vektory elektrické intenzity ﬁ a indukce B,
konkrétné linedrnf aproximaci vyjadienou vatahem FEepe, = D. Pouzitim obou vysledki pro

a B ziskdme konec¢nou rovnici urcujici vztah pro lom elektrické intenzity na rozhrani
dvou dielektrik (viz obrazek 34):

er1cotg (p1) = epacotg (¢2) . (33)
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&, COtP; = &, COtgQ,

Obréazek 34: Lom elektrické intenzity a indukce na rozhrani dvou prostiedi.

6.5 Dielektrickd pevnost

Dielektrickd pevnost je vlastnosti dielektrik. V pfedchozich kapitolach jsme hovofili o tom,
7e pomoci dielektrika miiZzeme snadno zvysit kapacitu kondenzatorti. Teoreticky bychom byli
schopni vytvorit kondenzator témér libovolné velké kapacity v zédvislosti na relativni permiti-
vité. To by bylo velmi vyhodné. Zminili jsme, Ze kondenzéatory funguji jako ulozisté elektric-
kého naboje. Mohli bychom tak uklddat neomezeny naboj — s tim by bylo spojeno také to,
ze bychom ulozili i neomezené mnozstvi energie. Opak je vSak pravdou. Jeden z nejvétsich
problému soucasné energetiky spodivé v ukladani elektrické energie. V soucasnosti pouzivana
zafizeni se nemohou pochlubit vysokou kapacitou ani u¢innosti. Za tento problém v piipadé
kondenzatort zodpovida pravé dielektricka pevnost.

Uvazujme dielektrikum v elektrickém poli. Se zvétsujicim se elektrickym polem roste také
polarizace dielektrika. Pti dostatec¢né velké elektrické intenzité dojde k urychleni volného elek-
tronu obsazeného v dielektriku, ktery nasledné narazi do neutrdlnfho atomu. Vlivem srazky
se z atomu uvolni dalsi mnozstvi elektront rovnéz urychlovanych elektrickym polem. Dochazi
tak k Fetézové reakci, podobné jako p¥i vybuchu atomové bomby. Retézova reakee je tak silna,
7e dojde k lokalnimu poskozeni (prorazeni) dielektrika. Vznikne kanél, jimz mohou elektrony
proudit. Nastane stejna situace, jako by byl dielektrikem provlecen vodi¢. Déj lze pfirovnat
k prorazeni pfehrady. Dirou v pfehradé také voda odtece. Napéti potiebné k tomuto déji se
nazyva prurazné napéti.

Prorazeni lze zabranit dvojim zptsobem: mutzZzeme sniZzit napéti na kondenzatoru pod pra-
razné napéti, tim ale dojde i ke snizeni mnozstvi ndbojt ulozenych v kondenzétoru, lze také
zvétsit tloustku dielektrika, snizi se v8ak kapacita kondenzétoru, a soucasné se zvétsi jeho
objem. Veli¢ina popisujici prirazné napéti vztazené na tloustku dielektrika se nazyva dielek-
trickd pevnost a jeji jednotky jsou V/m.

Pr. 6.9.

Zadani: Uvazujme nékolik dielektrickych latek s danou relativni permitivitou a dielek-
trickou pevnosti D,. Déle uvazujme deskové kondenzatory stejného tvaru obsahujici rtizna
dielektrika. Vyberte nejvhodnéjsi kondenzator pro uloZeni nejvétsiho mnozstvi naboje.

Reseni: N4dboj uloZeny v deskovém kondenzéitoru se rovné

Q=UC— U5€0€r

= Dpe,Sep.
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Latka | D, [MVm™!] | &,
Papir 16 3,5
Sklo 14 7,6
Voda 16 80
Vzduch 3 1
Kf¥emen 8 12
Polystyren 24 2,6

Tabulka 2: Dielektricka pevnost a relativni permitivita rdznych latek.

Naboj je umérny dielektrické pevnosti nasobené relativni permitivitou. Nejvys$i hodnoty do-
sahuje soudin téchto dvou veli¢in pro vodu (z latek uvedenych v tabulce 6.5).
Priklady k procviceni 6.1.

Uvazujte kondenzator tvoreny dvéma soustfednymi kulovymi plochami o polomérech Ry
a Ry nabitymi ndbojem ). Mezera mezi kondenzatory je vyplnéna dielektrikem. Urcete kapa-
citu takového kondenzatoru.

Priklady k procviéeni 6.2.

Uvazujte deskovy kondenzator (vzdalenost desek d) o tvaru ¢tverce s délkou hrany a ¢as-
te¢né ponoteného do kapaliny o permitivité €, a hustot€ p. Kondenzator je ponofeny do kapa-
liny dle obrazku 35. Urcete, jak vysoko vystoupa hladina kapaliny, je-li kondenzator pfipojen
na zdroj elektromotorického napéti £. Zanedbejte vliv povrchového napéti kapaliny.

+&-

o

agdl d

|/ P, &

Obréazek 35: Deskovy kondenzator ponofeny v dielektrické kapaling.

Priklady k procvicéeni 6.3.

Uvazujte valcovy kondenzator se souosymi vélci o vnitinim poloméru R; a vnéjsim polo-
méru Ry. Rozdil polomért je mnohem mensi jak délka kondenzétoru [. Kondenzétor je svisle
ponofen do kapaliny o permitivité €, a hustoté p. Uréete, jak vysoko dovniti kondenzatoru vy-
stoupa hladina kapaliny, je-li napéti na deskach kondenzatoru U. Zanedbejte vliv povrchového
napéti kapaliny.

Priklady k procviéeni 6.4.
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Uvazujte deskovy kondenzator, ktery je vyplnén dielektrikem, jehoz permitivita se linearné
méni od desky k desce. Na povrchu desek uvazujte permitivitu €; a 9. Vzdalenost desek je [
a plocha S. Jaka je kapacita C kondenzédtoru?

Piiklady k procvicéeni 6.5.

Uvazujte kulovy kondenzator (obé koule jsou soustfedné) o vnitinim poloméru R; a vnéj-
§im poloméru Ry. Mezi kulovymi slupkami je litka s permitivitou € = a/r?, kde 7 je radialni
vzdalenost od stfedu kulicky a a je konstanta. Urcete kapacitu kondenzatoru C.

Doporucena literatura

Elektiina a magnetismus (Sedlak, Stoll), 2002: str. 84-86, 118-135
Feynmanovy prednasky z fyziky 2, 2001: str. 174-204
Elektromagnetismus (Andrej Tirpak), 1999: str. 1/4-171

Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: kap. 26 (26.6 — 26.8)
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Ctvrtsemestralni pisemna prace ¢. 2.

1. Tenkosténna vilcova trubka o poloméru R nese plosny naboj o. Urcete velikost vektoru
elektrické intenzity E vné (r > R) a uvniti (r < R) trubky v zavislosti na vzdélenosti
r od osy trubky. Nakreslete graf funkce F v intervalu (0;2R). Urcete smér vektoru E,
vite-li, ze trubka mé kladny naboj. Kolikrat se zvétsi/zmensi E v pfipadé 2R oproti 1R?

2. Urcete kapacitu kondenzétoru, ktery se sklada ze dvou nabitych sférickych ploch o po-
loméru R; a Ry se stejnou polohou stfedu a o plosné hustoté ndboje o1, —os. Velikost
celkového naboje kazdé plochy je stejnd, mé v8ak opa¢né znaménko.

3. Vypoctéte obecné celkovou kapacitu kondenzatort zapojenych podle obrazku 1. Urcete,
¢emu bude rovna kapacita zapojeni, pokud budou mit vSechny kondenzatory stejnou
kapacitu C.

4. Uvnitf kondenzatoru se nachdzi dva rizné druhy dielektrik s permitivitou €,1 a &p9.
Urcete kapacitu kondenzatoru, znate-li vzdéalenost desek d, plochu desek S, permitivitu
vakua gq. Dielektrikum je vlozeno do kondenzéitoru podle obrazku 2. Oba kusy dielektrik
jsou stejné velkeé.

|
0 |

€r

T —_2I 4=
L]

Obr.1. Obr. 2.
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7 Ohmiuiv zakon a Kirchhoffovy zakony

7.1 Elektricky proud

Pro vyjadfeni Ohmova zdkona si nejprve spravné definujme potfebné elektrické veli¢iny. Ve
vy%e uvedeném textu jsme si jiz uvedli, ze napéti U je rozdil potenciald U = —Ap. Dale
jsme zavedli pojem ,,naboj*, veli¢inu, kterd je pfirozenou vlastnosti téles a na které zavisi
elektrostaticka pritazliva sila.

Ptemistovani elektrického naboje se nazyva elektricky proud. Uvazujme plochu, kterou
za dany Casovy interval At projde mnozstvi naboje AQ. Proud je tmérny proslému néboji
a nepfimo imérny casu za ktery néaboj plochou projde. Pro prumérny elektricky proud plati

AQ

I==—"".
At

Limitnim pfechodem At — 0 ziskime okamZzity proud

_dQ

1 .
dt

(34)

Zde lze uvést analogii s vodou v Fece. Pritok vody v fece nazveme vodni proud. Cim
je krat$i Casovy interval, za ktery néjaké mnozstvi vody protece, tim je vodni proud vétsi.
Podobné, ¢im je vody pii protékani vice, tim je vodni proud silng&jsi.

Ackoliv elektricky proud definujeme jako velikost proglého naboje za cas, zédkladni jednot-
kou SI neni coulomb [C = As], ale ampér [A]. Proud je definovan v SI jako zakladni jednotka
pomoci silovych t¢inkt. Jeden ampér teée ve dvou rovnobéznych, nekoneéné dlouhych vodi-
¢ich o kruhovém prifezu ve vzdalenosti jednoho metru pravé tehdy, kdyz na metr délky vodice
puisobi sfla 2 - 107"N.

Proud nemusi byt vzdy zcela vhodna veli¢ina popisujici uspoiadany pohyb naboji. Analo-
gie s fekou nam ukazuje, ze voda v blizkosti bfehu se mtize pohybovat, pomaleji nez uprostied.
Z tohoto duvodu si definujme hustotu elektrického proudu j . Bude-li proudova hus-
tota ve vSech bodech vodice (nosi¢e proudu — ekvivalent koryta Feky) stejné, pak proud bude

12727

kde ? je plocha Tezu (ne nutné kolmého) vodi¢em. Pohybuji-li se ndboje kolmo na plochu,
vztah se zjednodusi na I = jS5. Proudova hustota nemusi byt nutné konstantni po celé plose.
Pak se proud z proudové hustoty ziskd pomoci plosného integralu, platf

%
I=[7.d5. (35)
/

Uvazujme vodi¢ o priiFezu S, kterym protéka proud I. Proud v jednotlivych ¢astech vodice
popisuje proudovéa hustota j (viz obrazek 36). Uvazujme, Zze plochou S probé&hne za néjaky
kratky casovy interval d¢ néboj d@, tedy plati rovnice (34). KdyZz se na vodi¢ podivame
podrobnéji, zjistime, Ze ne nutné celou plochou musi prochazet stejny naboj. Pomoci definice
objemové hustoty ndboje muZzeme uvazovat, ze infiniteziméalni ndboj dd(@ za infinitezimélné
maly ¢as dt prosel plochou dS a vzdalil se od nf o di. Ve vy8e uvedeném vyrazu jsme uvedli
pred nabojem ) dvakrat dd. Nepieklepli jsme se, myslime tim, Ze naboj proSel jak malou
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Obrazek 36: Proud I protékajici plochou S.

%
plochou dS, tak za maly ¢as dt. V definici hustoty nédboje nahradime dV =d [ - d?. Pak
I1ze jednoduse zapsat ddQ) = od | -d S, kde [ je vektor, v jehoZ sméru a délce se posunuly
néboje za kratky ¢as dt. Jednoho d se jednoduse zbavime podélenim dt, tedy

%
_ddQ _ dl =
dr =% = 0% 48 = o7 -dS.

K tomuto vysledku mizeme dojit za predpokladu, Ze ndboj ve vodi¢i se nikde neakumuluje
. : . . ] s -

ani neubyva, je v Case (nikoli v prostoru) konstantni. Ze vztahu (35) ziskdme df = j -dS.

Vektor hustoty proudu a vektor rychlosti ndboje m{¥{ ve stejném sméru, 1ze napsat

7 = 7. (36)

7.2 Rovnice kontinuity

Uvazujme uzavienou plochu (proto zvolime integral pfes uzavienou plochu na rozdil od pie-
deslych vyrazi), uvniti které se nachazi naboje, jeZ mohou volné unikat mimo tuto plochu.
Vyse uvedenou situaci popisuji rovunice

I——aact), I—f?d?, Q—/ng.

Do prvni rovnice jsme vlozili znaménko minus z divodu, Ze uvazujeme kladny proud, jenz
snizuje naboj uzavieny v plose S. Déle jsme zménili vyraz z totalni Casové derivace na par-
cialni, ktera je vhodnéjsi pro operace, jez chceme provést. Kombinaci vySe uvedenych vztaht
obdrzime

— 0
I 17
Uvazujeme-li, ze objem V pod uzavienou plochou S je na Case nezavisly, lze derivaci na pravé
strané rovnice vlozit do integralu. Jak jsme jiz difve ukézali, lze plosny integral nahradit

%
objemovym ¢ j -dS = [V - jdV. Sejmutim integralu obdrzime rovnici

do -
a+?-J_o. (37)

67



Tato rovnice se jmenuje rovnice kontinuity a mé velky vyznam nejen v elektromagnetismu,
ale 1 v jinych fyzikalnich disciplinach, napfiklad v teorii tekutin, v kvantové mechanice a v dal-
gich.

Rovnici lze prekladat tak, ze v ¢ase snizujici se (proto zaporné znaménko, pokud ¢len s hus-
totou prevedeme na opa¢nou stranu) hustotu ndboje v daném objemu doprovazi divergujici
hustota prog)du, jenz naboj odnési. Slovo divergujici oznacuje jak operator divergence, tak to,
ze vektory j mi¥i smérem ven od daného objemu (viz ivodni kapitoly).

Tento vysledek a vysledek piedesly lze dosadit do jednoho vztahu

do
T V- (o7) = 0. (38)

7.3 Ohmiv zakon

Ohmutiv zakon patii k nejzndméjsim zakontim elektromagnetismu. Vyjadiuje dmérnost mezi
napétim U mezi konci vodice a elektrickym proudem I. Cim je napéti mezi konci vodice vyssi,
tim se zvys{ i proud protékajici vodi¢em. Konstanta imérnosti se nazyva elektricky odpor
R. Plati, Ze ¢im je odpor vétsi, tim se proud protékajici vodicem zmensi. Ohmiv zakon lze
vyjadrit ve tvaru

U
I1=—=
R’
nebo v zapamatovatelnéjsim tvaru
U = RI. (39)

Prevracend hodnota odporu se nazyva elektricka vodivost

G = 7

Celkovou pfedstavu si ¢tenaf mize udélat na zakladé analogie mezi proudem ve vodici
a proudem v potoce. Pokud je rozdil mezi vyskou hladiny vody na kopci a pod kopcem
(analogie napéti, neboli rozdil dvou potenciali) vyssi, bude i voda téct rychleji a proud se
zvy$i. KdyZ se ale v potoce nachazi kameny (analogie odporu), voda je bude muset obtékat
a nedostane se dolu tak rychle, proud se snizi.

Zjevné elektricky odpor je veli¢ina, jez se tyka celého vodic¢e. Pomoci vySe uvedené hustoty
proudu lze odvodit i takzvany diferencialni Ohmuv zakon

E=p7, (40)

kde ﬁ se nazyva vektor elektrické intenzity, p predstavuje rezistivitu a 7 znad¢i vektor prou-
dové hustoty. Z definice proudové hustoty a napéti lze rezistivitu z homogenniho vodice za
pouziti U = LE, I = jS ziskat jako g

kde S znadi prifez vodice a L je jeho délka. Pii konstantni rezistivité je elektricky odpor
umérny délce vodice a nepfimo tmérny jeho prifezu.
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7.4 Kirchhoffovy zakony

V jednoduchém vodi¢i uvazujeme, Ze naboj se nikde nekumuluje ani neubyva. Pak ze zédkona
zachovan{ naboje vyplyva, ze proud vtékajici do jisté oblasti vodiCe je roven proudu z této
oblasti vytékajici, a to i navzdory tomu, kdyZ se vodi¢ mezitim rozvétvi. Bod vétveni se nazyva
uzel. Tento zakon se jmenuje 1. Kirchhofftiv zakon a lze jej napsat ve tvaru:

e Soulet viech proudi do uzlu vtékajicich se rovna souétu proudi z uzlu vytékajicich.

ZIIH = ZIOut~ (42)

Analogie s proudy v fece je jasna. Soucet mnozstvi vody ze v8ech piitokt vlévajicich se do
soutoku se rovnad mnozstvi vody ze soutoku vytékajici.

Uvazujme nyni uzavieny obvod. V tomto obvodu se nachézi zdroje napéti a rezistory
(soutastky, jez maji nenulovy odpor). Uvazujme, Ze vodie spojujici zdroje maji nulové odpory.
Kazdy zdroj v obvodu vytvaii prirtastek napéti (kladny rozdil potenciali) tzv. elektromotorické
napéti € a kazdy rezistor jeho ubytek (zaporny rozdil potenciali) Ur — viz obrazek 37.

e

Obréazek 37: Uzavieny obvod se zdroji a rezistory a vyznacenym pribéhem potencialu.

Potenciél je konstantni v ¢asti obvodu, kde se nenachézi rezistor ani zdroj. V obrazku pied
prvinim zdrojem musi byt hladina potenciadlu ve stejné vysce jako za poslednim rezistorem. Na
zakladé této tvahy lze formulovat 2. Kirchhoffiiv zakon ve tvaru

e Soucet elektromotorickych napéti (zkratka — emn.) na jednotlivych zdrojich v uzaviené
smycce se rovné souctu tbytku napét{ na rezistorech.

> &= Un (43)
7 %

Ubytek napéti na rezistorech lze vyjadfit pomoci Ohmova zdkona U = RI. Kirchhoffiv zakon
(43) 1ze pro jednoduchou smytku zapsat jako

Y &=IY R
7 A

Proud jsme mohli vytknout pifed sumu pouze pro jednoduchou smycku, protoze v ni musi byt
proud dle prvniho Kirchhoffova zédkona konstantni.
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Obréazek 38: a) Sériové a b) paralelné zapojené odpory.

Vratme se zpét k vodni analogii. Pfedstavme si zdroj napéti jako ¢erpadlo a rezistor jako
pefeje (nebo jiny usek feky, kde se hladina snizi). Je-li voda hnana v uzavieném obvodu,
priristek vysky hladiny na ¢erpadlech se musi rovnat abytku vysky hladiny na pefejich.

Diky pfepsani druhého Kirchhoffova zadkona pomoci odport a proudd muizZeme odvodit
jeden dulezity princip. Uvazujme jednoduchy obvod, v némz zapojime za sebou (neboli do
série) nékolik rezistort (viz obréazek 38 a)). V obvodu se také nachézi jeden zdroj elektromo-
torického napéti. Evidentné plati

£=I1> R;=IR,

kde R oznacuje celkovy odpor jednotlivych rezistord. Celkovy odpor sériové zapojenych re-
zistort se rovna soudtu jednotlivych odpora

> Ri=R. (44)

Stejné jako z druhého Kirchhoffova zédkona lze odvodit vztah pro s¢itani sériové zapojenych
rezistord, da se z prvniho Kirchhoffova zdkona odvodit ekvivalentni vyraz pro paralelné
zapojené rezistory (vedle sebe viz obrazek 38 b)). Do vodi¢e pfed rozvétvenim tece proud I.
Soucet proudt ve vSech vétvich dava celkovy proud I = )", I;. Jelikoz pracujeme s idealnimi
vodi¢i, uvazujeme na levé strané stejny potencial u vSech rezistorii (to stejné plati pro pravou
stranu). Ubytek napéti je na vSech rezistorech stejny. Mizeme diky Ohmovu zékonu psit

% =) Z-gi, neboli
1 1
RPN ()

Prevracend hodnota celkového odporu paralelné zapojenych rezistort se rovna souétu pie-
vracenych hodnot jednotlivych odpord.

Pr. 7.1.

Zadani: Uvazujme obvod zakresleny na prvnim z obrazkt 39. V obvodu zapojime zdroje
elektromotorického napéti a rezistory s nasledujicimi parametry: & = 7V, & = 3V, Ry = 1€,
Ro =29, Ry = 3Q. Jaky je proud protékajici jednotlivymi rezistory?

Reseni: Je vyhodné si pro zjednoduseni do obvodu zakreslit smycku (viz obrazek 39)
a sméry proudl vyznadit Sipkami. Sipky zndzoriujici emn. se zakresluji s opa¢nym smérem
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Obrazek 39: Elektricky obvod.

jak smér kladného proudu, které zdroj napéti vytvari. Prubéh napéti (pfirastek na zdrojich,
ubytek na rezistorech) v prvni smy¢ce z druhého Kirchhoffova zakona vyjadiuje rovnost (za-
¢neme u zdroje emn.): & — Ri1l; — R3lz = 0. V druhé smycce pak: & — Roly + R3lz = 0.
V této rovnici je u t¥etiho odporu opa¢né znaménko. To proto, Ze Sipka proudu zakreslend v
obrézku sméfuje proti sméru smycky. Stejnym zptisobem bychom zménili znaménko, pokud by
nékteré ze zakreslenych emn. bylo otofeno na opafnou stranu. Z prvniho Kirchhoffova zékona
lze odvodit vyraz pro proudy I1 = Is + I5.

7 téchto t¥i rovnic lze vyjadFit proud

B E1Ry — E9 Ry B
" RiRy+ RiRs + RsRy

7 rovnice pro prvn{ smycku plati

1A.

- &1 — I3R3

I
1 i

=4A.

7 druhého Kirchhoffova zakona pak
I, =1 — I3 = 3A.

Pr. 7.2.

Zadani: Uvazujte obvod zakresleny na druhém z obrazkia 39. Sestavte dle prvniho a dru-
hého Kirchhoffova zdkona prislugné rovnice.

Regeni:
Dle prvniho Kirchhoffova zakona plati

L=1+13 Is+1,+1I;=0.
Dle druhého Kirchhoffova zakona

E1 =R + Roly, & = Roly + Ryly — R3ls, E3 = Rsls — Ryly.
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Pr. 7.3.

Zadani: Uvazujme krychli, v jejichZz hranach se nachazi 12 rezistori o stejnych odporech
R = 1Q (viz obréazek 40 a)). V kazdém rohu se nachazi uzel. Jednotlivé uzly ocislujeme od 1
do 8. Soustavu napojime na zdroj emn. v protilehlych rozich (uzly 1 a 8). Vypoctéte odpor
celé soustavy.

Wik :
1

Obrazek 40: a) Rezistory zapojené do tvaru krychle. b) Zapojeni rezistort se stejnym vysled-
nym odporem jako zapojeni do krychle.

ReSeni: PFi bliz§im pohledu na danou soustavu si v&imnéme, Ze (diky rovnosti vSech
odport1) v uzlech 2,3,4, a pak dale v uzlech 5,6,7 je stejny potencial. Zapojeni tak ptjde
zakreslit v jiném tvaru (viz obrazek 40 b)), jenz mé stejny vysledny odpor, dany vztahem

R R R _5
R=2+o+5=CR

Pr. 7.4.

Zadani: Uvazujme obvod na obrazku 41. Na jednoduchy obvod s kondenzatorem nejprve
napojime elektromotorické napéti, které nabije kondenzator. Potom obvod pfepneme tak, aby
byl zdroj emn. nahrazen rezistorem. Jaka je zavislost ndboje na deskich kondenzétoru na case?
Obvod s timto zapojenim se nazyva RC obvod.

ReSeni: P¥i emn. £ na zdroji se kondenzator nabije ndbojem Qo = CE. Pii pfepnuti
nahradi funkci zdroje napéti sém kondenzator, kde Q = CU. Ten se snazi vybijet tak, ze tvoii
proud, jenz tece skrze rezistor. Cim je kondenzator vybité&jsi, tim mensi proud vyrabi. Velikost
proudu ziskame z Ohmova zakona U = RI. Vime, Ze proud je zména naboje v ¢ase. Vzhledem
k tomu, Ze se ndboj na kondenzatoru v ¢ase zmensuje, je i znaménko u ¢asové zmény zaporné.
Veli¢iny R a C se chovaji v tomto p¥ipadé jako konstanty nezavislé na ¢ase. Kombinaci vyse
uvedenych vztahu ziskdme

t
dQ — Q _ dQ _ —dt AR
& C7Q Ro 9T Qe OF,

kde Qo ozna¢uje naboj na deskach kondenzatoru pied odpojenim zdroje emn.
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Obrazek 41: Elektricky obvod.

Pi. 7.5.

Zadani: Uvazujme Gaussuv zékon ve tvaru (10) a Ampériv zakon (pozdéji probereme
podrobné) ve tvaru

OF
? X § = M07> +M050E>

kde § vyjadiuje vektor magnetické indukce a pg oznacuje permeabilitu vakua. Odvodte
z téchto dvou zdkond rovnici kontinuity.

Reseni: Divergenci Ampérova zékona ziskame

SRR I S LS

0 . .

a?ﬁ Divergence elektrické

intenzity je pak z Gaussova zakona hustota naboje podélené permitivitou vakua. Na levé strané

se nachazi operator divergence z rotace. Z pfedeslého textu vime, ze tento ¢len se rovna nule
do

—
O—Mo?’ J+Hog,

. o o = O
Divergenci a parcialni derivaci podle ¢asu lze zaménit ? o =

Podélenim permeability na obou stranach rovnice ziskame rovnici kontinuity.

Pi. 7.6.

Zadani: Na elektrony v kovu pfi daném napéti ptsobi urychlujici sfla. Pokud bychom
uvazovali pouze sflu danou napétim, brzy by se elektrony pohybovaly rychlosti blizkou rychlosti
svétla. Navic by kov nemél elektricky odpor. Elektrony v redlnych kovech dosahuji maximéalnich
rychlosti o mnoho fad nizsich. To je zptisobeno srdzkami s atomy, elektrony nebo ionty v kovu.
Ty odeberou elektronu hybnost. Kov se srazkami zahtiva a vykazuje elektricky odpor. Urcete
stfedni volnou dobu mezi dvéma srazkami 7, plati-li vztah pro driftovou rychlost v = ar.

Reseni: Dle druhého Newtonova zakona lze vyjadit zrychleni pisobici na ¢astici o hmot-
nosti m (v redlném kovu hmotnost elektronu) v silovém poli F' jako a = F/m. Pokud silu
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tvofi elektrostatické pole, pak plati F' = ¢F, kde E vyjadiuje velikost vektoru elektrické
intenzity a ¢ oznafuje ndboj Castice v elektrickém poli. St¥edni volnou dobu obdrzime ze
vztahu 7 = vm/qE. Dle diferencidlniho Ohmova zakona E = jp = vgp (o—hustota naboji,
p—rezistivita) miZeme ur¢it 7 = m/qop. Vyraz jesté upravime pomoci o = ng, kde n oznacuje

koncentrace nosi¢ti naboje
m

T=——.
q*np

Rezistivitu mizeme vyjadiit jako funkci stfedni volné doby, koncentrace naboje, velikosti

néboje nosice a hmotnosti nosice

P= @nt’

Pr. 7.7.

Zadani: Uvazujte polovodi¢ovou soucastku s PN prechodem. Nosi¢e proudu jsou na roz-
hrani pfechodu jak elektrony, tak kladné nabité diry. Uvazujte, ze za At = 16 s se jednim smé-
rem, plochou S; = 1 mm?, piesune N, = 3,5-10' elektronii a smérem opaénym Ny = 2, 5-101°
dér. Jaky proud tece prifezem So = 1 cm??

ReSeni: Diry a elektrony se pohybuji opatnym smérem. Diky rozdilnému znaménku viak
vytvaii proud, jenz je souc¢tem proudu jak od elektront, tak od dér. Dira ma stejné velky (ale
opa¢ny) naboj ¢ = 1,6 - 1071 C jak elektron. Proto proud tekouci plochou 1 cm? se rovné

(Ne + Nd)qSQ

— 6 mA.
S AL 6 m

I=

Priklady k procviéeni 7.1.

Uvazujte vodivou kouli o poloméru R do ptlky zahrabanou do zemé. Koule je udrzovana na
konstantnim emn. £ (viz obrazek 42 a)). Urcete proud protékajici kouli, vite-li, Ze rezistivita
pudy, ve které je koule zahrabéna, je konstantni p.

@
N\
[vrstoneind]

Im

Obrazek 42: a) Koule z poloviny zasazena ve vodivém prostiedi. b) Vodivy roztok ve vélcové
nadobé.
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Priklady k procvi¢eni 7.2.

Uvazujte nadobu, které je naplnéna vodivym roztokem o rezistivité p. Nadoba ma vélcovity
tvar o poloméru Ry a vySce L. Vnitini povrch vélce (nikoli podstava) je vodivy a uzemnény (viz
obrazek 42 b)). Stiedem nédoby prochézi vodivy drat o poloméru Ry napojeny na konstantni
emn. £. Urcete proud protékajici roztokem.

Priklady k procvi¢eni 7.3.

Uvazujte sériové zapojenou soustavu — zdroj emn. &, rezistor R a kondenzator C. Obvod
je uzavien do smycky (viz prvni z obrazka 43). Na pocatku je kondenzéator vybity. Vypoctéte
naboj na kondenzatoru a proud v obvodu v zavislosti na ¢ase.

||€ C
C R

———1

Obréazek 43: Zapojeni rezistori a kondenzatori.

Priklady k procviéeni 7.4.

Uvazujte zapojeni z druhého obrazku 43. Vsechny rezistory maji stejny odpor R. Elek-
tromotorické napéti zdroje uvazujte &, kapacitu kondenzatoru uvazujte C. Na pocatku je
kondenzator vybity. Vypoctéte celkovy proud v obvodu v zavislosti na case.

Piiklady k procviéeni 7.5.

Uvazujte zapojeni z obrazku 40 s tim, Ze rezistory zaméite s kondenzatory o kapacité C.
Vypoctéte celkovou kapacitu zapojeni.

Doporuc¢ena literatura

Elekt¥ina a magnetismus (Sedlak, Stoll), 2002: str. 173-198
Elektromagnetismus (Andrej Tirpak), 1999: str. 183-210
Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: kap. 27, 28
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8 Magnetostatika a zdklady elektromagnetismu

8.1 Lorentzova sila

V piedchozich kapitolach jsme si vysvétlili, Ze elektrické pole je generovano elektrickym né-
bojem. Rovnice popisujici vztah mezi zdrojem a elektrostatickym polem se nazyva Gausstv
zakon (10). Toto pole vytvaii silu F' = ¢ F pusobici na nabité ¢astice. Zkracens: ndboje tvori
elektrické pole a toto pole ptisobi silové na daldi naboje. Kromé elektrického pole pisobiciho
na elektrické naboje v8ak existuje i pole magnetické. Cim je v8ak toto pole generovano? A na
co magnetické pole silové plisobi?

Obrazek 44: (Ne)ptisobeni magnetického pole.

V prvni poloviné devatenidctého stoleti si francouzsky fyzik a matematik André-Marie
Ampére (1775 — 1836) v8iml zajimavého jevu, kdy dva vodice, jimiz protékal elektricky proud,
na sebe silové pisobily. Sila mezi dvéma rovnobé&znymi vodici byla bud pfitazliva (proud ve
vodi¢ich tekl ve stejném sméru), nebo odpudiva (proud tekl ve sméru opa¢ném). Dnes vime, Ze
elektricky proud tvofi pohybujici se ndboje. Mame situaci, kdy pohybujici se naboje ve vodici
vytvari pole magnetické. Toto pole pak silové pisobi na pohybujici se ndboje. CoZ vysvétluje
silové ptsobeni vodi¢ti. Jednoduchym zplisobem muZzeme magnetické pole zobrazit pomoci
feromagnetickych pilin — viz obrazek 45 a). Piliny sméfuji podél magnetickych indukénich
¢ar. Vektory magnetické indukce B, které slouzi k popisu magnetického pole, jsou k témto
kiivkam tecny.

Z obrazku 45 a) vidime, ze magnetické indukéni ¢ary obtadi vodi¢. Vektory magnetické
indukce sméfuji kolmo na vektor rychlosti naboji 7 a tedy i na vektor proudové hustoty
J . Pokud jsou oba vodice rovnobézné, magnetické indukéni ¢ary do druhého vodice vstupuji
kolmo a sila plisobici na vodi¢ svird pravy thel jak s vektory rychlosti ndbojt ve vodici, tak
se zminovanym magnetickym polem, viz obrazek 45 b). Experimenty ukazaly, ze zménime-li
pravy uhel mezi vektory rychlosti ndboji a magnetické indukce na libovolny thel, snizi se
i vyslednd sfla, a to jako sina, kde a znaci Ghel mezi vektory. Z experimenti vyplyva, ze
vysledna sila ptsobici na nabitou ¢astici uvniti vodice je imérnd velikosti naboje této Castice
q, jejf rychlosti o (ktera je umérna proudu ve vodici), magnetické indukci B ve kterém se
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Obrézek 45: a) Pusobeni magnetického pole na zelezné piliny. b) Zobrazeni Ampérova pokusu.

pohybuje (vytvarené druhym vodi¢em) a sinem thlu ktery svird vektor rychlosti s vektorem
magnetické indukce. Dané chovani popisuje rovnice

F—qvxB.

Uvazujeme-li nabitou ¢astici nachézejici se soucasné v poli elektrickém i magnetickém, lze
vyraz zapsat diky principu superpozice ve tvaru

?zq(ﬁ%—?x?). (46)

Tuto rovnici mtzeme bez nadsazky oznadit za nejdilezitéjsi rovnici elektromagnetismu, popi-
suje silové ptisobeni elektromagnetického pole na nabitou ¢astici. Tato sila se nazyva Loren-
tzova sila. Je dulezité, aby si tuto rovnici zapamatovali studenti jako celek. Casto se uvadéjf
dva dalezité podpripady této sily. Elektrostaticky 3 = 6> a E =+ ?(t), jimz jsme se zabyvali
v druhé kapitole, a magnetostacionarni F-0aB # f(t),

Uvazujme maly tisek vodice o délce A L lezici v magnetickém poli. Uvazujme dale, Ze timto
vodi¢em protéka proud I = AQ/At, kde At oznacuje ¢as, za ktery mnozstvi naboji AQ = Ngq
protece tsekem Af. Naboje q, jez generuji proud, se pohybuji rychlost{ 7. Proud ve vodici
tece ve sméru A L. Pokud se rychlost a proud v ¢ase neméni, mizeme napsat v = Af /At.
Pro magnetickou ¢ast Lorentzovy sily s mnoha pohybujicimi se ndboji ve vodici lze uvést

7:Nq7x§:%?Afx§.

Lorentzovu silu pusobici na vodi¢ o délce Af s proudem I v magnetickém poli E je mozné
vyjadrit i ve tvaru
F=IAL xB
=IAL x B. (47)
Podotknéme jesté jednu dillezitou véc vyplyvajici z Lorentzovy sily. Zrychleni (¢i sila) pu-

sobici na ¢astici v magnetickém poli nesméiuje ve sméru indukénich ¢ar (jak je tomu v pfipadé
pole elektrického). Cary nemuzeme nazyvat silo¢ary, ale indukéni ¢ary.
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Pr. 8.1.

Zadéani: Uvazujte elektron o nadboji —¢ a hmotnosti m v homogennim magnetickém poli
o velikosti B — (0,0, B,). Elektron se pohybuje rychlosti 7 = (vz, vy, vz) . Vypoltéte trajek-
torii ¢astice. Zjistéte jak se situace zméni ve chvili, kdy se ¢astice pohybuje kolmo vzhledem
k magnetickym indukénim ¢aram.

Regeni: Dle druhého Newtonova zékona a Lorentzovy sily plati

dv, dv, dv
% X 4
ma = ? = m (dt’ d—ty, i ) = —q (vg,vy,v;) X (0,0, B;) = —¢B; (vy, —v4,0).

7 této soustavy rovnic lze vyjadfit tfi diferencidlni rovnice

dv, qB. % . qB. dv,

L 222, _ Vg
dt m Y dt m 7 dt

=0.

Tteti rovnice mé trividln{ feSenf v, = konst. ReSen{ prvnich dvou rovnic obdrzime derivaci

. . . dvy .
prvni rovnice a dosazeni za 5 C druhé

dQUx _ qB.
dez m

2
) Uy = Vg = Acos (wt + ) = vy = Asin (Wt + @),

kde w = aB- je thlova rychlost a A% = v2 + vg je kvadrat velikosti rychlosti v roviné xy.
7 vyse uvegleného FeSeni vyplyva, Ze tento kvadrat je v ¢ase konstantni a je uréen pocatedni
rychlosti. Uhel ¢ uréuji také pocateéni podminky. Castice se bude pohybovat po Sroubovici
orientovanou ve sméru z, podél magnetickych indukénich car.

V pripadé pohybu kolmém na magnetické indukéni ¢ary vymizi slozka rychlosti v, . Castice

S : . v mu

se bude pohybovat po kruZnici jejiz polomér vyjadiime jako r = o= q—B

Komentar: Pohyb nabitych ¢astic v magnetickém poli zndzorhuje obrizek 46. Castice
v prostredi ztraceji rychlost a polomér jejich drahy se zmenguje, proto nejsou znazornéné
kiivky kruznice (nebo Sroubovice), ale spiraly.

TR

Obréazek 46: Elektrony a pozitrony v magnetickém poli.
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Pr. 8.2.

Zadani: Uvazujte kruhovou proudovou smyc¢ku ve vné&jsim homogennim magnetickém poli.

Necht normala ke smycce uzavird s vektory magnetické indukce § thel 6. Jak velky moment
sily ptisobi na smycku?

\

Obrézek 47: Proudova smycka v magnetickém poli.

Regeni: Uvazujme, Ze kruhova smycka leZi v roviné zy a vektory magnetické indukce v ro-
\gné xz a s osou z sviraji thel 8 — viz obrazek 47. _P)olohovy vektor smycky je
I = (Rcosp, Rsinp,0). Element tohoto vektoru se rovna d I = (—Rsing, Rcos p,0)dep.

Magnetické pole sméfuje ve sméru B = (—Bsin6,0, Bcosf), kde B znadi velikost vektoru
magnetické indukce. Z Lorentzovy sily (47) jasné vyplyva, ze na element vodice ptisobi ele-
ment sily d? = Idl X 3 Moment sil pak zapfSeme jako M f_> X d? kde 7 = _l>
odpovida polohovému vektoru kruhu, kde pocatek sourfadnicové soustavy se nachazi na ose
rotace. Dosazenim do vzorct ziskdme

ﬁ:I/?X(d—l)Xg):
2

= I/(Rcos @, Rsinp,0) x [(—Rsiny, Rcos¢,0) x (—Bsinf,0, Bcosf)]dy =
0
2m

= IBRQ/(COS @, sinp,0) X (cos ¢ cos b, sin ¢ cos b, cos psinf) dy =
0

2m
= IBRQ/ (sincpcosgosin 6, — cos? @ sin 6, O) dp =
0

2m
= IBR? sin@/ (sin<pcos @, — cos? ¢, 0) dp =

27

1
:—IBR251n6(cos 0, = [cp+s1n(2<p)} O> =
0
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— _IBR?sind(0,7,0) = —IBrR?sin0(0,1,0) = —IBSsin0(0,1,0) = IS x B.

Z vysledku vidime, 7e moment sily je tmérny vektorovému soucinu plochy kruhové smycky
= (0,0, 5) (orientované pomoci normély) a vektoru magnetické indukce.

Moment sily v naSem pfipadé sméfuje v sméru osy y, kterd se tak stava osou otaceni
smycky. Moment se snazi smycku otocit tak, aby rovina smycky byla kolméa na pole a aby
magnetické indukéni ¢ary generované smyckou a vnéjSim polem sméfovaly stejnym smeérem.

Komentar: Ctenaf maze zkontrolovat, Ze sila ptsobici na krouZek se rovna

2m 2m
?:—/Iﬁ><d_l>:IBR/(coscpcos@,sincpcos&,—cosgosin&)dgp:6>.
0 0

8.2 Magneticky moment

— d
Klasickd mechanika definuje moment hybnosti hmotného bodu jako L = m7 x T kde 7
je polohovy vektor a m je hmotnost hmotného bodu.

Uvazujme ¢éstice o celkové hmotnosti M, které se pohybuji stejnou velikosti rychlosti v a
ve stejném sméru po kruZnici o poloméru R v jejim#z stfedu se nachazi pocatek souradnicové
soustavy. Velikost momentu hybnosti ¢astice je dana vztahem L = MvR.

V prikladu (8.2) jsme vypocetli, Ze moment sily pusobici na proudovou kruhovou smycku
o poloméru R je M = I? X § Oznacme I? = ﬁ, kde p se nazyva magneticky moment.
Uvazujme, ze proud ve smycce zprostiedkovavaji naboje @, které celou kruhovou smyckou
projdou za ¢as AT. Magneticky moment pak lze upravit do tvaru

QO o R R
—_—— -— = *:L
AT ~ AT93 ~ V95

Q
— ST = nR? =
a 2M
kde o = 27 R je obvod kruZnice. Z vy3se uvedeného je tedy ziejmé, Ze magneticky moment je
imérny momentu hybnosti.

Kvantova mechanika stanovuje, Ze existuje minimaln{ mozny moment hybnosti, ktery je

roven Planckové konstanté A. UvaZzujeme-li nabitou hmotnou ¢astici, kupfikladu elektron, pak
jejl magneticky moment je roven pravé up = 2(1—, kde m je hmotnost ¢astice a g jeji naboj.
m

pp se nazyva Bohriv magneton.

8.3 Gaussiv zdkon pro magnetické pole

V druhé kapitole jsme uvedli Gausstiv zédkon (10) a (18), ktery déval do souvislosti zdroj
elektrického pole, hustotu naboje a samotné elektrické pole. Tyto rovnice si lze pfedstavit
tak, Ze uzavieme-li naboje pod myslenou plochu, z této plochy budou vychézet vektory elek-
trické intenzity. Pole podle toho nazyvame rozbihavé (divergentni). Uvazujme nyni namisto
elektrického pole magnetické. Pfedpokladejme specialni magneticky néboj (takzvany magne-
ticky monopol), jenz by generoval divergentni magnetické pole. Logicky by musel platit stejny
Gaussiiv zakon i pro pole magnetické. Problém vSak tkvi v tom, Ze p¥i Zadném experimentu se
nikdy takovy naboj nepodafilo detekovat. Jinymi slovy mizeme ¥ici, Ze pro souc¢asnou fyziku
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je magneticky naboj vzdy nulovy. Gausstiv zdkon pro magnetické pole miZeme zapsat
v diferencidlnim a v integralnim tvaru jako

V.B=o, fﬁ-d?:o. (48)

Prvni rovnice ¥ika, Ze magnetické pole neni divergentni a Ze magnetické indukéni ¢ary musi
byt vidy uzaviené kifivky. Druhé rovnice zase ¥iké4, Ze mame-li uzavienou plochu, magnetické
indukéni ¢ary vbihajici do této plochy z ni i na jiném misté vybihaji.

Na rozdil od monopélu, magneticky dipdél existuje a pozoruje se. Vytvail ho proudovéi
smycka (nikoliv dva monopoly - N a S podobné jako u elektrického pole). Jako pfiklad mag-
netického dipolu uvedme tycovy magnet pozorovany z velké vzdalenosti. Pokud bychom jej
rozpulili, vysledkem jsou dvé dipélova pole. To funguje az na strukturu elementarni. Pozoro-
vané elementarni ¢astice maji magneticky dip6lovy moment.

8.4 Ampériuv zakon v diferencialnim tvaru

Vysvétlili jsme si jak magnetické pole ptisobi, ale doposud jsme neodpovédéli na otazku, jak
se magnetostaciondrni pole generuje. Obrazek 45 ukazuje, jak se magnetické pole obtadi okolo
proudu, nebo lépe okolo vektoru hustoty proudu j . Z pfedchoziho textu vyplyvé, Ze rotace
magnetického pole bude timérna vektoru hustoty proudu

VxB=my, (49)

kde po predstavuje konstantu tumérnosti, kterd se nazyvd permeabilita vakua
(o = 1,26-1075H - m~1). Vektor hustoty proudu vytvaii okolo sebe magnetické pole, jenz jej
obtadi.

Pojem magnetostacionarni jsme uvedli z divodu, Ze byt magnetické pole mize byt nezavislé
na Case, tak jej lze budit pohybujicimi se nestatickymi naboji. Statické magnetické pole se
nazyva pole buzené permanentnim magnetem.

Zobecnéme rovnici (49) nikoli pouze na magnetostacionarni podpiipad. Uvazujme Casové
zévislé elektrické pole ﬁ Pro elektrické pole plati Gaussiv zékon (10). Dosadime-li hustotu
naboje v Gaussové zakoné do rovnice kontinuity, obdrzime

0=F 7+ 2% T ¥ LT T

Funkce 7 je integra¢ni vektorova funkce, kterd spliuje ? . 7 = 0. Srovname-li ziskany
vysledek s Ampérovym zakonem je ziejmé, Ze vektorova funkce je pravé vektor magnetické

indukce B = po f . Vysledné rovnice se nazyva Ampériv zakon
6 B_ 8@
Mo] + toco—4 - (50)

Ve skute¢nosti se nepodafilo nalézt Ampérovi tento zédkon v kompletnim tvaru. Casovou deri-
vaci elektrické intenzity doplnil pozdéji az James Clerk Maxwell (1831 — 1879). Proto bychom
méli rovnici (50) nazyvat pfesné Ampériuv zakon s Maxwellovou korekei, nebo rozgifeny Am-
péruv zakon. Pro stru¢nost v8ak v dal$im textu budeme vétSinou uvadét pouze "Ampériv
zékon".

Ampérav zakon (50) a Gausstv zékon (10) spoletné tvofi prvni par Maxwellovych zdrojo-
vych rovnic. Druhy par intuitivné oznacujeme jako bezzdrojovy jednoduse proto, ze neobsahuje
hustotu naboje ¢ ani hustotu proudu j (my jsme zatim uvedli pouze rovnici V - B = 0).
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8.5 Ampériv zdkon v integralnim tvaru

Gausstiv zakon jsme vyjadfili v diferencidlnim (10) i v integralnim (18) tvaru. Stejnym zpu-
sobem miiZzeme nalézt v obou zminénych tvarech i zdkon Ampériv. Uvazujme integral pies
orientovanou plochu ?, jim upravime Ampériv zékon (50) do tvaru

¥ a8 [ 705 e [ 22 a3,

7. predeslého textu vime, Ze plosny integral z proudové hustoty davéa elektricky proud
S 7 .dS = I. Déle pouZijeme Stokesovu vétu fﬁ d7 = [ VxB-dS. Integral [ 49
ozna¢ime jako tok elektrické intenzity ¢ plochou S. Pouzitim téchto Gprav ziskime Ampériav
zdkon v integralnim tvaru

fﬁ A7 = pol + M080d¢E (51)

T
Totélni derivace je v rovnici (51) uvedena namisto parcialni z divodu, ze tok elektrické inten-
zity zavisi jak na elektrické intenzité, tak na plose kterou prochazi. Obé tyto veli¢iny mohou
byt v obecném pripadé funkcemi casu.

Je dulezité, aby student tuto rovnici spravné interpretoval. Uvedme si nyni nékolik podpii-
padi, jeZ rovnici prekladaji z jazyka matematiky do jazyka fyziky. Uvazujme napiiklad nulové
elektrické pole g)(t) =0 = ¢g(t) = 0. Z Ampérova zakona lze ¢ist, Ze mame-li nenulovou
hustotu proudu a nulové elektrické pole, pak v okoli hustoty proudu vznikéa virové magnetické
pole. .

Uvazujme nyni nulovy proud I & proudovou hustotu j . Virové magnetické pole mize
existovat i bez proudu nebo proudové hustoty. Méjme opét uzavienou kiivku obepinajici plochu
S. Podél této kiivky existuje nenulové magnetické pole, pokud na ploSe dochazi k Casové
zméné elektrického toku. Magnetické pole se chova, jako kdyby obklopovalo skuteény elektricky
proud. Casova zména toku elektrického pole se také proto ¢asto nazyva posuvny proud. Jako
hezky piiklad toho, kdy lze posuvny proud pozorovat, uvedme nabijejici se kondenzator.
Vezmeme-li uzavienou kiivku obkruzujici plochu, kterou protina vodi¢ tésné pred nabfjejicim
se kondenzatorem (viz obréazek 48), je ziejme, ze diky proudu ve vodi¢i musi podél této kiivky
vznikat virové magnetické pole. O kousek vedle plochu jiz neprotind vodi¢, nachézi se mezi
deskami kondenzatoru, ktery tim, jak se nabiji, vytvaii zvétsujici se elektrické pole. Zde je
zdrojem magnetického pole pravé ménici se elektrické pole.

E(t)

N =
B

\B‘_-

N—N

Obrézek 48: Uzaviené kiivky v blizkosti desek kondenzéatoru.
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Pro tieti podpfipad uvazujme sféricky rozloZzené naboje, napiiklad v balénku. Piedpo-
klddejme, Ze balének je ze vSech stran déravy, takze na povrchu ndm budou naboje sféricky
unikat. Uvazujme déle ¢ast plochy povrchu balénku, z niz budou smétfovat vektory elektrické
intenzity ven (¢i dovniti — v zévislosti na znaménku naboje). Jak budou plochou naboje unikat
(plochou potece elektricky proud), v balonku se bude zmensovat naboj a nasledné s nim také
elektrické pole, a tok elektrické intenzity plochou S. Zména toku vyjde zadporna v zavislosti
na proudu odnagejicim naboj.

Samoziejmé v obecném piipadé bereme v tvahu vSechny tti slozky Ampérova zakona.

Pr. 8.3.

Zadani: Mé&jme dva nekone¢né dlouhé rovnobézné vodice ve vzdalenosti r. Jakou silou se
pritahuji, protéka-li jimi proud 17

ReSeni: Nejprve uvazujme pouze jeden linearni vodi¢. Okolo tohoto vodice predpokla-
dejme myglenou kruznici, v jejimz stfedu se vodi¢ nachéazi (vodi¢ je orientovan kolmo vuci
roving, na niz kruznice lezi). Diky symetrii a nedivergentnosti magnetického pole musi byt
vektory magnetické indukce ve vech bodech kruznice stejné velké a ke kruznici te¢né. Jsou-li
ke kruznici te¢né, ptijde skaladrni soucin vektort nahradit ﬁ -d7 = Bdr. Je'li B po celé kruz-
nici konstantni, 1ze jej vytknout pfed integral. Integral pfes uzavienou kiivku se rovna délce
kiivky ¢ dr = 1 = 27r, kde [ znadi délku kiivky a r polomér kruznice. Pokud bude splnéna
podminka tecnosti ke kiivce a konstantnosti velikosti magnetické indukce, lze Ampériv zakon
s nulovym elektrickym polem zapsat ve tvaru

Bl = pol. (52)
V piipadé piimého vodice se magnetické pole v jeho okoli diky rovnici (52) rovné

I
B:/L()i

21’
Ze vztahu pro Lorentzovu silu vime, Ze pokud magnetické pole svird s pfimym vodi¢em o délce
L pravy thel, velikost sily ptusobici na vodi¢ vyjadfime ve tvaru
M()IQL
2nr

F=ILB =

Pr. 8.4.

Zadani: Mé&jme dlouhou civku (solenoid). Uréete magnetické pole hluboko uvnit¥ civky
a na konci civky, protéka-li civkou proud 1.

900008008080080
B

00000000000000

Obrazek 49: Civka.
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Reseni: Rez civkou vykresluje obrazek 49. Oranzovy obdélnik pFedstavuje myslenou kifivku,
podél které zkoumame magnetické pole. Uvazujeme-li solenoid nekoneéné dlouhy, mutZeme
magnetické pole venku oproti poli uvnitf zanedbat. Uvazime-li libovolnou uzavienou kiivku
lezici mimo solenoid, tak skrze tuto kiivku potece nulovy proud (zanedbame-li proud ve sméru
solenoidu) a magnetické pole mimo solenoid musi byt nulové. Uvnit¥ je magnetické pole ori-
entovano rovnobézné s civkou (viz zakresleny vektor magnetické indukce). Uvazime-li svislé
strany obdélniku, skaldrni soucin téchto tiseki s vektory magnetické indukce se rovnd nule
pravé kvali kolmosti vektort ? na tyto niseky. Jedinym prispivajicim tsekem ztstane vnitini
horizontaln{ strana o délce a, ta, kterd je s magnetickym polem rovnobézné. Pro civku plati

a a
rovnice (52), tedy ¢ Bdv = J Bdr = B [ dr = Ba. Uzavienou kiivkou vSak probihé vice nez
0 0

jeden vodic¢. Celkem v sobé tisek o délce a uzavirda N vodici. Celkovy proud pak odpovida N
nésobku proudu protékajictho civkou. Takze plati
pol N

B = .
a

Ozna¢ime-li si hustotu zavitt n = N/a, 1ze magnetické pole uvnit¥ dlouhé civky vyjadiit jako
B = poIn. (53)

Toto magnetické pole vytvari vSechny zavity. Jak ale ukézal pfedesly priklad, vzdalenéjsi
zé&vity pisobi mnohem méné nez ty blizké. Predstavme si, Ze civku rozfizneme v ptli a jednu
ptlku presuneme na opa¢ny konec druhé z civek. Rozi{zneme-li civku na ptl a jednu z ptlek
odejmeme, logicky z toho diky principu superpozice vyplyva, Ze magnetické pole v bodé fezu
je polovi¢éni. Pfesuneme-li od¥iznutou ptlku na druhou stranu, bude ona pulka pf#i dostatecné
délce solenoidu velmi daleko (od bodu fezu) a jeji piispévek budeme moci zanedbat. Na okraji
dlouhé civky ptisobi poloviéni magnetické pole nez uprostied.

Realné pole civky (solenoidu) vykresluje obrazek 50.

Obrazek 50: Magnetické pole v blizkosti realnych civek.

Pr. 8.5.

Zadani: Vysetiete pole uvniti a vné toroidu.
ResSeni: Nakres toroidu miiZete vidét na obrazku 51. Uvazujme kruznici se stfedem ulo-
zenym ve stfedu toroidu. Piipad lze rozdélit na t¥i moznosti.
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Obrézek 51: Toroid.

e Kruznice je men$i nez vnitini ¢asti toroidu (kfivka 1). Pak neobjima zadné proudy
a i magnetické pole na této kruznici bude nulové.

e Kruznice je vétsi nez vnéjsi ¢asti toroidu (kiivka 3). Kruznice objima vodice vchézejici do
roviny kruZnice a stejny pocet vodi¢t vychéazejicich. Soucet vSech proudd vyjde nulovy.
Pak je magnetické pole podél kruznice opét nulové.

e Kruznice je uvniti toroidu (kiivka 2) a objima N vodic¢t, kde N vyjadiuje pocet zaviti.

Vné toroidu je pole nulové. Uvnit¥, dle Ampérova zdkona, rovnice (52) plati

Bl = uoNTI.

Pro délku myslené kruznice | = 27r, kde r oznacuje polomér kruznice, se velikost magnetické

indukce rovna
_ poNI

2rr

(54)

Pr. 8.6.

Zadéani: Uvazujme deskovy kondenzator tvaru dvou rovnobéznych kruhti o poloméru R.
Vzdélenost desek kondenzatoru predpokliadejme mnohem mensi nez jejich velikost. Konden-
zétory se nabfjeji proudem I. VySetiete magnetické pole mezi deskami kondenzatoru.

Regeni: Mé&jme myslenou kruznici o poloméru r << R, ktera se nachazi mezi deskami
kondenzatoru, jeji rovina s nimi lezi rovnobézné a jeji stfed se nachézi na spojnici stiedi
kruhovych desek kondenzatoru. Je logické, Ze diky symetrii a nedivergentnosti magnetického
pole ztistane na myslené kruznici velikost vektoru magnetické indukce konstantni a smér mag-
netické indukce bude ke kruznici te¢ny. Pod kruznici vyjde elektricky proud nulovy. Rostouci
elektrické pole vSak vyvola proud posuvny, plati

8E

7{? d’l" = Moeo% = IB= ,uoa?()s ot
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kde | = 27r oznacuje délku myslené kiivky, S = mr? plochu, kterou kiivka uzavira, a E
zase velikost vektoru elektrické intenzity, které mi¥{ kolmo na plochu S, proto lze skalarni
soucin vektort (intenzity a normaly k ploge) nahradit sou¢inem dvou skalart (stejny argument
plati pro vektor magnetické indukce). Jak jsme si uvedli, elektrickd intenzita pro deskovy

kondenzator se rovna E = ——, kde Sj, = mR? odpovida ploge celého kondenzatoru. Zména
k€O
naboje v ¢ase vytvar proud, plati
g Sm0Q _ por
Spl Ot  2wR2

Se zvétsujici se vzdalenosti od centra magnetické pole narasta. Pokud bychom uvazovali idedlni
kondenzator (coz znamené, ze piesné za hranici » = R by elektrické pole zmizelo), byla by

pak na této hranici magnetickd indukce B = ZM—ORI stejn& jak ve vzdalenosti R od vodice
i

nesouctho proud I. S rostouci vzdélenosti by pak magnetické pole klesalo podle B = 2“—0[ .

mr
Magneticka indukce ma ve velké vzdélenosti od nabfijejiciho se kondenzatoru stejny pribéh
jako magnetick4 indukce v blizkosti linedrntho vodice.

Komentai: Sifent energie v elektromagnetickém poli popisuje Poyntingtv vektor defi-

1
novany vztahem ? = —ﬁ X ﬁ Uvazujeme-li mezi deskami kondenzatoru vektor elek-
Ho
. B _ Q1)
trické intenzity ve tvaru = (0,0, 2 ) a tomu odpovidajici vektor magnetické indukce
TIU?EQ

_ pol(t)
B = 2(7]TR2

(—y,z,0). Poyntingiv vektor je roven

_ QWI®)

- 27‘&'2R460

a(Qu?)

(_Iv _yao) dt

= o1 \—L,— 70

41 2R4€0 ( Y )
Poyntingtiv vektor pii nabijeni kondenzatoru (zvétSovani kvadratu naboje na deskdch) mifi
smérem do osy symetrie kondenzatoru. Energie elektromagnetického pole tece smérem dovnit¥
kondenzatoru. Energie nabfjejictho se kondenzatoru roste.

Piiklady k procvicéeni 8.1.

Uvazujte dlouhy vodi¢ vélcového tvaru o poloméru R protékany proudem o velikosti prou-
dové hustoty j = kr, kde r je radidlni vzdalenost od osy vodice. Uréete velikost vektoru
magnetické indukce uvniti i mimo vodic.

Piiklady k procvicéeni 8.2.

Uvazujte nabitou dlouhou ty¢ valcového tvaru o poloméru R s konstantni hustotou na-
boje gg. Ty¢ je roztocena kolem osy symetrie tthlovou rychlosti w. Urcéete velikost vektoru
magnetické indukce uvniti tyce v zavislosti na radidlni vzdélenosti od osy tyce.

Priklady k procviéeni 8.3.

Uvazujte nabitou dlouhou ty¢ vilcového tvaru o poloméru R s hustotou néboje
0=k (R—r), kde r je radialni vzdalenost od osy tyce. Ty¢ je roztocena kolem osy symetrie
thlovou rychlosti w. Uréete velikost vektoru magnetické indukce uvnit¥ tyce v zéavislosti na
radialni vzdalenosti od osy tyce.
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Priklady k procvic¢eni 8.4.

Uvazujte nekonecné dlouhy vodivy valec o poloméru R;. Do tohoto valce je vyvrtana
valcova dutina o poloméru Ry (viz obrazek 52). Osy obou valcii jsou rovnobézné, ale nikoli
totozné. Jejich vzdélenost je a, kde a + Ry < Rj. Vypoctéte velikost vektoru magnetické
indukce uvnit¥ dutiny na spojnici obou os ve chvili, kdy vilcem protéka proud s konstantni
hustotou proudu j. Radidlni vzdalenost od stfedu vodivého vélce (uvazujte na spojnici os)
jer.

Obréazek 52: Vodié¢ s valcovou dutinou.

Priklady k procvicéeni 8.5.

Uvazujte v roviné xy nekonec¢né velkou vodivou tenkou desku, kterou protékd proud ve
sméru osy . Délkova hustota proudu je i (proud je I = iL, kde L je délka v roviné zy ve
sméru y). Urcete vektor magnetické indukce v zavislosti na vzdélenosti od roviny.

Doporucena literatura

Elektiina a magnetismus (Sedlak, Stoll), 2002: str. 198-205, 216-219
Feynmanovy ptrednasky z fyziky 2, 2001: str. 224-240

Elektromagnetismus (Andrej Tirpak), 1999: str. 236-245, 247-255, 266-282
Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: kap. 29, 30, 32
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9 Biotuv—Savartuv zakon.

9.1 Biottuv—Savartiv zadkon a vektorovy potencial.

V avodnich kapitolach jsme uvedli Gausstiv zakon (10) a nalezli jsme jeho feSeni (pro vektor
elektrické intenzity f) ve tvaru rovnice (9). Podobnym zptisobem jsme se seznamili s Poisso-
novu rovnici (17) a s jejim FeSenim pro potencial ¢ ve tvaru (16). Pomoci Ampérova zakona
(50) (pro statické elektromagnetické pole) nalezneme proudovou hustotu j , zname-li pfesny

tvar magnetického pole. Jak ale najdeme feSeni pro vektor magnetické indukce § ze znalosti
proudové hustoty?
Pro nalezeni feSeni nam bude ndpomocny Gaussiuv zadkon pro magnetické pole ? §

Vzpomeneme-li si na matematickou identitu V - (V x A) = 0, pak mtzeme nahradit vektor
magnetické indukce rotaci nového vektoru ? X = B. Divergence magnetické indukce je
pak nulové identicky. Pouzitim tohoto nového vyrazu zménime Ampérav zakon (pro o = 0)

do tvaru ? X (? X X) = o j . 7 dfivéjsich vypodti vime, Ze plati ? ? Z
? (? . X) —AZ. K nové vytvofené vektorové funkci Z smime pfi¢ist gradient funkce f, aniz
by se magnetické pole zménilo: ﬁ = ? X X = ? X 24—? X ?f, protoze ? X ?f = 0. Funkce

f se nazyva kalibracni funkce. Vektorova funkce A je diky kalibra¢ni funkci nejednoznacné.

Zménou A o gradient libovolné funkce se B, které je fyzikalné méfitelnou veli¢inou, nezméni.
Zméni se v8ak divergence vektorového pole na + Af. Protoze muzeme f vybrat
libovolng, zvolme jej pravé tak, aby platilo = 0. Ampériv zakon (49) (v elektrostatickém

podpiipadu) se timto zméni do tvaru
—
_AA = o J - (55)

Pozorny ¢tenaf si jisté vSimne podobnosti mezi touto rovnici a potencidlem ¢ v Poissonové
rovnici (17), jejimz FeSenim byla rovnice (16). Diky analogii miizeme nalézt feseni rovnice (55)

%' !/ !
A(7) = %‘3 %. (56)

Vektor Z nyn{ z divod, jez jsou zfejmé, miZeme nazvat vektorovy potencial.

ve tvaru

Stejné jako v pripadé Vypoctu elektrické intenzity zdiiraznéme, Ze (?) je funkeci necarko-
vanych soufadnic, na rozdil od j (7’ ), ktera je funkéné zavisla na ¢arkovanych soufadnicich,
pres které integrujeme.

Vektor magnetické indukce pak vypocteme

,UJO? / JdV’

Operéator ? pfesuneme dovnit¥ integralu. P¥ipomenme identitu (viz piiklady na doma 1.4)

? X <7f) =7 ? X 7 + (?f) X ?, kde f = ﬁ%q Operator ? je operatorem

nec¢arkovanych soutadnic, takze ? X j = 0. Z pitedchozich kapitol vime, zZe plati rovnost
1 - —
? —— = — . Dosazenim vyse uvedenych vyrazi a pouzitim d % b —bxd
O
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obdrzime

_ ko [ | (57)

Tato rovnice je FeSenim Ampérova zdkona (50) (s magnetostacionarnim polem).
Tece-li proud I v tenkém vodiéi, je smér elementu vodice stejny jako smér proudové hustoty

— —
d7" | j =d7' =7d', § =7
Vyraz uvnitf integralu pozménime na

Tx (@7 =T x (7= 7) (a7 dS") =7 x (7 - 7) (7 dS") jar' =
=d7" x (7= 7) (7 +d8") =d7" x (7 = ) dl = — (7 = 7') x d7"dl

V rovnici (57) zadny jiny ¢len neni funkei I, a proto lze pouzit [dI = I. S témito tpravami
1ze rovnici (57) zménit do tvaru
oo [I(T =T xd7

o T (58)

.....

Vyznam veli¢iny Velicina
Proud (pro rozvétvujici se vodi¢ zavisi na poloze zdroje) | I (77)
Vektor proudové hustoty (zévisi na poloze zdroje) 7 (7’ )
Polohovy vektor studovaného bodu 7
Polohovy vektor zdroje pole 7/
Vektorovy element zdroje (slouzi k integraci pfes zdroj) d7v’
Vzdalenost studovaného bodu od zdroje |7 — 7|

Tabulka 3: Vyznam ¢lenti v Biotové—Savartové zakonu.

Pi. 9.1.

Zadani: Uvazujte kruhovou smyc¢ku o poloméru R, kterou protéka proud I. Jaka je mag-
netickd indukce podél pFimky kolmé na rovinu kruznice, prochazejici stiedem kruznice (viz
obréazek 53 a))?

Regeni: Vzhledem k tomu, Ze elektricky proud tece pouze skrze tenky vodi¢ ve tvaru kru-
hové smycky, pouzijeme rovnici (58). Proud I uvazujeme podél celé smycky konstantni. Pro
vypocet je potieba spréavné zvolit soufadnicovou soustavu. Uvazujme, Ze proudova smycka
se nachdzi v roviné xy a piimka, kde magnetické pole studujeme, lezi na ose z. Polohovy
vektor bodu, kde magnetické pole studujeme, vyjadiime ve tvaru 7 = (0,0, 2) . Polohovy
vektor zdroje, ktery lezi na kruznici, je 7/ = (Rcos ¢, Rsin¢/,0) , kde ¢’ € (0;27) je soufad-
nice na kruznici, jez kifivku parametrizuje. Diferencial tohoto polohového vektoru vyjadiime
d7’ = (=Rsiny’, Rcos¢',0)dy’. Dosazenim do ¢lent v rovnici (58) obdrzime

‘?—?'}2 = R%cos’ ¢/ + R%sin? ¢’ + 2% = R + 22,
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Obrazek 53: a) Kruhové proudova smyc¢ka. b) Vektory sméru proudu v roviné xy.

- (7 — 7') xd7'= (R cos ¢, Rsin gp’,—z) X (—Sin ¢, cos gp’,()) Rdy' = (zR cos ¢, z R sin gp’,RQ) dy,

2T / 1 p2Y
g _ wol (chosg@,stmg@,R )dgp _
4 (R2 + 22)%/?
0

27 21 2
pol

= R cos pdy / 2R sin pdy’ / RAy' | =
2 4 ,2)3/2 / ‘ ’ ’
A (R? + 22) J J /

pol ‘ i ) )

T ar (R2 + 22)%/2 (zRsin¢/[§7, —Rcos ¢/ [, R*¢'|37) =

i 002 = L 008,
dm (B2 + 22)” 2 (R? + 22)%

Pokud z = 0, pak ? = ';LP{ (0,0,1).

Komentai: UkaZzme si, Ze stejny vysledek obdrzime i v p¥ipad€, aplikujeme-li k vypoctu
rovnici (57). Kli¢ové p¥i tomto vypoctu bude spravné sestavit vektor hustoty proudu. Paklize se
naboje pohybuji pouze v tenkém vodici, pouZijeme delta-funkce. Vodi¢ ve tvaru kruhu o polo-
méru R umistény do roviny xy popiSeme dvéma delta-funkcemi ¢ (' — R), § (2') . Jednotkovy
vektor majici smér proudové hustoty je (—sin¢’, cos ¢’, 0) — viz obrazek 53. Proudovou hustotu
vyjadiime ve tvaru 7 =15(r" = R)d () (—sing',cos¢’,0) . Objemovy element ve valcovych
soufadnicich nabyva tvaru dV’ = da’dy’dz’ = r'dr’'dy’dz’.

Dosazenim do ¢lent v rovnici (57) obdrzime

7 X (?—7') =16 (1" = R) ¢ (2') (zcos ¢, zsing', R) ,

_ Mo / I6 (' — R)§ (2) (zcos ¢, zsin ¢/, R) r'dr'dy’d2’
C An (R2 + 22)3/2

dn (RQMT%)?’/ 2 / 0 (r' = R) 6 (') (2cos ), zsin g, R) r'dr'deg/d2’ =
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I
= Ho )3/2/(zcosg0’,zsing0/, R) Rdy' =

A (R? + 22
I
- A 2 (0,0,27R%) =
A7 (R? + 22)%
I
Ho (0,0, R2) .

2(R2+22)3?
Je evidentni, Ze oba vysledky se shoduji.
Pr. 9.2.

Zadani: Vypoc¢téte magnetické pole v bodé P, ktery je ve vzdéalenosti a od proudové usecky
o délce b (viz obréazek 54).

b

Obréazek 54: Proudova usecka

ResSeni: Kvili absenci vilcové symetrie pouZijeme Biotiv—Savartiv zédkon a nikoli Am-
pérav zakon. Jestlize umistime proudovou tisec¢ku na osu x a bod P na osu y, lze vzdilenost
bodu P od libovolného bodu na tsecce vyjadiit jako

a

Y

17— 7| =2 + a?
vektorové pak
T -7 = (—a:’,a,O) .

Element polohového vektoru zdroje nabyva tvaru d7 = (da’,0,0) . Integratni interval pak
bude (x1;x2), kde 9 — 21 = b. Dosazenim pak ziskdme

x x
B /mI'/Q(—:c’,a,O) x (dz’,0,0) uo[/2 (0,0,adz’)
 A4r (22 + a2)*/?  Arx (22 + a2)*/?
1 1

(3 +a)"" (@ +a)"

(0,0, 22) (0,0, 21) ] _

Cpola [ (00,4 17 pol
Codm |2 (2 + a2)1/2  dar
1

_ pol (ana (xl +b)) (0,0,SEl)

damw ((x1+b)2+a2>1/2 (:r%+a2)1/2

7 vysledku zjistujeme, ze zalezi jak na délce proudové tsecky, tak na vzdalenosti od okraje.

V pifpadé 1 = —¢, x93 = ¢ a ¢ — 00 se vysledek zméni na
1 0,0 0,0 1
E:MO (7 ,C) (7 7C) Ho (0’0’1)
dam | (2 —|—a2)1/2 (c2 +a2)1/2 2am
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Tento vysledek je shodny s vysledkem magnetického pole v blizkosti nekone¢né dlouhého
vodiCe.

Pr. 9.3.

Zadani: Uvazujte proudovou tsecku umisténou na ose x € (z1;x2). Urfete magnetickou
indukci v bodé P lezici opét na ose x.

ReSeni: Polohovy vektor zdroje je 7' = (2/,0,0) = d7’ = (da’,0,0). Polohovy vektor
bodu, kde chceme pole méfit, vyjadifme ve tvaru 7 = (2,0,0) . Dle rovnice (58) plati

(7—7/) Xd?/: (:U—x/,0,0) % (dl’l,()’O) :6>:>§:0

Komentar: Lezi-li vodi¢ na piimce (nebo jeho ¢ast) a na stejné piimce se nachazi bod, ve
kterém studujeme magnetické pole, je pFispévek od vodice (¢ jeho ¢asti) k magnetickému poli
nulovy. Proudova tsecka uvedend v piikladé 9.2 je v zdsadé nefyzikilni. Proud musi nékudy
vtékat a nékudy vytékat. Pfidame-li v8ak k tisedce proudové polopiimky, které lezi na primce
s bodem P vyjde magnetické pole stejné jako v prikladu 9.2.

Priklady k procvi¢eni 9.1.

Uvazujte vektorovy potencidl ve tvaru Z = e*kﬁ?), kde r? = 22 4+9y%+22 a 7= (x,y,2).
Vypoctéte vektor magnetické indukce ?
Piiklady k procviéeni 9.2.

Uvazujte kruhovou proudovou tenkou smy¢ku o poloméru R, kterou protéka proud I (proud
te¢e v matematicky kladném sméru). Smycka lezi v rovinné xy tak, Ze jeji stied se nachazi
v bodé (0,0,0). Vypoctéte vektorovy potencial na ose z. Pro vypocet pouZijte rovnici (56).

Priklady k procviéeni 9.3.

Uvazujte nekoneéné dlouhy lineadrni vodi¢ protékany proudem I. Urcete vektorovy poten-
cial v jeho blizkosti. Proud sméfuje ve sméru osy z. Pro vypocet pouZijte rovnici (56).
Piiklady k procviéeni 9.4.

Uvazujte ¢tvercovou vodivou smycku o délce hrany a lezici v rovinné xy tak, Ze jeji stfed
se nachéazi v bodé (0,0,0). Vypoctéte vektor magnetické indukce na ose z. Proud tece v ma-
tematicky kladném sméru.

Piiklady k procviéeni 9.5.

Uvazujte kruhovy tenky disk o plosné hustoté ndboje o lezici v rovinné xy tak, Ze jeho
stied se nachazi v bodé (0,0,0). Kruh rotuje thlovou rychlosti w kolem osy z. Vypoctéte
vektor magnetické indukce na ose z. Disk rotuje v matematicky kladném sméru.

Doporucena literatura

Elekt¥ina a magnetismus (Sedlak, Stoll), 2002: str. 205-216, 219-220
Feynmanovy prednasky z fyziky 2, 2001: str. 242-256, 267-269
Elektromagnetismus (Andrej Tirpak), 1999: str. 239-253

Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: podkapitola 30.1
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Ctvrtsemestralni pisemna prace ¢. 3.

1. Spoctéte velikost vektoru magnetické indukce v blizkosti proudové tisecky o délce a.
Useckou protéka konstantni proud I. Magnetické pole vypoctéte v bodé A, jenz je od
obou koncti isecky stejné vzdaleny a od stfedu tsecky ma vzdalenost zg. Zjistéte, jestli
1ze toto pole kolem bodu A realné vytvorit, nakreslete obrazek, jak by musel realny zdroj
vypadat.

Napovéda: [(k + 22)73/2dz =
a srovnat s polem v okoli nekone¢né dlouhého vodice.

x
“(k 4 2%)~1/2. Pro kontrolu mizete polozit a ~ oo

2. Vypoctéte proudy protékajici obvodem na obrazku 1.: & = 2V, & = 7V, Ry = 140,
Ry =20, Rz = 3().

3. Koaxialnim kabelem (vnit¥ni ¢asti) protékd proud I = 2A, vn&jsim obalem protéka
opa¢ny proud I = 1A (proud protéka opaénym smérem). Vypoctéte velikost magnetické
indukce mezi vnitini a vnéjsi ¢asti a mimo kabel. UvaZzujte vnitini ¢ast jako nekoneéné
tenky a dlouhy vodi¢ umistény na ose z a vnéjsi obal jako nekone¢né tenkou a dlou-
hou vélcovou plochu s polomérem R a se stfedem na ose z. Nakreslete zavislost B na
vzdalenosti od osy z. Ovliviiovani magnetického pole jinymi zdroji zanedbejte.

4. Uvazujte dvé dlouhé vélcové civky, jez se na koncich (podstavami) dotykaji. Proud pro-
tékajici zavity oznacte I a hustotu zavitt (pocet zévitu na jednotku délky civky) jednot-
livych civek n; a ng. Jaka je velikost magnetické indukce v misté dotyku civek (mysleno
uvniti valea)?

Obr.1
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10 Faradaytv zdkon, Maxwellovy rovnice, potencialy

10.1 Faradaytv zakon

Kdyz se v roce 1820 zjistilo, ze elektricky proud vytvari magnetické pole, a o rok pozdéji, Ze
na vodi¢ protékany proudem v magnetickém poli ptisobi sila, vyskytla se otazka, zda nelze vy-
tvofit magnetickym polem elektricky proud. Prvn{ pokusy se provadély magnetostacionarné.
Studovalo se, jestli v blizkosti vodic¢ii s vysokymi proudy nevznikaji v jinych vodi¢ich nové
proudy diky p¥itomnosti magnetického pole. Tyto experimenty v8ak skoncily netispéchem. Az
v roce 1840 anglicky fyzik Michael Faraday objevil, Ze se elektrické jevy projevuji pouze se
zménou magnetického pole, nikoli jen s jeho piitomnosti. Tece-li v jednom z vodi¢a st¥idavy
proud, pak i ve vodi¢i v jeho blizkosti lze naméftit stf¥idavy proud. Podobnym zptisobem mi-
zeme generovat proud ve vodi¢i pomoci magnetu, ktery se pohybuje v jeho okoli. Hovofime
o indukovanych proudech (viz obrazek 55 a)).

A A

L L. AT

/T\

a b

Obrazek 55: Faradayovy pokusy.
Uvazujme proudovou smycku ¢ civku (nékolik smycek) piipojenou na zdroj stiidavého

0
elektromotorického napéti. Smycka ve svém okoli generuje st¥idavé magnetické pole — # 0.

V blizkosti této smycky (nebo civky) se nachézi jina uzaviena smycka (viz obrazek 55 b)).
Experimenty ukézaly, Ze st¥idavé magnetické pole v druhé smyc¢ce indukuje elektromotorické
napéti. Je dobré si uvédomit, ze indukované elektromotorické napéti existuje v uzaviené
kiivce. Pohybem néboji podél uzaviené kiivky mizeme vykonavat nebo ziskavat praci. Elek-
trické pole predstavuje v tomto pripadé pole nekonzervativni, plati X # 0 (viz prvni
kapitola). Nejde vSak o perpetuum mobile, energii dodava stiidavy zdroj napéti. Je-li smycka
vodiva, pak ji za pFitomnosti napéti protéka proud. Tento proud opét vytvari magnetické pole.

Rusky fyzik Heinrich Friedrich Emil Lenz zjistil, Ze indukovany proud v druhé smycce
mé takovy smér, Ze svym magnetickym polem pusobi proti zméné magnetického pole, jez jej
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indukovala. Faradaytv zakon v diferencialnim tvaru lze zapsat

8§ ? i
— =-VXxFE. 59
5 (59)
Znaménko minus se ve vzorci objevuje pravé diky Lenzovu zakonu.

Stejné jako v pripadé elektrické intenzity mazeme definovat pod uzavienou k¥ivkou mag-
neticky indukéni tok jako
¢B—/§mﬁﬂ

Integraci Faradayova zakona (59) pies plochu 4’5 obdr#ime

don

dt = ¢, (60)

kde & predstavuje indukované elektromotorické napéti vzniklé ve smycce, které ziskame diky

Stokesové vété
&:fﬁd?:/?xﬁd?

V rovnici (60) uvadime totélni derivaci namisto parcialni. Je to z toho divodu, Ze magneticky
tok miiZze byt zavisly jak na ploSe, tak na magnetickém poli. Obé tyto veli¢iny mohou byt
funkcemi casu.

Pf. 10.1.

Zadani: Uvazujte dlouhou civku o N zévitech, délce [ a ploSe prifezu S1, kterou protéka
proud I. = Iycoswt. Uvnitf této civky se nachazi homogenni magnetické pole. Do této civky
vlozime kovovy krouzek jenz obepiné plochu Sy < S7 (norméla k ploge krouzku je rovnobé&zna
s vektory magnetické indukce) — viz obrézek 56. Odpor krouzku uvazujte R. Jaky proud tece
krouzkem a jakou silou ptisobi civka na krouzek? Uvazujte pouze vyse zminéné vlivy (zane-
dbejte vlivy magnetického pole vytvofeného proudem indukovanym v krouzku samotném).
Toho lze docflit naptiklad zvolenim dostate¢né velkého R.

NIS,

[
U
|=l,coswt

Obrazek 56: Civka s krouzkem.
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Regeni: Jak jsme uvedli v piedchozich kapitolach, uvnit¥ civky plati B = T Dle
Faradayova zdkona & = —88—? 9 = —68[; MO];[SQ. Proud protékajici smyckou vypocitdme
z Ohmova zékona jako

I _GIC 1N S _ woN Sow I sin wt
° ot IR IR '

Nyni uvaig;’me silu pusobici na krouZek. Ze vztahu pro Lorentzovu silu vime, Ze plati
d = I.dl x B. Pfedpokladejme, ze pro dany okamzik magnetické pole smétfuje ve
sméru z a kovovy krouzek lezi v roviné zy, tedy B = (0,0,B), | = (Rycosp, Rgsing,0),

%
dl = (—Rgsinp, Ricosp,0)dp, kde Ry znaci polomér krouzku. Po dosazeni obdrzime

2T 2T
F =1, | (—Rysing, Ry cose,0) x (0,0, B)dp = I, BR), / (cos o, sin p, 0) dp = (0,0,0) .
0 0

Komentar: Vysledna sila vyjde nulova. K tomu dojde proto, ze magnetické pole uvnitf
dlouhé civky je homogenni. Vlozime-li jednoduchy feritovy magnet (vytvarejici pole podobné
dipolovemu) do homogenniho pole, také se nebude pritahovat k jednomu z péla (magnet se
v8ak nato¢i diky momentu sily tim zptisobem, aby severni pél sméfoval k jiznimu a naopak).
Silové ucinky se za¢nou projevovat az v pripadé pole nehomogenniho, napiiklad u okraje civky.
Z obrazku 57 vidime, 7Ze vysledna sila (po zintegrovani pfes cely obvod) je nenulové teprve
v piipadé nehomogenntho pole.

.| 5 B _
F F
_> ‘—
a)
B B B

Obrézek 57: Sila na proudovy krouzek v a) homogennim a b) v nehomogennim magnetickém
poli.

Pr. 10.2.

Zadani: Uvazujme homogenni magnetické pole E = (0,0,—B) pro x < 0 a nulové mag-
netické pole pro x > 0. V roviné zy lezi ¢tvercovd vodiva smyc¢ka s délkou hran a a s nezane-
dbatelnym odporem R (viz obrazek 58). Ctvercovou smytku vytahujeme konstantni rychlosti
o = (vo,0,0) z magnetického pole. Urcete vykon potfebny k vytahnuti smycky.

Reseni: Magneticky tok odpovida v tomto pfipadé zjednodusenému vztahu ¢ = BS.
Predpokladame-li konstantni magnetické pole, pak zména toku mtize byt dana zménou plochy.
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Obrazek 58: Ctvercova vodiva smycka tazena z homogenniho magnetického pole.

Uvazujeme-li, Ze ¢tvercovou smycku vytahujeme z magnetického pole, méni se pouze z-ova
dop
dt

. 7 obrazku 58 jasné vidime, 7e magnetické

soufadnice, plati d¢p = BdS = Badz. Indukované emn. ve smycce se rovna & =

B Badzx

ot
pole ptisobi na hornf ¢ast smycky stejné velkou, ale opac¢né orientovanou silou jak na spodni

¢ast smycky. Vysledna sila od téchto dvou pfispévki, v piipadé pevného vodice, vyjde nulova.
Nenulovy piispévek ziskdme od svislé ¢asti smycky, kterd je zanofena v magnetickém poli. Sila
ve sméru osy x bude rovna

Bavg

= —Bavg. Proud je pak I =

B?a?vy
F=1IaB=—
R
Znaménko minus ukazuje, ze sfla m{¥{ proti sméru vytahovani. Vykonavatel prace musi pisobit
silou proti této sile F', = — F'. Vykon pak jednoduse vypocteme jako
B%a’v?
P =uF, = ——2.
0 R

Komentar: Je evidentni, Ze vy8e uvedené skokové magnetické pole neni fyzikalné realné.
Pfechod od nenulového pole k nulovému musi byt hladky, byt mutze byt velmi strmy.

10.2 Maxwellovy rovnice a potencialy

Nyni jsme si jiz uvedli vSechny Maxwellovy rovnice. Z historického hlediska byly vytvofeny na
zékladé pozorovanych fyzikalnich jevi, nejde o vztahy odvozené z obecnéjsich principt. Max-
wellovy rovnice popisuji provazanost elektrického a magnetického pole, které ve skutecnosti
nelze uvazovat oddé€lené. Dochazi tak k prvnimu sjednoceni fyzikalnich interakci. Dale popisuji
vztah mezi elektrickym polem, magnetickym polem a zdrojem ve formé proudu a néaboje.
Tyto rovnice shrnuje tabulka 4. Dalsi dilezité rovnice uvedené v tabulce predstavuji rovnice
pro potencidly. Kromé Maxwellovych rovnic a rovnic pro potenciily je uvedena v tabulce
také rovnice kontinuity, kterou lze odvodit pravé z Maxwellovych rovnic (coz dokazuje jejich
fyzikalni spravnost) a vztahu pro Lorentzovu silu, ktera popisuje ptisobeni obou zminénych
poli na ¢astici o naboji gq.

Potencialy uvedené v tabulce vypadaji trochu jinak, nez jsme si doposud uvedli. V §fede—
slych kapitolach jsme definovali vektorovy a skalarni potenciél jako E = —?g@ a B =V x Z

97



‘ Maxwellovy rovnice v diferencialnim tvaru

‘ Zdrojové rovnice | Bez-zdrojové rovnice

Gaussuv zakon

V. B=0

Gausstv zakon pro magnetické

?.Ezé

pole

Rozsiteny

S F_ 08

OF
?X§=H07+M0507 ot

5 Faradaytv zakon

Ampériuv zakon

’ Maxwellovy rovnice v integralnim tvaru

Gaussiuv zakon

§B-dS =0

Gausstv zakon pro magnetické

fﬁ-d?:g

pole

Rozsifeny
dop
Codt

d
Ampériuv zakon fﬁd? :u01+u060% $ ﬁ A7 = Faradaytiv zakon

Rovnice pro potencialy

o4

ot

Elektrické intenzita E = —?gp — ? = ? X X Magneticka indukce

Dalsi rovnice elektromagnetismu

%

0
oo . § =0

+ Lorentzova sila
ot

Rovnice kontinuity

F=o(B+7x3)

Tabulka 4: Maxwellovy rovnice a dilezité rovnice elektromagnetismu.

Skalarni potencial jsme zavedli v pripadé elektrostatiky a vektorovy v pfipadé magnetosta-
tiky. Maxwellovy rovnice jsou dynamické a z&visi na ¢ase. Proto podle nich musime upravit
i rovnice pro potencialy. Dosadme vySe uvedené potencialy do Faradayova zékona

VX F=FxTpzo= 0o 09,7

ot
Rotace gradientu potencialu se identicky rovné nule. To by znamenalo, Ze magnetické pole
musi byt staciondrni (z tohoto piedpokladu jsme pii zavadéni téchto potencidla vychézeli).
Abychom tuto stati¢nost odstranili, rovnice pro potencidly musime pozménit. To, Ze magne-
tickd indukce vypoctend z vektorového potencidlu je v poradku, ndm ukazuje Gaussova rovnice
pro magnetické pole. Takze zménu provedeme u rovnice s elektrickou intenzitou. Ptidejme k

intenzité novy ¢len, naptiklad — V. Dosazenim do Faradayova zékona obdrzime

Vxcd=_10

ot

ot

98

0 . .
——? X Z = 8 = ———. Jako dtkaz spravnosti ndm jednoduSe poslouzi opé-



tovné zderivovani a odvozeni Faradayova zédkona. Potencialy tudiz ziskdme v novém tvaru

G CE R o

Jak jsme ukazali, rovnice pro potencialy (61) mohou slouzit pfimo k nahrazeni bezzdrojo-
vych Maxwellovych rovnic.

Reseni kompletnich Maxwellovych rovnic s nulovym zdrojem (o = 0, 7 = ﬁ) popisuje
elektromagnetickou vlnu (svétlo) ve vakuu, ktera se pohybuje rychlosti c¢. Tato rychlost se
pravé rovna ¢ = /1/upeg. Je velmi zajimave, Ze v fefeni se vyskytuje rychlost jako neménna
konstanta. Selsky rozum ¥ika, Ze pozorovatel, ktery pozoruje svétlo, by mél méfit jinou rychlost
nez pozorovatel, jenz se vzhledem k prvnimu pozorovateli pohybuje néjakou nenulovou rych-
losti. Tyto rozpory zamotaly hlavy nejslavnéjsim fyzikiim devatenéctého stoleti. Podafilo se je
rozlousknout az ve stoleti dvacatém slavnému némeckému fyzikovi Albertu Einsteinovi (1879
— 1955), ktery postuloval, ze pro viechny pozorovatele se svétlo pohybuje stejnou rychlosti,
nezévisle na vzajemné rychlosti danych pozorovateld.

10.3 Kalibraéni invariance

V minulych kapitolach jsme si ukazali, ze ani skalarni, ani vektorovy potencial neni uréen
jednozna¢né. Uvazujme rovnici pro vektorovy potencidl V x A = B. Jak jsme zminili difve,
k potencidlu mizeme pfi¢ist kalibrac¢ni funkci f tak, Ze vysledné magnetické pole ztstane
nezménéno: A - A+ V - f

?X(Z—F?f):?XZ-F?X?f:?XX:g.

Elektricka intenzita zavisi jak na vektorovém, tak na skaldrnim potencidlu ﬁ = —-Vp— —.
Kalibraéni funkce u vektorového potencidlu pozméni i elektrickou intenzitu. K tomu vsSak
nesmi dojit, proto kalibrace musi byt provedena tak, aby E a ? zlistaly nezménény, ponévadz

a B jsou fyzikalné méFitelné veliciny. Diky tomu, Ze jsme piesli od statického (pFipadné

stacionérniho) pole k nestatickému, mizeme uvazovat skalarni potencial ve tvaru ¢ — ¢ — o

kde f predstavuje stejnou funkci jako v ptipadé vektorového potencidlu. S témito kalibracemi
zistava F i B invariantni. To lze jednoduse ukazat:

(- U) 2 (A Tr) T AT Dy v, g

ot ot ot ot ot

Shrneme-li vyge uvedené, k potencidlim lze pficist kalibra¢ni funkci témito zptsoby
0
90%80_87{3 X—>X+?f7

kde f(t,z,y,z) oznacuje zcela obecnou funkci. Zménu lze provést, aniz by doslo ke zméné
fyzikalné méfitelnych velicin.

Vyznam kalibra¢n{ volnosti pfevysuje klasickou elektrodynamiku. Kalibra¢ni volnost na-
priklad v kvantové mechanice zodpovida za existenci nosi¢e elektromagnetismu fotonu nebo
za zachovéani elektrického naboje.
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Pr. 10.3.

Zadani: Uvaiujte skalarn{ potenciél ve tvaru ¢ = @/r a vektorovy potencial ve tvaru
X =Qtr /1"3 kde r2 =22+ 92+ 222 7 = (z,y,2). Zjistéte
Regeni: Vyuzijeme rovnici ? =7/
r

z_exz_ex(@f?) 0% ( )__Qﬁxsz.;_

Elektrickd intenzita se rovna

r3. Pro vektorovy potencial plati

2.9 Q 9 Qt7 :Q?_Q?:O
r Bt rd r3 r3 '

Komentar: 7 vysledku je patrné, Ze pii jiné kalibraci bychom mohli zvolit potencial a vek-
torovy potencial ve tvaru ¢ = 0a A =0, a vysledné £ a B by ziistalo nezménéné. Kalibra¢ni
funkce f by v tomto p¥ipadé odpovidala f = —Qt/r. Ze stejného divodu lze potencial z bo-
dového zdroje zapsat pomoci pouze vektorového potenciadlu jako = —Qt7 / 3.

Pr. 10.4.

Zadani: Uvazujte potencidly ve tvaru ¢ = 0 a A = (0,0,CIn (p)sin (wt)), kde
0% = x? + 2. Zjistéte
Regeni:
7 ? 82
¢ — ——— =—Cwln(p)cos (wt) (0,0,1),
A, i i '
B_S. - ( 0 0> _ <Csm(wt) Csm(wt)xvo) _ M(% —2,0).

y ox ’ QQ Y Q2 Q2

10.4 Lorenzova kalibra¢ni podminka

Jak jsme uvedli vySe, potencialy nejsou zcela jednoznacné urceny. Pro jejich urceni se pouzi-
vaji kalibra¢ni{ podminky. Jednu z kalibra¢nich podminek jsme vyuzili pro odvozeni Biotova—
Savartova zédkona. Tato kalibra¢ni podminka pfedstavuje magnetostacionarni podptipad tzv.
Lorenzovy kalibra¢ni podminky (rozliujte Lorenz a Lorentz, jde o jiné osoby). Tu lze

v.A+Ll% (62)

ot
kde ¢ oznacuje rychlost svétla ve vakuu. Ani s touto podminkou vSak nemaji potencidly jed-

zapsat ve tvaru

noznacné urceni.

Pf. 10.5.

Zadani: Uvazujte stejné pole jako v piedchozim p¥ikladu, ¢ = 0 a Z = (0,0,CIn (o) sin (wt)) ,
kde ¢% = 2 4 y?. Zjistéte, zdali spliinje Lorenzovu kalibra¢ni podminku.

9% _o 9.4 = aA

ot

Kalibraéni podminka je splnéna.

ResSeni:
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Pr. 10.6.

Zadani: Uvazujte idealni nekone¢né dlouhou valcovou civku, ve které se nachazi stacio-
narni magnetické pole ﬁ = (0,0, B.), kde B, ztstava konstantni. Urtete vektorovy potenciél
uvnitf civky X Predpokladejte A, =0a A, =0.

0A, 0A;

ReSeni: Nenulové slozka magnetické indukce je déna B, = —% —

Ox oy
A, =0, pak Ay = B,z + F (y, z) . Aby se také ypsilonova slozka vektoru magnetické indukce

. Uvazujeme-li

0A
rovnala nule, musi pfi splnéni podminky A, = 0 platit a—y =0, tedy A, = B.x + F (y).
z

Lorenzova kalibra¢ni podminka ? . Z = 0 upravi vektorovy potencial na X = (0, B,z,0).

10.5 Maxwellovy rovnice v prostiedi

Maxwellovy rovnice uvedené v tabulce 4 jsou linedrni diferencialni rovnice. Jak jsme vSak

ukazali, v pripadé dielektrika si latka v elektrickém poli polarizaci vytvari vlastni naboje

a vlas%ﬁ pole. Gaussiiv zakon (26) se tim stava (vzhledem k elektrické intenzité) nelinearni
= Ieg+ F.

Uvazujme homogenni a stacionarn{ magnetické pole ﬁg. Do tohoto pole vlozime fero-
magneticky material. Ten je specificky tim, 7e ma vlastni magnetické momenty”, které se p¥i
vloZeni do vnéjgiho pole usporadaji ve sméru vnéjsiho pole. Magnetické pole zesiluji. Pozo-

SRR . : .y i ry
rovatel v bezprostiedni blizkosti feromagnetika méfi pole silnéjsi = Bg+ poM, kde M
o_z)naéuje vektor gagn_e)tisace, ktery je tvofeny vlastnimi magnetickymi momenty proudu
J mag- Plati X M = j mag- .

Uvazujme Ampériav zékon v nerozsifeném tvaru ? X ﬁg = po j . Pfidame-li feromagneti-
kum, musime _()110 vztahu pfipsat proudovou hustotu, ktera vlivem vnéjsiho pole vznika v latce

X B = pgj + po J mag- Lavedenim magnetické intenzity joH = B — poM lze upravit
Ampérav zakon do tvaru

ﬁ —
VxH=7.

Berme nyni v ivahu kompletni rozsiteny Ampéruv zakon ? X ﬁ = ?—Fsoaat. Uvazujeme-
li ¢asové proménlivé elektrické pole v latce, pak proud nédboji mtize popisovat jak transla¢ni
p_(>)hyb néboji, tak maly pFesun naboji zptsobujici polarizaci. Celkovy proud bude rozsifen o
J pol- Takze plati

S S B S

ot
0P -
Pouzujeme-li definici B a rovnici pro polarizaéni proud o0 = J pol, obdrzime kompletni

Ampértv zikon pro latkové prostiedi
— 83

"Vlastni magnetické momenty latek pochazi pfedeviim ze spini (kvantové mechanicka vlastnost odpovidajici
rotaci) nabitych &astic (elektroni, kvarkii) a z pohybi elektronii okolo jadra.
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Maxwellovy rovnice v prostfedi vyjadfuje tabulka 5, kde p znaéi konstantu, kterd v aproximaci
vyjadiuje linedrni zavislost mezi magnetickou intenzitou a magnetickou indukei pomoci

§=/~Lo (ﬁ+1\7>zuo(ﬁ+xmﬁ>=M0(1+Xm)ﬁzuﬁ,

kde xm je magneticka supceptibilita.

‘ Maxwellovy rovnice v prostiedi ‘

’ Zdrojové rovnice | Bez-zdrojové rovnice ‘
Gausstv zakon
Gausstv zakon ? . B =0 ? . 3 =0 pro magnetické
pole
Rozsifeny
Ampériv zakon 6 X ﬁ = ? + 88? ? X ﬁ = —88? Faradaytuv zakon

‘ Vztahy indukce a intenzity

_>
Elektricka intenzita, 5oﬁ = B — ? ? = Moﬁ + oM | Magneticka indukce

Vztahy indukce a intenzity, linearni aproximace

Elektrick4 intenzita EB = B 3 = uﬁ Magneticka indukce

Tabulka 5: Maxwellovy rovnice v prostiedi.

Je potieba zdlraznit, Ze posledni fadek tabulky 5 je pouze aproximativni a plati pouze
pro nékteré materidly, slaba pole a pole ménici se s ¢asem velmi mélo.

10.6 Energie elektromagnetického pole
10.6.1 Hustota energie elektromagnetického pole

Z minulych kapitol vime, ze ¢astice v elektrostatickém poli ma potencidlni energii. Elektrosta-
tické pole vytvéfeji nabité Castice a kazd4 Castice mé v tomto poli vlastni potencidln{ energii.
V pfipadé, ze bychom méli ndboje pouze jednoho znaménka (kupfikladu kladného), tuto ener-
gii bychom mohli ziskat pfesunutim naboje do vétsi vzdéalenosti od ostatnich naboji.

Vime, Ze elektromagnetické pole je se svymi zdroji svdzdno pomoci Maxwellovych rovnic.
Piislusi-li energie zdrojim (hustoté ndboje a proudu), pak totéz musi platit i vii¢i elektromag-
netickému poli. Pro néasledujici popis energie piislusejici elektromagnetickému poli zavedeme
hustotu energie wgys, pro kterou plati Egy = j wgepdV.

\%4

Odvozeni hustoty energie elektromagnetického pole lze provést za pouziti Maxwellovych
rovnic (viz tabulka 4). Po vynéasobeni Faradayova zakona vektorem magnetické indukce a po
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vynasobeni roz§iteného Ampérova zakona elektrickou intenzitou vyjde
0B N OF
B (Fx8)= 328 B (FxB) =B T+t 2L
ot ot
Tyto rovnice od sebe odetteme a upravime do tvaru

BF BT« E w7 cme -2+ B0 BT+ L0 (0 )

c2

Na levou stranu rovnice pouzijeme identitu ﬁ . ? X § — ﬁ . ? X E = ? . (§ X ﬁ), jez

zjednodusi rovnici na
— 10 E?
VA(BxE)=mwE 7 +-= B+ ).
( % ) Ko YT < >
Uvazujeme-li Lorentzovu silu (46) vynasobenou vektorem rychlosti, obdrzime vykon
Pz?-?:qﬁ- (ﬁ—l—?x?) :qﬁ-ﬁ.

Méme-li ndboj spojity a nikoli bodovy, lze vySe uvedenou rovnici zapsat pomoci hustoty
vykonu P = [ pdV.

uopzuo@7'52M07-E=€'(§ ﬁ)—ff <32 E2>,

2 0t c?

%
kde g= [odV a j = U 0. Vykon elektromagnetického pole (vztaZeny na jednotku objemu)
1
je dan dvéma ¢leny. Prvni odpovida divergenci Poyntingova vektoru ? = —E X § Poyn-

tingtv vektor popisuje Sifeni elekromagnetické energie kupiikladu elektﬁ)omagnetické viny

(svétla). Tento ¢len vyjadiuje zménu energie piichodem ¢ odchodem elektromagnetickych vin.

Druhy ¢len popisuje ¢asovou zménu elektrického a magnetického pole. Pokud nebudeme uva-

zovat prichod ¢ odchod elektromagne%ické vlny, pak vykon vypoditime jako zadpornou zménu
WwEM

ot

energie v Case P = 5 nebo p = —

derivace ziskdme rovnici

. Dosazenim do predeglych rovnic a odstranénim

1 [ FE?
= B?%). 64
e 2p0 <62 - > (64

Energie v daném objemu je ddna objemovym integrilem.
10.6.2 Energie elektrostatického pole

Uvazujme elektrostatické pole 3 = 0. Dale pfedpokladejme, Ze pole popisuji veli¢iny ﬁ =
p, 0 = ¢9V - E. Potenciél zvolme v nekonecnu roven nule. Uvazujeme-li celkovou elek-
trostatickou energii, musime zapocitat celkovy prostor (ktery je nekonefny). Vysledné energie

pak vyjde
E:Z(’/E?dv_—/? CEav.
1%

103



Pouzijeme-li identitu z pifkladd na doma 1.4, lze vyraz upravit do podoby

E:?/w?-ﬁdvﬁ?/?-(@ﬁ)dvz;/de—?f@Ez-d?,

kde AV znadi hranici objemu. Uvazujeme-li objem nekone¢ny, integral pfechazi po hranici
v nekone¢nu, kde jsme si zvolili ¢ = 0. Pak i integral pfes hranici bude nulovy. Vyslednou
elektrostatickou energii je mozno vypocitat dvojim zptasobem

1
E= EQO/EQdV, E= 2/(,0de. (65)
Vv 1%

Priklady k procviceni 10.1.

Uvazujte magneticky dip6l v obdobném tvaru jako elektricky dipol

§:K< (x —a,y,2) B (x+a,y,2) >

[(a: —a)? + 2+ 22} i [(x +a)? 492+ 22]3/2

Jaky je magneticky tok rovinnou, kterd je ddna rovnici z = 07

Priklady k procviceni 10.2.
k

5 (Y, —x,2), kde 0> = 22 + y?. Urcete vektor
0

Uvazujte elektrické pole ve tvaru E =

magnetické indukce.
Priklady k procviceni 10.3.

3
Uvazujte skalarni a vektorovy potenciél v nasledujicim tvaru ¢ = 70 (k — 2r2> e_k(TQJFCQtQ),

X = A07tefk(r2+c2t2). UkaZte, zdali plati Lorenzova kalibra¢ni podminka.
Piiklady k procviéeni 10.4.

Uvazujte skalarni a vektorovy potencidl ve tvaru ¢ = 0, A= (Apsin (kz —wt),0,0).
Vypoctéte hustotu naboje, vektory elektrické intenzity, magnetické indukce a hustotu proudu.
Dale zkontrolujte platnost bez-zdrojovych Maxwellovych rovnic.

Priklady k procviceni 10.5.

Urcete elektrostatickou energii koule o poloméru R s homogennim rozlozenim néaboje.

Doporuc¢ena literatura

Elektfina a magnetismus (Sedlak, Stoll), 2002: str. 51-52, 64-65, 231-249, 258-271, 822-340
Feynmanovy ptrednasky z fyziky 2, 2001: str. 293-304, 317-330

Elektromagnetismus (Andrej Tirpak), 1999: str. 135-138, 272-278, 303-314,

331-332, 358-366 417-419

Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: kap. 31, 32
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11 Civky

11.1 Vlastni indukénost

V minulych kapitolach jsme si pfedstavili Maxwellovy rovnice a pomoci nich jsme si ukézali,
jak jsou provazany vektory E a B. Déle jsme si pfedvedli, Ze se magnetické pole vytvari okolo
vodiCe, jimz protéka proud. Sto¢enim vodice do smycek zhotovime civku, ktera se pouziva jako
generator magnetického pole. Dle Faradayova zédkona, pokud mame ¢asové proménlivé magne-
tické pole, vznika i elektrické smyckové pole (vektory E jsou te¢nami k uzavienym kiivkam).
Pokud napojime civku na st¥idavé napéti a vlozime do ni druhou civku, st¥idavé magnetické
pole v druhé civce generuje (stiidavé) indukované elektromotorické napéti. A jestlize je civka
uzaviena v obvodu, potom ji protéka i st¥idavy proud. Myslenkové jsme tak sestrojili zakladni
prvky transformatoru.

Jest€ nez se zafneme zabyvat pisobenim jedné civky na druhou, zastavme se na chvili
u jevu, kdy magnetické pole generované civkou ptisobi na civku, jez jej generuje.

Uvazujme dlouhou civku (solenoid), kterd generuje ¢asové proménlivé magnetické pole.
Jak jsme uvedli v pfedchozim textu, magnetické pole (velikost vektoru magnetické indukce)
uvnitt civky lze priblizné vypodist jako

_ poIN

B
I )

kde I znag¢i generujici proud, N uréuje pocet zavitt civky al je délka civky. Mame-li magnetické
pole uvnit¥ civky homogenni, tok civkou se rovné ploSe prifezu civky vynasobené magnetickou
indukci ¢ = BS.

Faradaytv zakon fiké, Ze indukované elektromotorické napéti na uzaviené smycce v pro-

ménlivém magnetickém poli se rovna zdporné Casové zméné toku & = —N a Zdiraznéme,
y oo . . e dp . .
7e samotné civka mé N zaviti. To znamend, Ze na kazdy zavit ptsobi jedno T (zavity jsou

zapojeny do série, celkové emn. na civce je souc¢tem emn. na kazdém zavitu). Uvazujeme-li, ze
za, zménou toku stoji proménlivy proud, pak prostym dosazenim do tohoto vztahu obdrzime

_OLpoSN*
ot 1

£ =

Vyrazy za derivovanym proudem jsou konstanty, které oznac¢ime L. Vysledny vyraz lze
zapsat ve tvaru

ol
__Zr.
Er 5 (66)

Konstanta L se nazyva vlastni indukénost civky. Pro pfipad dlouhého solenoidu je vlastni
indukénost civky rovna
_ ,LLQSN 2
==
Jasné vidime, Ze indukované elektromotorické napéti vytvotrené civkou piisobi proti zméné
protékajictho proudu. Lze hledat podobnost mezi napétim vytvafenym civkou a tubytkem
napéti na rezistoru. Indukované emn. vytvarené civkou vSak nenf{ imérné proudu jako v p¥ipadé
Ohmova zdkona, ale jeho ¢asové derivaci.

L (67)
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Pr. 11.1.

Zadani: Uvazujme obvod na obrazku 59. Nejdiive obvod zapojime tak, aby zdroj emn.
nabil kondenzator o kapacité C' (zapojeni 1). Poté se pfepinal pfepoji tak (zapojeni 2), aby
v obvodu byl kondenzétor, civka (o induké¢énosti L) a rezistor (o odporu R), takzvany LRC
obvod. Jak se kondenzator vybiji, vytvai{ v obvodu proud. Jaka je ¢asova zévislost proudu na
Case?

Obrazek 59: LRC obvod.

Regeni: Kondenzator v obvodu funguje jako zdroj napéti, oznacme Up = Q/C (v Case

to = 0 je @ = Qo). Naopak rezistor Ug = —RI a civka Uy, = —La zpusobuji v tomto pripadé
ubytek napéti, proto jsme zvolili znaménko minus. Projdeme-li celou smyckou, je soucet viech
napéti nulovy

Q ol
Uc+Ur+Ur=0= =—-L——-RI=0.
c+Ur+URr C ot
Na poc¢atku mame kondenzator nabity. Proud za¢ne odvadét ndboj z kondenzéatoru. Cim bude
0
vétsi proud, tim bude vétsi i abytek naboje na kondenzatoru I = —a—cf
Q  ,9°Q oQ >Q oQ
c o T QHLOGe +ORY,
Pro nalezeni presného Teseni pouzijeme substituci
0Q _ y *Q _ %y y
_ et _ ¢ t _ ¢ ¢ 2 ct
Q—yecia—aec—}—ycec, W—@ec—i—Qacec—}—ycec.

S touto substituci se vySe uvedena diferencidlni rovnice zméni na

2
ye + LCgtgeCt + LC’2§ZZceCt + LCyc*e™ + CR((;Zt/eCt + CRyce® = 0.

Kazdy ¢len této rovnice podélime vyrazem e. Pferovnanim ¢lenti obdrzime
2

0%y

0y

2
y(1+C'Rc+LCc)+ En
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Pokud si zvolime ¢ = —R/2L, obdrzime jiz znamou diferencialni rovnici

R?C 0%y

jejiz feSeni se rovna
y = Acos (wt+¢), w?= L—R—Q
’ LC 412
7 pocatetnich podminek zjistime integra¢ni konstanty A, . Na pocatku uvazujeme konden-
zator nabity nadbojem (g a proud je nulovy Iy = 0. Vysledné feSeni zapiSeme ve tvaru

t 1 2
Qo= Acos (p) ,tan (Lp):g = Q:Qge_gw,wQ:w — %,(p:arctan <_2]L%w>

Komentar: Uvazujeme-li odpor nulovy, je nulové i konstanta c a w = i7ek Regen{ prepi-

Seme do tvaru
Q = Qo cos (wt).

Néaboje se pielévaji z jedné desky kondenzéatoru na druhou. Jakmile civkou protéka proud, civka
se jej snazi udrzet, a tim nabiji desky kondenzatoru, dokud naboje @ na jedné a —( na druhé
desce nedosdhnou maxima. Néboj je tak periodickou (cosinovou) funkei ¢asu. P¥idame-li do
obvodu rezistor (prakticky realny ptipad), bude se maximélni vychylka snizovat exponencialné
v Case.

Pr. 11.2.

Zadani: Uvazujte civku tvaru toroidu, jez mé prifez tvaru obdélniku. Vypoctéte vlastni
indukénost civky.

a R—

A 4

Obréazek 60: Toroidalni civka s obdélnikovym priiFezem.

Regeni: Magnetickou indukci uvniti civky uréime dle Ampérova zékona B2rp = Nuol,
kde N znad¢i pocet zavita, I je proud protékajici civkou, p oznacuje vzdélenost od osy a B
je velikost magnetické indukce. Magneticky tok protékajici jednim zavitem pak vypocteme
¢ = [ BdS = [ Bdpdz, kde z € (0;b) a p € (R; R+ a). Integral zjistime ze vztahu

Npol Nupol Ria Npolb R+a
¢ / 2mp pes 2m 2o ol 27 . R
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d¢ oI

Podle vztahu pro tok viemi N zéavity N T La lze odvodit
N2 b R+a
L= 1 .
or ( R >
Pr. 11.3.

Zadani: Uvazujte obvod s civkou o indukénosti L a rezistorem s odporem R. Na pocéatku
je proud civkou a rezistorem Ij. Vypoctéte ¢asovy vyvoj proudu a praci magnetického pole
civky, kterou vykoné pfedtim, nez proud klesne na nulu.

Regeni: Mame jednoduchy obvod obsahujici pouze civku a rezistor, napifklad ve formé
zarovky. Pokud na pocatku prochazi civkou proud Iy, pak rezistor zpusobuje Gbytek napéti

U = RI, ktery snizuje proud. Civka vytvari indukované emn. & = —L—, které miii proti
zméneé proudu, a proto proud okamzité neklesne na nulu. Z vyse uvedeného jednoduse zjistime

Rt
ol -
U—EI:O:>RI+L§:O:>I:I()6 L.

Proud v ¢ase exponencialné klesa.
Zarovka (rezistor) sviti, jestlize ji teCe proud. Takova zarovka ma jisté vykon a do svého
okolf uvoliiuje energii.
Jak jsme jiz d¥ive uvedli, vykon zarovky (lépe piikon) lze vypodcitat jako nésobek proudu
oI
anapéti P = Ul. Zdrojem napéti je v tomto piipadé civka, tedy P = —LIE. Praci z vykonu

obdrzime pravé jako jeho ¢asovy integral

0 Iy
W:/Pdt:—/LIZdt:—L/IdI:L/IdI:;ng.
0

Iy

Meze integralu jsme zvolili tak, aby na za¢atku byl proud nenulovy a na konci nulovy.

Pr. 11.4.

Zadani: Uvazujme dlouhy solenoid. Vypoctéte hustotu energie magnetického pole uvnitf
tohoto solenoidu. Srovnejte s hustotou energie elektrického pole mezi deskami kondenzatoru.

Regeni: Magnetické pole uvnit¥ dlouhé civky v useku o délce | vyjadiime pomoci vztahu
B— N1pg

uvnit¥ civky (nikoli celkovy, ale pouze dil&i) ziskdme ze vztahu V' = [S. Pro dlouhou civku je
indukénost civky dana rovnici (67). Hustotu energie civky, kterou protéka proud, vypocteme

, kde N znadi pocet zaviti v civce o délce . Pole je uvnit# civky homogenni. Objem

1B \?
_Em _1LI* _1pSN*\Npo) _ B?
YMZTT Ty T S 2u

108



1
V piipadé deskového kondenzatoru energii ziskdme ze vztahu Fp = §C’U2. Kapacitu

Seo |, . . . .
deskového kondenzatoru vypodteme C = =2 (viz rovnice (22)). Napéti mezi deskami uré¢ime

vztahem U = dFE. Objem mezi deskami zjistime ze vztahu V' = Sd. Hustotu energie vyjadiime:

_lﬁ(dE)Q_eoEQ_ E?
S 2d Sd 2 2upc?

WE

Vysledné hustota energie je funkce pouze elektrického a magnetického pole, pFipadné pii-
1

slusnych konstant, pro které plati eopg = —. Secteme-li oba vysledky, obdrzime znamy vztah
c

z predeslé kapitoly (64) pro hustotu energie elektromagnetického pole

1 [(E?
= — (= +B?).
e 2M0<62+ >

11.2 Vzajemna indukénost

Uvazujme dvé civky. Civka 1 je dlouhy solenoid, kterou ovinuje kratsi civka 2
(viz obrazek 61).
1

fl

Obrazek 61: Dvé civky vloZené do sebe.

1

Necht civkou 1 o délce [; a poctu zz’a%itﬁ N protékéd proud ;. Ten tvofi magnetické pole

1
N
malé. Celkovy magneticky tok civkou 2 (tok kazdym zavitem) se pak rovna ¢o = S1N2Bj,
kde Ns urcuje pocet zavitia druhé civky, Sy znadi plochu Fezu prvni civky. Ve vztahu pro tok
jsme pouzili Sp, protoze magnetické pole By je vné civky 1 zanedbatelné oproti poli uvniti.
Tok civkou 2 je amérny poctu zaviti. Indukované elektromotorické napéti na druhé civce se z
Faradayova zédkona rovna

uvnit¥ této civky o velikosti By = poli——. Je-li civka 1 dostatetné dlouhd, je pole mimo ni

dga _ poS1N1N2 01y
dt L ot
Na civce 2 se vytvaii indukované emn., které zavisi na ¢asové zmeéné proudu. Veli¢iny uvedené

pred ¢asovou derivaci jsou v8echny konstanty tykajici se obou civek a daji se vyjadfit souhrnné
pomoci velic¢iny, jeZz se nazyva vzajemna indukénost Moy, tedy

Ero = —Mo—.
12 215,
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Pokud civku 2 napojime na st¥idavy zdroj napéti, jenz generuje proud, pak civkou 1 prochéazi
magneticky tok a nésledné v ni generuje indukované emn. Vzhledem ke konstrukci dvou civek

//////

aproximaci. UvaZzujeme-li vzdjemnou indukénost, vysledek se shoduJe
al

TR

Pomoci vektorového potencidlu dokdzeme, Ze Mo = Mo;.

En = —Mi2

Uvazujme obecné dvé cwky libovolného tvaru, které vytvareji magnetické pole popsané
vektory ? kde . Jak vime z Faradayova zékona, indukované emn. na civce je
zaporné derivace magnetlckého toku. Uvazujme nehomogenni magnetické pole, tok vypocéteme
integralem magnetické indukce pfes plochu vSech zavita

H:_aat/gTd?l:_aat <6X22>'d?1=—;f22'd71.

Pouzitim rovnice (56) obdrzime

9 _ M0 ma%% L2 -
gi f AT = 47r8tj{/\r1—r2]dvzdrl ) 3 A e S LR

Uvazujeme-li, ze smycka se nerozvétvuje a jeji tvar se v ¢ase nemén{, miizeme proud vytknout
812 Ho 1 —
En = d75-d7 1= ——M
In 8t4w%%ﬁl— N 2 1 ar 2
Zaménou 1 +— 2 obdrzime
%m%% 1 .
Ery = A7 - d7e = —— M.
Iz ot 4w |?1—?2\ ! 2 ot 2t

Vidime, Ze integrély jsou stejné

Lo 1
Mo1 = Mo =M = — d7 s -d7 . 68
21 12 4#7{7% . 7 2 1 (68)

Indukované elektromotorické napéti se rovna

0l
E&n=-M— 69
5 (69)
Pouzitim tohoto vztahu a integralntho tvaru Faradayova zakona (60) 1ze odvodit rovnici pro

tok magnetického pole, které vytvari civka 1 a prochézi civkou 2, ve tvaru

$21 = MI. (70)
Tok ¢91 je obecné jiny nez tok ¢qo.
Pr. 11.5.

Zadani: Uvazujte dlouhy solenoid. Uvniti# solenoidu visi kruhova smycka, norméla k roviné
smycky je nato¢end o thel ¥ oproti ose solenoidu. Zjistéte vzajemnou indukénost M.

Reseni: Magnetické pole uvnitf solenoidu je homogenni. Je-li smytka nato¢ens o thel o,
pak smyckou protéka tok magnetického pole ¢ = BS cost, kde B znadi velikost magnetické
indukce uvnit¥ solenoidu a S oznacuje plochu kruhové smycky. Uvazujeme-li délkovou hustotu
z&vith n, pak magnetickou indukci vyjadiime B = pgnl. Indukované emn. na smycce je dano

Faradayovym zdkonem & = —— = —ponScos 19%. Porovnanim s rovnici (69) jednoduse

zjistime, ze indukénost se rovna M = puonS cosv.
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Pr. 11.6.

Zadani: Vypoctéte vzajemnou indukénost dvou na sebe kolmych soustifednych proudovych
kruhovych smycek (viz obrazek 62 a)).

Obréazek 62: a) Dvé kolmé soustfedné smycky. b) Ctvercova smycka a vodic.

Regeni: Pro vyfeseni tohoto piikladu pouZijeme rovnici (68). Polohové vektory smycek
uvazujme ve tvaru T = (Ry cos p1, R1sinp,0) a Ty = (0, R cos @2, Ry sin ¢9) . Dosazenim
do rovnice (68) obdrzime

%7{ —Rysingy, Ry cos 1, 0) - (0, — Ry sin g, Ro cos o) dprdeps

1/2
R1 cos cp1 + (Rysinp; — Rs cos @2)2 + (R2sin 902)2}

_ Mo 7{ 7{ — Ry Ry cos 1 sin padpideps
R% + R% — 2R1 Ry sin 1 cos o

o dudv o f o 2 do
Wf%[R%—l—R%—?uv]lm_ 4w |71 + R~ 2uv] v

]1/2 = ’R1Sin<p1 :u,RQCOSQOQ :U| =

p1=27

p1=0

d 271'
__ Mo [R +R§—2vR1sing01]1/2—v =0.

 4rm v

Pr. 11.7.

Zadani: Uvazujte ¢tvercovou smycku v blizkosti nekone¢né dlouhého linearniho vodice
lezici v jedné roviné. Spoctéte vzajemnou indukénost. Délku hrany ¢tverce uvazujte L a vzda-
lenost od vodite a (viz obrazek 62 b)).
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- 1
ReSeni: Vime, ze magnetické pole v blizkosti vodi¢e se rovna B = ';L. Dle obrazku
r

uvazujme r = x. Tok ¢tvercovou smyckou je pak

L L+a L+a 7 Lyl I
¢:/Bﬂhi//jMMy:L/lmdx: pol e
2nx 2m a
0 a a
L L
Vzéjemné indukénost se za pouziti rovnice (70) rovna M = % In i e
T a

11.3 Transformator

Uvazujme feromagnetikum (latku, jez zesiluje magnetické pole) toroidalniho tvaru o obvodu I.
Feromagnetikum jsme pouZili proto, aby vzniklé magnetické indukéni ¢ary ztstaly uzaviené
uvnitf néj. Feromagnetikum ma relativni permeabilitu p, >> 1. Toroid obmotidme dvéma
vodiéi, kterymi protékaji proudy I a I 8.

[

Obréazek 63: Transformator.

Uvazujme idedlni transformator p, — 0o, ktery pracuje beze ztrat a bez rozptylu. Podet
z&vitt transforméatoru predpokladejme N1 a Na. Dle Ampérova zakona se magnetické pole
uvnitf feromagnetického toroidu vypocte z rovnice

ﬁ
fﬁdl:MMh+Mhy

Magneticky tok pak vyjadiime vztahem ¢ = [ ﬁ . d?.

Uvazujme, Ze prvni civka je pfipojena ke zdroji st¥idavého elektromotorického napéti &
a na koncich druhé civky lze méfit ¢asové zavislé napéti €. Oba obvody lze, dle druhého
Kirchhoffova zakona, popsat ve tvaru

d¢
dt

d
Ny =0, 52——¢N2:0.

& - dt

8V literatufe lze najit oznaceni pro stiidavé proudy, které jsou pot¥ebné pro fungovani transformatoru,
malym pismenem 1.
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Pokud prvni rovnici vynasobime Ny a druhou N; a odeéteme je od sebe, obdrzime rovnici
E1Ny — E3N; = 0. Upravou ziskdme znamy vztah pro transformaci napéti transformétorem
& N
g1 (71)
E N
Transformator preménuje napéti, a to tak, Ze primarni obvod pfipojime na zdroj stii-
davého napéti a v sekundarnim obvodu se vytvaii napéti jiné (bud vyssi nebo nizsi - podle
poctu zavitt). Aby nedoslo ke Spatnému pochopeni, je tieba uvést, Ze timto zpusobem vsak
rozhodné nelze zvygSovat vykon zdroje, zvySuje se pouze napéti. Navic tento princip nefunguje
pro transformaci stejnosmérného napéti, ale pouze stiidavého.

Meéjme jednoduchy obvod se stiidavym zdrojem napéti a rezistorem. Uvazujeme-li emn. ve

£ &z 2(wt) -
tvaru & = Epax cos (wt) , pak okamzity vykon bude P = €1 = = HMCORS(M). Casovou
T
fpPat
stfedni hodnotu jednoduse vypocteme jako (P) = 0 = 5}3" Zavedeme-li efektivni proud
I & 2
I = maQX a emn. g = m;X, pak (P) = ??f = Eetlor. V piipadé transformatoru se prii-

mérny vykon zachovava, plati Eierlief = Eerlocr- Z vypoltu vidime, Ze pokud transformator
v sekundarnim obvodu oproti primarnimu ma vétsi napéti, proud protékajici sekundarnim
obvodem je mens{ nez v primarnim. Toho se vyuziva v energetice, aby se zamezilo ztratam pfi
pfenosu energie na velké vzdalenosti. Napét{ v té€chto vodi¢ich je vysoké, ale proud je maly,
ztrata na dlouhém vodidi o odporu R se pak vypoéte (za dobu, jez je fadové vétsi jak perioda

sttidavého napéti) AE = Atliaxi.

Priklady k procviceni 11.1.

Uvazujte zapojeni z obrazku 62 b). Nejvzdalenégjsi strana ¢tverce od vodice je fixovana
a stava se tak osou otacfeni ¢tverce. Zjistéte, jaky naboj protece ¢tvercovou smyckou, je-li jeji
odpor R. Vodi¢em protékd proud I a smycka se otoci o 180°.

Priklady k procviceni 11.2.

Uvazujte kruhovou smy¢ku o poloméru R;. Na ose smycky ve vzdalenosti d > R; se nachézi
druhé kruhova smycka o poloméru Re < R;. Osy smycek jsou totozné. UrCete vzéjemnou
indukénost.

Priklady k procviéeni 11.3.

Uvazujte obvod s rezistory Ry, Ra, zdrojem emn. £ a civkou L (viz zapojeni na obrazku
64 a)). Uvazujte, ze na pocatku je obvod zapojeny po dostatetné dlouhou dobu. Poté spinac
vypneme, jak je zakresleno v obrazku. Jaky naboj po vypnuti spinace protece rezistorem Ro?

Piiklady k procviceni 11.4.

Uvazujte nekonecné dlouhy vodi¢ valcového tvaru o poloméru R, kterym protéka proud I.
Hustota proudu ve vodiéi je homogenni. Jaky je magneticky tok obdélnikem o stranach R a
L (viz obrazek 64 b)).
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Obréazek 64: a) Obvod s civkou a rezistory. b) Dratek ve vodiéi.

Piiklady k procviéeni 11.5.

Uvazujte dvé nekonecéné velké rovnobézné desky, rovnobéZzné s rovinnou yz, prochazejici
body x = £a. Témito deskami protéka proud ve sméru £z (jednou v kladném a druhou v
zaporném sméru). Délkova hustota proudu je ¢ (proud je I = iL). Mezi deskami se nachazi
vodiva kruhova smycka o poloméru R (viz obréazek 65). Rovina smycky svira thel ¢ s rovinou
xz a je kolmé na rovinu xy. Urcete magneticky tok prochézejici smyckou.

y

vy

Obrazek 65: Vodiva smyc¢ka mezi proudovymi deskami.

Doporucena literatura

ElektFina a magnetismus (Sedlak, Stoll), 2002: str. 271-295

Feynmanovy pfednasky z fyziky 2, 2001: str. 304-308

Elektromagnetismus (Andrej Tirpak), 1999: str. 314-328

Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: podkapitoly 31.7-31.9, 31.12, kap. 33
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12 Stridavé obvody

12.1 Komplexni ¢isla

V této kapitole se budeme zabyvat stfidavymi obvody obsahujicimi rezistory, civky a kon-
denzatory. V minulé kapitole jsme vypocitali proud protékajici obvodem LRC. Zjistili jsme,
7e tento obvod mé vlastni frekvenci st¥idavého proudu. Uvazujeme-li, ze do obvodu zapojime
zdroj stifidavého napéti s jinou frekvenci, proud v obvodu se po €ase prizplsobi frekvenci
zdroje. Jde-li v8ak o frekvence blizké, hodnota maximalniho proudu se zvySuje a fikdme, Ze
obvod je v rezonanci.
Pro periodické funkce jsme zvykli pouZivat cosz a sinxz. Tyto funkce miZeme zapsat
pomoci imaginarnich &sel v exponencidlnim zépisu
ei:p 4 efix eix o efix
Cosr = ———, sinx = ————
2 ’ 21
7 této rovnice vyjadiime
e’ =cosx +isinz.

Tento zépis periodickych funkci se hojné vyuziva ve fyzice. Uvazujeme-li napiiklad st¥idavé
napéti ve tvaru U = Ue™t, kde U = U + iU7, skutetné napéti vyjadiuje pouze jeho redlna
tast, konkrétné U = Ugcos (wt) — Ursin (wt) . Fazovy posun lze do tohoto vyrazu vlozit
bud posunutim wt — wt + ¢, nebo ekvivalentné pouzitim komplexniho U. Maximaln{ napéti

potom odpovida velikosti U, tedy ‘U‘ = ,/U]% + U?.
Uvazujme realné U, jez uréuje maximalni hodnotu napéti (nezavislé na Case). Pak

U = Uet@tte) — [Teiwteir — (U cos ¢ + iU sin 90) et = et

kde U’ predstavuje jiz komplexni veli¢inu. Mame na vybér pro popis fazového posunu: bud
pomoci Ghlu ¢, nebo komplexniho U.

Pr. 12.1.

Zadani: Najdéte komplexni ¢islo @ = i 4+ /3 ve tvaru @ = Ae’?, kde ¢ a A jsou redlna
¢isla.

Reseni: Tvar @ = Ae’¥ mizeme piepsat do podoby @ = A (cos¢ + isiny). Vime-li, ze

1/2
plati cos p? + sin p? = 1, pak se velikost komplexniho ¢isla rovnd A = (12 + \/§2> =2.
Dale lze zapsat rovnost

3 1
a i—l—\/§:2(cos<p—|—isin<p):>cosg0:\2[, sing0:§:>g0:%.

T
Vysledek vyjadiime ve tvaru a = 2 6.

Komentar: Polarni zapis je vhodny pro nasobeni komplexnich ¢&isel. Uvazujme dvé kom-
plexni ¢isla a3 = A1e'P! a ao = Age"?2. Jejich nasobek je aias = Aq Agetlp1tez)
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Pr. 12.2.

Zadani: Uvazujte dvé komplexni ¢fsla a; = Ry + i1 a as = R + ¢13. Najdéte jejich podil

a
Tl. (R a I v tomto pFipadé neznaci odpor a proud, ale imaginarni a redlnou ¢ast komplexniho
a2
¢isla.)
ReSeni:
@ _ Ry +1ilh _ Ry + 14 _ Ry — 115 _ RiRy+ I1 1o +i(I1Re — IoRy)
as Ry + il Ry +ils Ry —ils R% + 122 '
Komentai: V polarnim zapisu se vysledek o poznani zjednodusi
@ _ éei(wl—m)‘
as  As
Pr. 12.3.

Zadani: Dokazte, ze souc¢in velikost{ dvou komplexnich ¢éisel se rovna velikosti soucinu
dvou komplexnich &isel.

Reseni: Mgjme dvé komplexni ¢isla a1 = Ryj+il1 a as = Ro+1ils. Slozky komplexnich &isel
miiZeme uvazovat jako slozky dvojrozmérného vektoru, pro velikosti tudiz plati |a|> = R2+1I2.
Soucin dvou komplexnich ¢isel 1ze zapsat jako

aray = (Ry +i1h) (Ry + ils) = RiRy — 1 Iy + i (R1Is + 1 R) .
Kvadrat velikosti tohoto komplexniho ¢isla je
|G@1as)® = (RiRy — I115)* + (Rilo + I1Ry)? = R?R2 + I?I2 + R?I2 + I?R? = |a1)? |ao* .
Velikosti splauji vztah
|aras| = |asf|az],

coz bylo vidét i v komentaii k pitkladu 12.1.

12.2 Zakladni prvky stfidavych obvodi

Uvazujme jednoduchy obvod obsahujici zdroj st¥idavého elektromotorického napéti a rezistor
(viz obrazek 66 a)). Sestavme dle druhého Kirchhoffova zdkona rovnici pro tento obvod:
& — RI = 0. Elektromotorické napéti na st¥idavém zdroji uvazujeme & = £e™*. Pro splnéni
rovnice musf i proud zaviset na c¢ase jako
J = é — eiwté — eiwtf.
R R
Vidime, ze proud nemd vzhledem k emn. zadny fazovy posun (odpor je veli¢ina redlné), je ve
stejné fazi. )
Ve stiidavych obvodech se odpor rezistoru znaéi Zr a nazyva se rezistance.
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Obréazek 66: a) Rezistor b) civka ¢) kondenzator ve st¥idavém obvodu.

Uvazujme jednoduchy obvod obsahujici zdroj st¥idavého elektromotorického napét{ a civku
(viz obrazek 66 b)). Sestavme dle druhého Kirchhoffova zédkona rovnici pro tento obvod

& — L— = 0. Z této rovnice lze jednoduse vyjadfit proud jako

ot

£ Eetwt Eetwt E £
/ L / L twlL wL 7,

kde Z; = iwL se nazyva induktance. V piipads, kdy do obvodu zapojime civku, proud
v obvodu jiz zjevné nebude ve stejné fazi jako emn. Pokud napéti ma realnou ¢ast cos (wt) , pak
proud ma redlnou ¢ast sin (wt). Obé veli¢iny jsou od sebe posunuty o 7/2. Elektromotorické
napéti tak predchazi proud o étvrt periody.

Méjme jednoduchy obvod obsahujici zdroj st¥idavého elektromotorického napéti a konden-
zéator (viz obrazek 66 c)). Sestavme dle druhého Kirchhoffova zédkona rovnici pro tento obvod

E— ol 0. Z této rovnice snadno vyjadiime proud jako

S _iwt
_9Q _90) _? <ge C) it O — iweC = £

g ot ot ot Zeo

~ 1 . . .
kde Z¢ = ol a nazyva se kapacitance. Jestlize realné napéti je funkci cos (wt), pak proud
w

je zase funkci — sin (wt) . Proud pfedchézi elektromotorické napéti o 7/2.

12.3 Zapojeni RLC prvku ve stfidavém obvodu

S veli¢inami rezistance, induktance a kapacitance se ve stiidavém obvodu pracuje obdobnym
zpusobem jako s odporem v klasickém obvodu. Uvazujme sériové zapojeni RLC ve st¥idavém
obvodu (viz obréazek 67).

V piipadé ti¥ sériové zapojenych rezistord je vysledny odpor dan prostym souc¢tem jed-
notlivych odport. Stejnym zpisobem budeme postupovat, i kdyZz odpory nahradi rezistance,
induktance a kapacitance

£ = Eeit — (ZR+ 7 +ZC) I=21=Zfe = &=ZI
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Obréazek 67: Sériové RLC ve stfidavém obvodu.

Veli¢ina Z se nazyvi impedance. V piipadé sériového LCR zapojeni pro impedanci plati

wC

¢isel se rovnd sou¢inu velikosti komplexnich ¢isel. Diky této znalosti a pouzitim maximaélniho
proudu || v obvodu a maximalniho emn. |€] ziskame

~ 1
Z=R+1i (wL — > . 'V ptedeslém piikladu jsme ukézali, Ze velikost soudinu komplexnich

. - . 1 \2
El=\Z||I| = |Z|* = R? L—— .
1= V210 = 128 = R+ (L - )

Tento vyraz lze zobecnit pfechodem od elektromotorického napéti ke klasickému napét{ na
svorkdch soustavy. Lze uvazovat pozménény Ohmiv zdkon, kdy okamzité napéti a proud
vystfidajl maximalni napéti a proud a kde na misto odporu pouzijeme velikost impedance.

Pr. 12.4.

Zadani: Vypoctéte obvod, ve kterém je RLC zapojeno paralelné.

Regeni: Pro paralelni zapojeni plati

1 B 1 n 1 " 1 _ZRZC+ZLZC+ZRZL:>Z_ ZRZLZC
Z ZR ZL ZC ZRZLZC ZRZC-FZLZC—}-ZRZL‘
Dosazenim za, ZR, ZL a Zc obdrzime
L L L 1
el e — —iR|wL — —
e e {c Z (“ wC)}

Grnforg) [ernlor-o)] [E-nlono)]”

N\
Il
\




Velikost impedance je

L
. R
1Z] = 73
L? 132"
P R2 L - —
o (“’ wC)
. Z R; I;
Fazové posunuti uréime z rovnice z rovnice €' = —— = cos p = —2, sing = 2

2] 1zl

12.4 Reseni diferencialni rovnice pro st¥idavé obvody

V predeslém textu jsme tvrdili, Ze frekvence st¥idavého obvodu se po Case ustali na frekvenci
stfidavého napéti zdroje. Toto tvrzeni neni ziejmé a je potfeba jej matematicky obhdjit.
Uvazujme opét zapojeni z obrazku 67. Kazdou slozku obvodu si lze pfedstavit jako ¢len v
diferencialni rovnici. 7 predeslé sekce vyplyva tvar této diferencidlni rovnice

oI Q ’Q  ,0Q  Q

Pro jednoduchost uvazujme, ze sepnuti stiidavého zdroje elektromotorického napéti nacasu-
jeme tak, aby platilo
E = &pcos (wt).

Vyse uveden diferencidlni rovnice je ekvivalentni diferencidlni rovnici nuceného harmonického
oscilatoru
T+ k1@ + ko = k3 cos (wt) , (72)

kde z je vychylka harmonického oscildtoru od rovnovazné polohy, ki je soucinitel ttlumu
podéleny hmotnosti oscilatoru (konstanta zodpovidajici za tlumeni oscilatoru), ko je tuhost
pruziny podélend hmotnost{ oscilatoru, k3 je amplituda budici sily podélend hmotnosti osci-
latoru a tec¢ky nad x oznacuji derivace podle ¢asu. V podobném duchu lze uvazovat i zapojeni
stiidavého obvodu. Civka odpovida v obvodu za setrvacnost (zachovani pivodniho proudu),
rezistor zpusobuje utlum proudiciho naboje, kondenzator vybijenim vytvaii proud (je ekviva-
lentni pruzing, ktera ptasobi proti vychylce) a zdroj elektromotorického napéti odpovida vnéjsi
sile budici kmity. V obvodu LCR plati ky = R/L, ks =1/ (CL) a ks = &/ L.

V rovnici (72) je x jedinou neznamou funkci, zavisejici na ¢ase t a nachéazejici se v rovnici
(72) v linearnim tvaru. Uvazujme nejprve homogenni diferencialni rovnici ve tvaru

T1 + k1Z1 + kox1 = 0. (73)

Tato rovnice lze upravit substituci z; = ye

i+ (k1 — 20) 9+ (k2 — ki A+ A2) y] e = 0.

M a zvolenim A = k; /2 obdrzime

Vynésobenim e
i+ wiy =0,

kde w3 = ko — k% /4. VySe uvedena rovnice je rovnice harmonického oscilatoru. Vynasobenfm

1 obdrzime

yy+w8yy:0:>§(y2+wgy2) :():>y2+w8y2:w802:>7:w0:>
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d
- / Y9 /wodt = arcsin (g) = wot + o = y = csin (wot + ¢g) -
Ve —y? c
Zpétnym dosazenim obdrzime fesSeni linedrni homogenni diferencialni rovnice druhého fadu

z1 = ce M sin (wot + o) ,

kde ¢ a ¢ jsou integra¢ni konstanty. Uvazujme, Zze seteme rovnice (72) a (73)
(@ +&1) + k1 (2 + 1) + ke (x4 21) = kg cos (wt) .

Vsimnéme si, Ze pokud tento vztah upravime pomoci transformace x + z1 — = obdrZime
puvodni rovnici (72) a to i pfes to, ze funkce 1 v sob& obsahuje maximéalni pocet (dve)
integra¢nich konstant. Najdeme-li tedy libovolné Feseni pro x spliujici rovnici (72), ziskame
tak po seCteni feSeni z rovnice (73) zcela obecné fedeni rovnice (72).

Funkce kosinus lze rozepsat cos (wt) = (™' + e~™*) /2. Pfemyslivého ¢tendfe napadne,
ze TeSen{ pro funkci x muze byt ve tvaru

r=A et 4 A et
kde Ay a A_ jsou zatim neur¢ené komplexni konstanty. Dosazenim obdrzime
Ayt (k‘g + k1w — w2) + A_e it (kg —ikiw — wz) = k3 (em + e_i‘”t) /2.
Vyjadienim pro ¢leny ¢! a e~ obdrzime vztahy pro konstanty A, a A_

_1 (k2 = w?) —i(k1w) 1 (ko — w?) + i (k1w)
I [(kz —w?)’+ (kM)Q] ATl [(1@ —w?)? + (k:lw)2] |

Ay

Zpétnym dosazenim obdrzime

(k2 — w?) cos (wt) + kyw sin (wt)

T = k3 (74)
(k‘g — w2)2 + (k’lw)Q
7 tohoto feSeni je mozné urcit amplitudu
kg 2 2 1/2 k3
A= (k2 — w?)" + (kw) =
(ks — w?)? + (k1w)” [ } [(kz —w?)? 4 (klw)ﬂ i
a fazi kmitani
tg (p) = ___fw
g ¥)= (k2 _ w2)'
Rovnici (74) 1ze tedy prepsat do tvaru
x = Acos (wt + ¢). (75)

Pri¢tenim FeSeni z homogenni rovnice k rovnici (75) obdrzime obecné feseni diferencialni rov-
nici (72) ve tvaru
x = Acos (wt + @) + ce M sin (wot + o) . (76)

7 vysledku je patrné, Ze v zavislosti na pocate¢nich podminkach naboj nejprve osciluje
Castelné s vlastni frekvenci wg a ¢asteéné s frekvenci vynucenou w. Vlivem nenulového A, které
je umérné odporu obvodu (ten je vzdy nenulovy), amplituda vlastni oscilace exponencialné
klesa a v obvodu se stavd dominantni oscilace nucend. Po urcité dobé vlastni oscilace zcela
vymizi a obvod se ustéli na priabéhu popsaném rovnici (74), respektive (75).
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Priklady k procviceni 12.1.

11 1
U t Etéte velikost komplexnich ¢isel: @ = — ’ :
pravte a vypoctete velikost komplexnich Cisel: a z’+i—1 i1 i+i—1 i+ 1

Priklady k procviceni 12.2.

Najdéte komplexni ¢islo @ = 2i ve tvaru Ae'”.

Piiklady k procviéeni 12.3.

Uvazujte st¥idavy obvod z prvniho obrazku 68, kde R je odpor rezistoru, L indukénost
civky, C kapacita kondenzatoru a w frekvence stiidavého zdroje. Vypoctéte redlnou a imagi-
narni ¢ast impedance tohoto zapojeni.

(3

A& A

), &,

_| C

IA'AANE :|_R |
R

Obréazek 68: Stiidavé obvody.

Priklady k procviéeni 12.4.

Uvazujte st¥idavy obvod z druhého obrizku 68, kde R je odpor rezistoru, L indukénost
civky, C kapacita kondenzatoru a w frekvence stiidavého zdroje. Vypoctéte redlnou a imagi-
nérni ¢ast impedance tohoto zapojeni.

Priklady k procviceni 12.5.

Uvazujte paralelné zapojenou civku o indukénosti L a rezistor o odporu R. K této sou-
stavé je v uzavieném obvodu do série zapojeny ampérmetr o zanedbatelném odporu a zdroj
stiidavého napéti £. Z ampérmetru je ziejmé, ze ve chvili kdy je proud maximalni, napéti na
zdroji nabyva hodnoty jedné poloviny maximélni hodnoty. Urcete frekvenci zdroje napéti.

Doporuc¢ena literatura

Elektiina a magnetismus (Sedlak, Stoll), 2002: str. 497-52/
Feynmanovy ptrednagky z fyziky 1, 2000: str. 302-306, 309-317, 339-342
Feynmanovy prednasky z fyziky 2, 2001: str. 300-304, 389-407
Elektromagnetismus (Andrej Tirpak), 1999: str. 422-430

Fyzika (Halliday, Resnick, Walker), 2000: kap. 33
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Ctvrtsemestralni pisemna prace ¢. 4.

1.

. Uvazujte vektorovy potenciél ve tvaru A = Ksin (wt) (0

Urcete elektrické napéti (jako funkei ¢asu) indukované na vodivém krouzku o poloméru
r = R/2 nalézajicim se uvnitt dlouhé civky (o ploge prifezu S = mR? a poétu zaviti N
a na délce L), kterou protéka elektricky proud I = Iysin (wt). Rovina krouzku je kolma
na magnetické pole v civce. V oblasti uvnit¥ civky uvazujte vakuum. Urcete vzéjemnou
indukénost.

. Uvazujte jednoduchy obvod bez rezistoru, ktery obsahuje pouze civku a kondenzator

(sériové zapojené). Uvazujte, ze v ¢ase ¢ = 0 je na kondenzatoru niboj @ a proud
protékajici obvodem je roven nule I = 0. Jaky bude dalsi ¢asovy pribéh naboje a
proudu v obvodu? Vypoététe a nakreslete ¢asovou zavislost I a @) na t.

) ﬁv _%)7 kde 7,.2 = x2—|—y2—|—22.

Vypoctéte vektor magnetické indukce ﬁ Veli¢iny w a K jsou konstanty.

. Urcete vektor elektrické intenzity E, vite-li, ze skalarni potencial ¢ se rovna nule a vek-

torovy potenciél X je stejny jako v predeslém pripadé.

Zkouskova pisemna prace

1.

Prostor mezi elektrodami véilcového kondenzatoru s poloméry Ry a Re (R < R2) je
vyplnén elektrickym nébojem s konstantni objemovou hustotou p. Vnitini elektroda
kondenzatoru je uzemnéna a vnéjsi elektroda je na potencidlu U. Urcete rozlozeni po-
tencidlu a intenzity elektrického pole uvniti kondenzatoru.

. Vypoditejte indukci magnetického pole uprostied zavitu ve tvaru ¢tverce o strané a,

kterym prochézi proud I.

. Kondenzator kapacity C' byl pfipojen ke zdroji konstantniho napéti U pres odpor R.

Spocitejte ndboj na kondenzatoru a nabijeci proud v zavislosti na Case.

Vodiva kruhovi smyc¢ka o poloméru ry je umisténa do homogenniho magnetického pole
intenzity H. Indukéni ¢ary magnetického pole jsou kolmé na rovinu vodic¢e. Odpor vodice
je R. Jak velky naboj protece prifezem vodice v prib&hu jeho otoceni o 90°7 Osa otaceni
vodice lezi v roviné smycky.

. Ctvercova smycka o stran€ a je nabitd konstantni linedrn{ hustotou ndboje 7. Vypocitejte

intenzitu elektrického pole na ose smycky.

Muze se hodit:

d T a?

de Va1 a2 (a®+a2)3?
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13 Struc¢ny prehled vybranych kliCovych vzorci

V této kapitole si struéné uvedeme zakladni vztahy, které byly uvedeny v téchto skriptech.
Uvedeny jsou nékteré (nikoli vSechny) kli¢ové vzorce. Pro tspé§né absolvovani piedmétu je
nutnd jejich znalost.

Coulombiv zdkon

Maxwellovy rovnice v diferencidlnim tvaru

VE=L V.B=o
VxB= HoJ +M0608B VxE-= 8§

Maxwellovy rovnice v integralnim tvaru

fﬁ-d?:i, fﬁ-d?:@,
74? AT = oI+,uo8o ff:) a7 = aqu

Rovnice kontinuity

%+?-?:
?zq(f—i—?X?).

Lorentzova sila ptsobici na element vodice

dF = Id7 x B.

Lorentzova sila

Rovnice pro potencialy
G CE R

Regeni skalarniho potencialu pro statické elektrické pole

o 40
_4mo/|?—?/|+K'

Regeni vektorového potencialu pro statické magnetické pole

%
Cpo [ jAV po [ 147
A =0 o AO=-3  7o=

Reseni elektricke intenzity pro statické elektrické pole

1 /(?-7/)@9
Cdmeo ) |-
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Reseni magnetické indukce pro stacionarni magnetické pole

e - _ ! / / rd
g_w/JXU—TﬁW’gzw/H7—7wdr

dn 7 -7 im EEETE

Regenti potencidlu a napéti z elektrické intenzity

?
(p:_/ﬁd?> U =1 — 2.
A

Kapacita kondenzatoru
C =
Kapacita deskového kondenzatoru

C =

2o SO

Ubytek napéti na civce (aplikace Faradayova zékona)

v _ 405

et At
Vlastni indukénost dlouhého solenoidu
2
I poSN '
l
Vzajemnd indukénost
ol o 1
Up=M=—2 M=-"2 d7s-d7 .
! ot’ 47?%%”17’2’ ? !

Hustota elektromagnetické energie

1 [(E?
=~ (= +B?).
M Sy <02 i >

/ podV.

v

Elektrostaticka energie

N

E:?/WM:E:
\%4

Transformace proudu a napéti na transformatoru

N U D

Ny Us I’

Rezistance, induktance, kapacitance

Zn=R, Z = iwl, Zo = ———.
wC
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ResSeni priklada k procviceni

L1 G =090 =190 =2y, 90 =322,
% = csm(myz) ai = ctyz cos(xyz)
%];2 = ctxz cos(ryz), F2 = ctaycos(zyz),
ofs _ _sin(ct) 8fs _ cos(ct

aaj;g, _ :; g(%s()c;)({;éﬁ;__iz &(?s(i;)

By — AT TPy T TR

12: V-V =0,V x V =(0,0,20).

1.3: Bez komentafe.
1.4: Bez komentéafe.
1.5: Zavisi na kfivce, pole nenf konzervativni.

Pro p¥ipad p¥mky 7 = (t,t,t) spojujici body
(0,0,0) a (1,1,1) je integral roven I =

i.
2.1: 12 = 2 27.10%.
G
2.2: E = (0,0,E,)
E. — Qz _ 2TR
z 3 — 3
47r50(22+R2)2 2e0(224+R?)2

23 =[0.0.2 (4~ )|

2.4: E = (0,0,0).

25 F — (0 0

77 mep(a?

T

a) P= Treo In

3.1:

b) O=treo 0 |57a

zta
r—a

T

Y= 4meg In

T €
3.2: p=

250 (R2

PR1<r<Ry = E

Yr>Ry = 36()7‘ (R3
Grafy viz obréazek 69.

3 3 90T<R1

3.4: Bez komentéare.

at+y/a?+y?
—a+ a2+ 2

,x € (—oo

2atz
+22)V2a2+22 ) °

;—a),

(a500) .

= (VTR - 2).

RY).

,y € R—{0},

3.5: ﬁ = 2kc7>e*”2, o= 26011:06*”"2 (3 — 207"2) .

3 2
4.1 pr<r = ﬁ(]# - %)7 Pr>R = Ineor-
Grafy viz obrazek 70.
4.2: S Bop (1) — e
o Pr<R = 4eg? Yr>R = " 2g9 n (R) deg *
Grafy viz obrazek 71.
4.3: tg(p) = ngng.

: = Q _ (@ya) i
4.4 Er>p, =5 oy e7]d BRQ>7~>R1 0,
Efr<R1 Ameg

(z,y,2—21) ( o Z_i)

[12+y2+(z—z1)2] 2

R2
m2+y2+( 11) ]
3

4.5: pr>gp = %a Pr<R = ’?ff 1k2so
51: C = R+2a—[7;%}z?(()2a)2]1/2'

5.2: C =2mReyg.

5.3: C. = 2C.

54. C.=C

5.5: M = el

6.1: C = 47T€o6rRR1R1% = 4dm 5R§1R1%
6.2: h= 250

o3 1=

6.4: C = %

6.5: C = ™9

7.1 I = 2EE

72 I = 2l
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7.3:

7.4:

7.5:

8.1:

8.2:

8.3:

8.4:

8.5:

Ekr? okR3
By<r = #03 » Br>r = a 3r -

B,.<r = 7“0@0(21%2—73).

B,.<r —uowk[ + 72 (% — g)} )

Br<a = %,U/Oj (27’ - a) y Brsa = %MOja-

Blo = (0.-%2,0),

§Z<0 = (07 WT()aO) .

9.1:

9.2:

9.3:

9.4:

9.5:

B = (0,0,0).
A =(0,0,0).

A = 1l (22 +42) (0,0,1).

§ o 4;LOIa

w(4224a2)V/2a2+422

2
B - oo [RRﬁ% — 22] (0,0,1).

(0,0,1).

10.1: ¢p = —47K.

102: B = 22 (y, —z,0) + 7 (3,,2),

kde pro ? plati ? 7 =0.

10.3: Podminka je splnéna.

10.4: Bezzdrojové Maxwellovy rovnice plati
pro libovolné zvolené potencialy. Hledané ve-
li¢iny jsou: E = (Agw cos (kz — wt),0,0),

= (0, Apk cos (kz — wt),0), 0 =0,
7 = i (AO (k‘Q - %;) sin(k:z—wt),0,0) .
Poznamka: Vektorovy potencidl popisuje ro-
vinnou vinu, pokud k = +%.

@ 3Q?
10.5. E —_— m.
IL L
11.1: Q = &2z In (2te)
11.2: M = FomBIR
2(R}+d2)2
. _ &L
11.3: Q = 5%

11.4: ¢ = koL,

11.5: ¢ = mR%pgicos .

12.1: @ =—2i, la] =2,b=—1—1, [b| = V2.
12.2: 4 = 2¢'z.

12.3: Zp = moobnry, Z1 = wLl — lneG .
124: Zp=R, Z; = -2~

12.5: w= %
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R2
E(R1srsR2) = Bo(r'_; )

_B R23'R13
(r=R,) _350 I,2

Y

R R, ol R s 2R
p(RZ_R2) ® . =__(L+_1___2)
(p(rsR|) =# (Ri<r<R,) 350 2 r 2

Obrazek 69: Velikost elektrické intenzity a potencial v blizkosti nabité kulové slupky.
E(r) or ¢(r)

3Q P
Pr<R™ gre R (Rz' E)

(rsR™ 4nme,R®

Obréazek 70: Velikost elektrické intenzity a potencidl v blizkosti homogenné nabité koule.
o(n)

(p(r=0):0 ER

R r

Obrazek 71: Velikost elektrické intenzity a potencial v blizkosti nabitého vélce.
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