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1 Zadani

Stiedni kvadraticky polomér Cooperova paru je definovany jako:
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kde ¥ (r) je vlnova funkce Cooperova péaru definovand nasledovné:
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kde velikost vektoru r je relativni vzdalenost mezi elektrony tvoricimi Cooperiv par, koeficienty g odpovidaji
Fourierové transformaci relativniho pohybu onéch elektronu a udévaji pravdépodobnost nalezeni jednoho elek-
tronu s vinovym vektorem k a druhého s —k.

Nasim tkolem je vyjadfit:
1. stfedni kvadraticky polomér pomoci koeficientt gg z vyrazu pro vinovou funkci Cooperova paru

2. stfedni polomér Cooperova paru pomoci vazebné energie a Fermiho rychlosti s vyuzitim gg z pfednasky
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2 Vyjadreni pomoci gy

Zatneme prirozené s tim, ze uvedené vyrazy pro vlnovou funkci dosadime do obou integralt. Pro integral v ¢itateli
postupujeme nésledovné:

e Piesuneme v/Q pred integral, protoze ta na r samoziejmé nezavisi a zaroven si rozepiseme druhou mocniny
sumy na soucin dvou komplexné sdruzenych sumy.
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e Poté vyuzijeme rovnosti Vie*" = ire’*™ a Ve *'" = —jre=*'7 ¢imz se zbavime ¢lenu 2.

e V dalsim kroku vyuzijeme nésledujictho obratu:
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abychom dostali vyraz s e mimo puisobeni gradientu a naopak ptisobily gradientem na gj. Integral pres

plochu je roven 0, protoze: ‘e““’} <1; gr =~ 0 dal nez kousek od Fermiho koule.
’ . o1 7 ] —q / 7z ~ . 3K 7’ 7’ . 7’ ~ ~ e
e Tim jsme osamostatnili vyrazy e’*" a e "*'" a ziroven jsme se zbavili ostatnich zavislosti na r po zaménén{
pofad{ sumace a integrace! tak miizeme provést integraci, kterd nam d4 Kroneckerovo delta.
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e Tim se z dvojité sumy stane jednoduchd a muzeme vyraz zjednodusit do vysledného tvaru.
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Postup pro integral ve jmenovateli je v podstaté stejny:
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Podélenim obou integralii dostdvame vyraz pro stiedni kvadraticky polomér Cooperova paru:
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!Tige predpoklddime, ze jako obvykle mame funkce vhodné zavedené, abychom mohly fadu funkci integrovat ¢len po ¢Elenu, tedy
ze spliuji Lebesgue’s Dominated Convergence Theorem.
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3 Vyjadreni pomoci vazebné energie a Fermiho rychlosti

e ZaCneme piirozené s tim, ze do vyrazu odvozeného v minulé ¢asti dosadime zéavislost g z predndsky (3) a
rovnou vytkneme konstantu C pied sumu.

e V dalsim kroku pfejdeme ze sumy pies k na integral z energie, do integradlu nesmime opomenout piidat
hustotu stavii D(¢) a pro Vg vyuzijeme nasledujici vztah:?
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e V dalsim postupu predpokladdme, ze vzhledem k tomu, Ze jsem blizko Fermiho mezi, tak muzeme pouzit
D(e) = D(EF) a v(e) = vp. Spolu s tim, se nAm upravi i meze integralu na slupku nad Fermiho energii o
§itce dané energii fononu.

e V dalsim kroku zavedeme substituci £ = ¢ — Ep, plati tedy:
- QE—QEF—E{,:2€—E(,
— Spodni mez e = Ep - £ =0
— Horni mez € = Ep + hwg — £ = hwy

e V dalsim kroku je uz jednoduché vyraz v integrdlu v c¢itateli zderivovat. Z vysledku vytkneme -2 pted
integral.

e Zavedeme dalsi substituci tentokrat u = 2£ — Ej, plati:

— Spodnimez § =0 —u=—F

— Hornf mez € = hwy — u = 2hwy — E, vzhledem k tomu, ze fuwwg > Ep? mtzeme oproti E, povazovat
tuto mez za ~ oo.

V dalsich krocich uz vyraz pouze zintegrujeme a upravime do patfiéného tvaru.
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Nakonec vysledek odmocnime a dostaneme vztah pro stfedni polomér Cooperova paru, po dosazeni typickych
hodnot vg = 10° ms™! a Ej, = 1 meV pro supravodi¢e, miizeme fddové odhadnout rozmér Cooperova paru.
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2Z4ménu gradientu za oby¢ejnou parcidlni derivaci si mizeme dovolit zejména diky jednoduché (sféricky symetrické) parabolické
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disperzni relaci, kterou mame, protoze se stale nachdzime v jednom pésu, pro energii £, v pasu k, plati: e =
3V E, stejné jako v kyT. vystupuje faktor efl/)‘, ktery oba faktory, vyrazné zmensi oproti fiwg.
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