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Predmluva

Predmétem téchto skript jsou diferencialni rovnice, diferencidlni a integralni pocet funkei vice
proménnych, zadklady vektorové analyzy, kiivkovy a plosny integrdl. Tyto partie patii do
matematické analyzy a navazuji na prvni dil skript obsahujici diferencialni a integralni pocet
funkci jedné proménné.

Podobné jako je tomu u prvniho dilu, i tento dil je koncipovana tak, aby byl srozumitelny
sirokému okruhu ¢tenaru. Pochopeni jednotlivych matematickych pojmu a algoritmu je ilus-
trovano na velkém poctu fesenych prikladu a cvicenich uvedenych spolu s vysledky na konci
kazdé kapitoly. Pouziti matematiky pro chemiky jsme ukéazali v prvnim dile na jednoduchych
chemickych tilohach, v tomto druhém dile jej budeme ilustrovat zejména prostiednictvim
fyzikélnich loh.

Primarné jsou tato skripta urcena pro studenty chemie a biochemie. Vérim, ze skripta
budou uzitecna i pro studenty jinych prirodovédnych a technickych oboru.

Stejné jako prvni dil, i tento druhy dil skript vznikl za velké pomoci Mgr. Petra Lisky, ktery
se vyrazné podilel na tvorbé piikladu, sazbé v systému IXTEX a vytvoril vSechny obrazky, a
kterému bych chtéla touto cestou upiimné podékovat za spolupraci a podnétné pripominky
pri psani skript.

Dale bych chtéla podékovat recenzentovi doc. RNDr. J. Kalasovi, CSc. a kolegovi RNDr.
Janu Vondrovi, PhD. za peclivé precteni textu a cenné pripominky a Mgr. Kamilu Babulovi
za kontrolu vysledku vsech cviceni.

Brno, tnor 2011 Zuzana Dosla
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Kapitola 1

Diferencialni rovnice prvniho radu

Diferencidlni rovnice hraji dulezitou roli ve vSech pfirodnich védach a v technice. Popisuji
napt. prubéh chemickych reakci, rust mikroorganismu, pohyb raket.

Aplikace diferencialnich rovnic najdeme také v ekonomii a spolecenskych védach. Velmi
casto zde vystupuje jako nezavisle proménna cas.
V chemii se nejcastéji setkame s diferencialnimi rovnicemi 1. fadu, konkrétné s dvéma typy
téchto rovnic, rovnicemi se separovanymi proménnymi a linearnimi rovnicemi. Dulezitym
typem rovnic jsou také diferencidlni rovnice 2. fadu, s kterymi se zase nejcastéji setkavame
ve fyzice.

1.1 Co jsou diferencialni rovnice

Diferencidlni rovnice je rovnice, v které roli neznamé hraje funkce a ktera zaroven obsahuje
derivace hledané funkce. Naptiklad rovnice

a) ¥y =y, b) ¥ +y=0

jsou diferencialni rovnice.

Resit diferencidlni rovnici znamend nalézt vsechny funkce, které jsou definované na né-
jakém intervalu I a vyhovuji dané rovnici. Takovou funkci nazyvame resenim diferencidalni
rovnice.

Resenfm prvnf rovnice je funkce y = e*, protoze (e®) = e. Snadno ovéifme, Ze fesenfm
jsou vsechny funkce tvaru y = Ce®, kde C' je libovolna konstanta.

Regenim druhé rovnice je napifklad funkce y = sinz, protoze (sinz)” 4 sinz = 0 pro
viechna z. ReSenfm této rovnice je také ovsem funkce y = cosz a opét lze ovéfit, ze viechny
funkce tvaru y = C sinx + C5 cos z, kde C7, Cs jsou libovolné konstanty, splnuji tuto rovnici,
tj. jsou jejimi feSenimi.

Rddem diferencidlni rovnice rozumime fad nejvyssi derivace, kterd se v rovnici vyskytuje.
Tak napiiklad predchozi rovnice byly prvniho a druhého tadu. Obecné reseni diferencialni
rovnice prvniho radu je funkce zavisejici na jednom parametru C' takova, ze specialni volbou
C lze ziskat kazdé feSeni této rovnice. Partikuldrni Teseni je jedno konkrétni feseni ziskané
z obecného teseni volbou konstanty C'.
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Prubéh néjakého skutecného jevu je popsan jedinym feSenim. Z mnoziny vSech feSeni
urcime toto feseni zadanim pocdatecni podminky. Uloha najit feseni diferencialni rovnice spl-
nujici danou pocateéni podminku se nazyvé pocdteéni iloha (nékdy také Cauchyova pocdteéni
uloha). V praktickych aplikacich hraje ¢asto roli nezavislé proménné x ¢as. Je proto ptirozené
hledat feseni diferencidlnich rovnic pro x > 0. Naprtiklad, poc¢atecni tloha

v =—y, y(0)=100

ma feSeni y = 100e™7.
U rovnic druhého tadu je pro jednoznacnost feseni nutné zadat dvé pocatecni podminky.

Napriklad, pocatecni tloha

ma feSeni y = sin x.
V mnoha pripadech neni mozné najit explicitni vyjadieni hledané funkce. Nastésti v pii-
padé, kdy je dand rovnice tvaru
y/ =f (l’ ) y)a

muzeme ziskat néjaké informace o hledaném teseni diky geometrické interpretaci dané rovnice.

Geometrickd interpretace Diferencidlni rovnice v = f(x,y) ptifazuje bodu [z, y] v roviné
pravé jednu hodnotu '(x), neboli hodnotu derivace hledané funkce. Tuto hodnotu muzeme
chapat jako smérnici piimky prochdzejici bodem [z,y]. Tuto piimku obvykle zndzornujeme
jako kratkou useckou se stfedem v daném bodé [z, y] a smérnici y/(z). Tato usecka se nazyva
linedrni element. Mnozinu vSech linedrnich elementu diferencidlni rovnice nazyvame smérové
pole. Graf kazdého teseni ¢(x) dané diferencidlni rovnice, tzv. integrdlni krivka, ma ziejmé tu
vlastnost, ze tecna v kazdém jeho bodé [z, p(z)] obsahuje prislusny linedrni element. Smérové
pole nam tak pomahda zobrazit tvar hledanych integralnich kiivek tim, ze ukazuje smér,
v kterém kiivka prochézi kazdym bodem.

<
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(a) Smérové pole rovnice y' = z +y (b) Smérové pole rovnice y' = 1y (1 — 1L;y) a Feseni
a feSeni spliujici podminku y(0) = 1 pro ruzné po¢itecni podminky

Na nésledujicich ptikladech si ukazeme, jak muzeme ovérit, zda-li je néjakd funkce fesenim
diferencialni rovnice, ptipadné pocatecni ulohy.
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Priiklad 1.1. Ukazte, ze funkce y = x — % je feSenim rovnice
xy +y = 2.

Reseni. Nejprve uréime derivaci zadané funkce:

IRy 1
y’:(x——) =1+ .
x x

Dosadime-li do levé strany dané rovnice za y a vy, dostaneme

, 1 1 1 1
vy ty=z|({l+—5|+o——=cv+—-+r—-—- =2
T T T T

Vyraz na levé strané se rovna vyrazu na pravé strane, funkce y = x — % je proto fesenim dané
rovuice. A

Priiklad 1.2. Ovérte, ze funkce y = sinx cos x — cos x je feSenim pocatecni ulohy
y + ytgx = cos® x y(0) = —1.

Resent. Podobné jako v predchozim piikladé vypocteme

2

y = coszcosx —sinxsinz + sinx = cos® & — sin® z + sinz

a dosadime do levé strany rovnice za y a ¢/’

y +uytgr = cos2x—sin2x+sinx+tgx(sinxcosx—cosx) =

S T

= cos’z —sin®x + sinx + (sinxcosx — cosz) =

CcoS T
= cos’x —sin®x +sinx + sin? & — sinx = cos® .

Danda funkce je tak feSenim zadané rovnice a zbyva ovérit, ze pro ni plati i pocatecni
podminka:
y(0) =sin0cos0 —cos0=0—1=—1.

Dohromady je tedy funkce y = sinx cos x — cos x TeSenim dané pocatecni ulohy. A

Priklad 1.3. Ovéite, ze kazda funkce tvaru

22

y=Ce2, (CeR

je TeSenim rovnice
/
Yy =1y

a najdéte takové feseni této rovnice, které splituje poc¢atecni podminku y(0) = 5.
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Resend. Nejprve spoctéme ¢/ s prihlédnutim k tomu, ze C' je konstanta

2 (22 22
y =Cez (?> =Curxe®.

Dosadme za y do pravé strany rovnice
22
xy = Cre2

a vidime, ze opravdu kazda funkce daného tvaru je feSenim rovnice. Ma-li funkce splnit
pocatecni ulohu y(0) = 5, musi platit

Ce’ =5
a tedy C' = 5. ReSenfm pocatecni tlohy je tak funkce

22

y=oez.
A
Reseni nejjednodussich diferencidlnich rovnic vede na 1lohu nalezeni primitivni funkce.

Priiklad 1.4. Najdéte feseni diferencidlni rovnice:

Resend. a) Hledand funkce, kterd bude fesenfm rovnice, je vlastné primitivnf funkce k funkci

na pravé strané, proto plati
4
x
y—/dex———i-C.

4

Resenim dané rovnice jsou tak vsechny funkce tvaru y = %4 + C, kde C € R.
b) Danou rovnici muzeme fesit opakovanim pfedchoziho postupu. Postupné dostavdame

.TQ
y”:/xd$:?‘|‘cl>

2 3
y/:/<%—|—01) dZL’:%—f-Oll‘—f—OQa

3 r? x?
= —+C Cyldr=—=+C—+C Cs.
y/(6+133+2)37 24+12+2$+3
Resenim této rovnice jsou vsechny funkce, které dostaneme z predpisu y = % + C’1§ +
Csx + C3 volbou konstant C4, Cy a Cs.

A

V nésledujicich ¢astech ukazeme, jak se fesi dva typy diferencialnich rovnic prvntho fadu:
Rovnice se separovanymi proménnymi a linedrni rovnice. Ptesto, Ze se jedné o jedny z nejjed-
nodussich typu rovnic, maji, jak ukdzeme na zaveér této kapitoly, mnoho praktickych aplikaci.



1.2 Rovnice se separovanymi proménnymi 5

1.2 Rovnice se separovanymi proménnymi

Jde o rovnici tvaru

y = fx)g(y), (1.1)
kde f a g jsou spojité funkce. Dosadime 3/ = j—z a dostaneme

Y faly)

Nejprve si vs§imnéme, ze konstantni funkce urcené rovnici g(y) = 0 jsou feSenim rovnice (1.1).
Za predpokladu g(y) # 0 separujeme proménné (tj. na jedné strané rovnice mame vyraz pouze
proménné y a na druhé vyraz pouze proménné x)

a tuto rovnost zintegrujeme

/%:/f(x)dx (1.2)

Nezapomenme, ze primitivni funkce se lisi o konstantu, ¢imz dostaneme mnozinu feSeni rovnice
(1.1)! Méme-li zadanou pocatecni podminku, uréime tuto konstantu z poc¢ateéni podminky.
Poznamenejme, ze ne vzdy se nam podaii z (1.2) vyjadiit explicitni tvar feseni y = y(x).

Piiklad 1.5. Reste diferenciilni rovnice
! / 1
a) y =2xy, b) ¢ = ;(43/ —1).

Regeni. a) Rovnici piepiseme do tvaru

dy
2 —-9
dx xg?

d
/—y:/Qxdaz.
Yy

Vsimnéme si ptitom, ze funkce y = 0 je feSenim puvodni rovnice. Integraci dostavame

a odtud za predpokladu, ze y # 0

In|y| = 2* + K.

Pomoci pravidel pro pocitani s logaritmy muzeme tento vysledek upravit

Inly| =2+ K =Ine” +Ine’ = Ine”eX

a po odlogaritmovani

ly| = e
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a odtud
2
y = Fev e

Oznaéime-li C' = +e¥, kde C je kladné nebo zdporné ¢islo, dostaneme obecné feseni tvaru
Yy = Cex2, C eR.

Poznamenejme, ze pro C' = 0 je v tomto vztahu zahrnuto i feseni y = 0.
b) Nejprve vysetieme piipad 4y — 1 = 0. Vidime, zZe funkce y = }1 je fesenim nasi rovnice. Za
predpokladu y # % dostavame
dy  [dz
/ dy —1 z

1
Zln\lly— l|=In|z|+nK,

a po integraci

kde K je kladna konstanta. Odsud uzitim pravidel pro pocitani s logaritmy
In |4y — 1] = In K*2*.

Nahradime-li po odlogaritmovani kladnou konstantu K* libovolnou konstantou C', miizeme
odstranit absolutni hodnoty a dostaneme

4y — 1= Caz*,
a odtud . )
Yy = ZOx4 + 1
Tento vztah zahrnuje i feseni y = i.
A
Piiklad 1.6. Reste pocatecni dlohu
a) x+yy =0, y(0)=2, b) (z+1)dy —axydr =0, y(0)=1.
Resend. a) Rovnici miizeme piepsat do tvaru
T+ yj—i =0,

separujeme promeénné a integrujeme

/ydyz—/mdx.

Dostavame ) )
y x
—=——+4C.
2 2 +

Aby byla splnéna pocateéni podminka y(0) = 2, musi platit
22 0?
—=——+4C.
2 2 *

Odtud C = 2 a feSeni rovnice dostdvame ve tvaru 22 + y* = 4, graf feseni je ¢ast kruznice

y=vVid—a? r € [-2,2].
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b) Separujeme proménné a za predpokladu y # 0 méme

dy zdx
y x4+l

Funkce na pravé strané je neryze lomena funkce. Délenim ji pfevedeme na polynom a ryze
lomenou racionalni funkci a integrujeme

/%:/G_Q;il) o

Injy| =z —Injz+ 1]+ C.

Dostavame tak

Ozna¢me C = In K, vzhledem k tomu, ze plati x = Ine” , dostaneme
Injy] =Ine” —In|z+ 1| +In K, K >0

a uzitim pravidel pro pocitani s logaritmy
Ke”

hl |y| = ln m

Nyni muzeme odlogaritmovat a uvazime-li novou konstantu K* € R, muzeme vynechat
absolutni hodnoty, dostaneme tak reseni dané rovnice ve tvaru

K*e*

r+1

Y

Toto teseni obsahuje i feseni y = 0. Aby byla splnéna pocatecni podminka musi platit

K*e?
1= = K*=1.
0+1
Resenim pocatecni ulohy je funkce y = 2.
A
1.3 Linearni diferencialni rovnice
Jde o rovnici tvaru
y +ple)y = f(x), (1.3)

kde p a f jsou spojité funkce. Je-li f(z) = 0, nazyva se rovnice (1.3) homogenni. V opaéném
pripade, tj. f(z) # 0, se nazyva nehomogennd.

Predepiseme-li pocateéni podminku, pak mé linedrni rovnice (1.3) pravé jedno feseni a to
existuje na celém intervalu, kde jsou funkce p, f spojité.

> Homogenni rovnice. Uvazujme rovnici

Y +p(r)y = 0. (1.4)
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Tato rovnice ma vzdy tzv. trividlni resend y = 0. Jde o rovnici se separovanymi proménnymi
a jeji obecné teseni najdeme tak, ze separujeme proménné a integrujeme

Y oy

Y
Odtud
In|y| = —/p(x)dx+k‘.

Po odlogaritmovani dostaneme

‘y’ = e_fp(x) de+K _ e—fp(x)dxeK = Ce_fp(f) dx’ (C —eff > O)

Odstranime-li absolutni hodnotu a uvazime-li také trivialni feseni y = 0, dostaneme obecné
feSeni homogenni rovnice

y = Ce~Jr@)dz, (C' je libovolna konstanta).
Odtud je vidét, Ze netrividlni feSeni je bud kladné nebo zdporné, nikdy neprotne osu .

> Nehomogenni rovnice. Pro teseni rovnice (1.3) pouzijeme nésledujici vétu:

Véta 1.7. Necht yo(x) je obecné redeni homogenni rovnice (1.4), ).
o = Ce™ [,

a yp(z) je partikuldrni reseni nehomogenni rovnice (1.3). Pak obecné resent této nehomogenni
rovnice je

y(@) = yo(@) + yp().

Vidime, ze obecné feseni nehomogenni linearni diferencidlni rovnice je slozeno z obecného
feSeni prislusné homogenni rovnice a néjakého partikuldrniho reseni nehomogenni rovnice.
Jelikoz homogenni rovnici fesit umime, zbyva tedy vyfresit ulohu, jak nalézt partikuldrni (tj.
jedno konkrétni) feseni nehomogenni rovnice.

Pouzijeme tzv. metodu variace konstanty. Vyjdeme z feSeni homogenni rovnice, nahradime
konstantu C' vhodnou funkei C'(z) (odtud nazev variace konstanty) a hledame feseni ve tvaru

yp(x) = Ca)yo() = Cla)e™ TP,
Pottebujeme tedy urcit nezndmou funkci C(z). Vypocteme y, (jako derivaci soucinu):
yp(z) = C'(2)yo () + C(x)yy ().
Dosadime y,, y,, do (1.3) za y, y' a dostaneme tak
C'(x)yo(x) + Cla)yp(x) + p(x)C(x)yo(x) = f().

Protoze yo je Feseni homogenni rovnice, mame z (1.4) vztah y, = —p(z)yo a dosazenim do
predchozi rovnice dostaneme

C'(@)yo(w) = f(2),
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odkud plyne

C(z) = ?i((z)) dz.

Shrneme-li cely postup, spociva v téchto krocich:

(1) uréime obecné feseni y, homogenni rovnice

(2) urc¢ime partikuldrni feseni y, nehomogenni rovnice metodou variace konstanty

(3) obecné feseni y nehomogenni rovnice je soucet feseni z kroku (1) a (2), tj. y = yo + Yp-
Je-li zadana pocatecni podminka, uréime konstantu a najdeme jediné feSeni pocatecni tlohy.
Priklad 1.8. Najdéte obecné teseni rovnice
12

a) y =2y+u, b) v + 2y = xe”

Reseni. a) Krok 1: Nejprve vyfesime homogenni rovnici

/
y = 2y.
Jde o rovnici se separovanymi proménnymi a proto

d
dy _o,

dx
d
/ Y _ / 2dz.
)
Odtud In |y| = 2z + K a po odlogaritmovéni a odstranéni absolutni hodnoty dostdvame
obecné feseni homogenni rovnice

yo = Ce*, C eR.

Krok 2: Najdeme partikuldrn{ feseni nehomogenni rovnice ve tvaru y, = C(x)e**. Vypo-
cteme y, = C'(z)e* + 2C(x)e* a dosadime za y a y' do puvodni rovnice

C'(z)e* +2C (z)e* =20 (x)e* + o

a odtud
C'(z) = ze .

Metodou per partes vypocitame

1
C(x) = /xe_zx dr = —ge_% — Ze_%'

Partikularni feSeni nehomogenni rovnice ma proto tvar

Krok 3: Obecné feseni nehomogenni rovnice je

X
:C«Qx____‘
Yy € 5
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b) Postupujeme podobné jako v predchozim piikladé.
Krok 1. Nejprve vyfesime homogenni rovnici

y +2xy = 0.

Opét jde o rovnici se separovanymi proménnymi

d
—y:—/2xdx.
Yy

Inyl=—-2>+ K

a odtud

a po odlogaritmovani a odstranéni absolutni hodnoty dostaneme obecné feseni homogenni
rovnice

Yo = C’e_l’?, C eR.

Krok 2. Partikuldrni feseni nehomogenni rovnice hleddme ve tvaru y, = C (x)e‘x2. Vypo-
Cteme y), = C'(z)e™** — 22C(z)e " a dosadime do rovnice

2

C'(z)e™ — 22C(x)e™™ 4 22C(x)e™ = e

a odtud
C'(z)==x
a po zintegrovani
72
Clx) = —.
(0=

Krok 3. Obecné feseni nehomogenni rovnice je

2 2
Yy = Ce ™™ + %e‘x2 = (C + :c_) e

Piiklad 1.9. Reste pocatecni dlohu

a) 2%y — 22ty =4, y(l)=-2 b) o (a®+1)+2zy = -

Resend. a) Rovnici upravme do tvaru

Jedné se o linearni rovnici.
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Krok 1: Resime prislusnou homogenni rovnici

2
X

y
/%_ 2dz
y ) oz

In|y| =2In|z| + K =Inz’ + K

Odtud

a odlogaritmovanim a odstranénim absolutni hodnoty dostaneme
yo = Ca?, C eR.

Krok 2: Partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice bude tvaru y, = C(z)z*. Vypocteme y;,
dosadime do rovnice a dostaneme

4
C'(z) = —
() =
a po zintegrovani
1
Partikularni feseni je
1 1
_ 2 _ 2
y, = C(z)x =
Krok 3: Obecné feseni nehomogenni rovnice je
1
2
y=Ca” — =l
Dosadime pocatecni podminku a dostavame
—2=C-1
a odtud C' = —1. Resenim pocatecni dlohy je funkce
1
2
y=-—a -

b) Postupujme obdobné jako v predchozich piikladech. Rovnici upravime do tvaru

2z 2z

/ —
Y +x2+1y_(.r2+1)2'

Jedna se opét linedrni rovnici.
Krok 1: Vytesime piislusnou homogenni rovnici
2x
2+ 1

/

Yy = Y.

Jde o rovnici se separovanymi proménnymi, dostavame tak

[y
y ) 22417
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Odtud
Inlyl = — ln(x2 +1)+ K= ln(:c2 + 1)*1 + K

odlogaritmovanim a odstranénim absolutni hodnoty dostaneme

C
=0 = C eR.
Yo 2211
Krok 2: Partikuldrni feSeni nehomogenni rovnice bude tvaru y, = %1)1 Vypocteme

; C'(z)(x® + 1) — 22C(x)
Yp (22 +1)? ;

dosadime do rovnice a dostaneme

C'(z) =

2 +1

a po zintegrovani
C(z) = In(z* + 1).
Partikularni feseni je
C(x)  In(a?41)

P T 2

Krok 3: Obecné feseni nehomogenni rovnice ma tvar

C In(z®>+1) C+1In(z®+1)
241 24+1 ?+1

y:

Dosadime pocatecni podminku a dostavame

|- C+0
S0+ 1]
odtud C' = —1. ReSenim pocatecni tlohy je funkce

—1+In(z?+1)
2?41 '

A

Poznamka 1.10. Kromé metody variace konstanty muzeme pouzit i metodu integracniho
faktoru. Mame-li nehomogenni linearni rovnici tvaru

y +p(x)y = f(x)

muzeme ji fesit tak, Ze obé strany vynasobime vyrazem [(x) = e/ P@dr 4y integracnim

faktorem, a poté zintegrujeme.

Napriklad pro rovnici
y + 32’y = 62°
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je integracni faktor vyraz
2 3
I(l’) :ef396 dz — o
, , . -« . , 3
Vynésobime-li obé strany rovnice vyrazem e* dostaneme
3 3 3
ey 4 322%™ y = 622 .

Vsimnéme si, zZe na levé strané stoji rozepsand derivace soucinu. Rovnici lze proto upravit do

/
<ex3y> = 62%"".

tvaru

Nyni muzeme obé strany zintegrovat
ew3y = /61’26z3 dx.
dt

Integral na pravé strané vypocteme pomoci substituce t = 23, dx = 3;2. Dostaneme

exsy — 2" + O

a odtud
y=2+ Ce ™.

Jesté poznamenejme, ze obé metody jsou ekvivalentni a vedou na vypocet stejnych integrali.

1.4 Aplikace diferencialnich rovnic prvniho radu

Piiklad 1.11. (Model radioaktivniho rozpadu) Uvazme radioaktivni atomy v néjakém izo-
topu chemického prvku a oznacme jejich pocet v zavislosti na ¢ase N(t). Radioaktivita je
prirozeny nebo uméle navozeny samovolny rozpad atomového jadra provazeny vysilanim ra-
dioaktivniho zafeni. Ernest Rutherford ukazal, Ze rychlost rozpadu (tedy vlastné zména poctu
atomu) je pfimo imérnd poctu atomu piislusného prvku. Tento proces muzeme proto popsat
diferencialni rovnici

N’ = —\N,

kde A > 0 je tzv. preménova konstanta. Jednd se o rovnici se separovanymi proménnymi,
kterou muzeme doplnit o poc¢atetni podminku N(0) = Ny, tj. Ze v jistém case, v kterém
zapocalo méreni byl pocet atomu Ny. Rovnici upravime

dN

S AN
dt
AN

a integrujeme
dN
— = [ —Adt.
/5=

N(t) = Ke ™.

Odtud dostaneme feSeni
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Aby byla splnéna pocatecéni podminka musi platit Ny = Ke° a feseni pocateéni tlohy je tak
tvaru
N(t) = Noe™™.

Pomoci tohoto vysledku muzeme fesit napt. nasledujici tlohu:

Poloé¢as rozpadu radioaktivniho izotopu uhliku*AC je 5568 let (tj. poédteéni mnoZstvi se za
tuto dobu zmensi na polovinu). Urcete, za jak dlouho se pocdtecni mnozstvi snizi o 25 %.

0 2310 5568 t

Resend. Dosadime-li do piedchozfho vztahu N(¢) = 1Ny a t = 5568, dostdvdme

1 1
5 Ny = Noe % = 5= o—5568
a po zlogaritmovani
In2 = —5568A = A= 102
— In = — = —.
5568

Pro hledany c¢as t za ktery se mnozstvi snizi o 25 % proto plati:

3 n 5568 1n 2
PNy = Nye s8st = ¢ = —— " "4 = 937() Jet.
4 In2
Pocatecni mnozstvi izotopu uhliku *C se snizi o étvrtinu za 2310 let. A

Priklad 1.12. (Smichdvani)

a) Nadrz obsahuje 20kg soli rozpusténé v 50001 vody. Solny roztok obsahujici 0,03 kg soli
na litr pritéka do nddrze rychlosti 251/min. Smés v nddrzi je rovhomérné promichéna a
vytéka z ni stejnou rychlosti. Jaké mnozstvi soli zustane v nadrzi po 30 minutach?
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Resend. Oznacme y(t) mnozstvi soli v nadrzi po ¢t minutdch. Vime, ze y(0) = 20 a chceme
zjistit y(30). Sestavme proto diferencidlni rovnici, kterou bude y(t) spliovat. Zcela jisté
pro zménu mnozstvi soli plati

% = (pritok) — (odtok),

kde ptitokem myslime mnozstvi soli, kterd se dostane do nddrze a odtokem mnozstvi, které
z nadrze odejde. Ze zadani ulohy mame

k 1 k
(piitok) = (0,03 —g> (25 —> — 0,75 &

| min min

Nadrz stale obsahuje 50001 roztoku, proto koncentrace v case t je % kg /1. Jelikoz roztok
odtékd rychlosti 251/min, dostavame

_ () kg 1Y _ylt) ke
(odtok) = (5000 1) \*min) = 200 min’

dy y(t) 150 —y(t)
=7 075 — —
dt 200 200

Mame tak rovnici

coz je rovnice se separovanymi proménnymi, kterou umime tesit. Upravou a integrovanim

dostavame
/ dy [ dt
150 —y J 200

t
—1n|150—y|:%+0

Protoze ma byt splnéna pocateéni podminka y(0) = 20, mame —In 130 = C' a tak

¢
In|150 — y| = In 130 — ——
n| y| =In 200

In 150 — y| = In 130 — In ezm

a odlogaritmovanim dostaneme feseni dané pocatecni ilohy ve tvaru
y(t) = 150 — 130e 20,
Mnozstvi soli v nadrzi po 30 minutach je

y(30) = 150 — 130e 200 = 38,1 kg.

b) Jak se zméni reseni tlohy, jestlize bude smés vytékat rychlosti 201 za minutu?
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1 \
0 200 400 600 800 1000  t(min)

Obrézek 1.1: Graf fesenf y(t) = 150 — 130e~ 200

Reseni. Vyjdeme ze stejné rovnice

% = (pritok) — (odtok),
kde pro ptitok bude vyraz stejny
k 1 k
(piitok) = (0,03 —g> <25 —> — 0,75 -2

| min min

Nyni neni ovSem mnozstvi roztoku v nadrzi konstantni, nybrz plati, ze nadrz obsahuje
v case t ziejmé 5000 + (25 — 20)¢ litru roztoku a proto koncentrace v tomto okamziku bude

y(t)
5000 + 5t
Pro odtok tak dostavame
(odtok) = (2 __ke) (o 1) __dvh) ke
5000 + 5t 1 min 1000 4 ¢ min"

Mame tak rovnici

dy 4y(t
A 1000(4)r p vO=2
coz je nehomogenni linearni rovnice prvniho fadu. Nejprve feSme homogenni rovnici
dy _ 4y
dt 1000 + ¢t
dy 4dt
v 1000 +¢

a po integraci dostaneme
In |y| = —41In(1000 + t) 4+ K.

Odlogaritmovanim a odstranénim absolutni hodnoty dostavame

C

= C eR.
Y= 1000 + )T
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Partikularni feseni nehomogenni rovnice najdeme ve tvaru

o
Yp(t) = (1000 + )%

Pak

C(£)(1000 + )4 — 4C()(1000 + £)3

y,(t) =

a po dosazeni do rovnice dostavame

(1000 + t)3

C’'(t) = 0,75(1000 + t)*,

odkud
C(t) = 0,15(1000 + t)°.
Partikularni feseni je proto
0,15(1000 + t)®
yp(t) = ( 4)
(1000 + t)

a obecné TeSeni rovnice je

y(t) = © +0,15(1000 + £).

(1000 + ¢)
Dosadime-li poc¢ateéni podminku y(0) = 20, dostaneme

_C
10004

20 + 150

a odtud
C = —130- 1000%.

Mnozstvi soli je proto dano funkci

130 - 1000*

a plati
130 - 1000*

30) = 0.15 - 1030 —
y(30) =0, 0301

= 0,15(1000 + ¢)

~ 39kg.

A

Piiklad 1.13. (Rychlost chemické reakce) Pii jednoduché chemické reakei jednotlivé mole-

kuly dvou reaktanti A a B vytvoti molekulu produktu C:
A+B — C.

V roce 1864 objevili Cato Maximilian Guldberg a Peter Waage, ze rychlost této reakce je

piimo imérna soucinu okamzitych koncentraci, neboli
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150

100

50

1 \
0 200 400 600 800 1000  t(min)

Obrézek 1.2: Graf feSenf y(t) = 0,15(1000 + t) — 1551900,

a) Odvod'te diferencialni rovnici popisujici zménu koncentrace vzniklé latky.
b) Pomoci této rovnice urcete rychlost reakce za predpokladu, ze poc¢atecéni koncentrace obou
latek byla shodna.

Resend. a) Oznaéme x(t), resp. y(t), koncentrace (v molech na litr) v case t latky A, resp.
latky B. Necht a = z(0) > 0, b = y(0) > 0 jsou poc¢dtecni koncentrace obou latek a z(t)
znaci ubytek obou latek.

Vzhledem k tomu, ze spolu kombinujeme vzdy jednu a jednu molekulu latek A a B a vznika

jedna molekula latky C, plati
dz dx @

At At At
Pfitom pro samotny tbytek z(t) koncentrace latky A, resp. latky B, plati
2(t) = a — xz(t), resp. z(t) = b—y(t).
Ze zadani vime, ze
dz
— = kx(t)y(t
=~ k()
a po dosazeni za x(t) a y(t) dostdvame diferencidlni rovnici

2 =k(z—a)(z—D), z(0) =0.

b) Jedn4 se o rovnici se separovanymi proménnymi a navic predpoklddame, ze a = b. Upravou

a integrovanim dostavame
dz
/ —_— = / kdt,
(z —a)?

Odtud
z = + a. (1.5)
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7 pocateéni podminky dostaneme

tedy

Dosazenim do (1.5) a tipravou ziskdame fesent

B akt
Coakt+ 1

z(t)
Pro rychlost reakce pak dostavame

dz a’k

At~ (akt +1)%
A

Piiklad 1.14. (Model rustu populace) Predpokladejme, ze rychlost rustu néjaké populace je
primo umeérna jeji velikosti. To je rozumny predpoklad napiiklad pro populace bakterii nebo
zvitat v idedlnich podminkach (dostatek potravy, absence predatoru, odolnost vici nemocem,
nelimitované prostiedi). Je-li ¢ ¢as a P je pocet jedincu v populaci v ¢ase t, dostaneme pro

rychlost rustu populace

dpP
= —kP
dt ’

kde k je kladna konstanta. Podle tohoto modelu by populace rostla stale rychleji a az do
nekonecna. Bylo by tedy jisté rozumné tento model priblizit realité naptiklad tak, ze by-
chom reflektovali omezené moznosti daného prostiedi. Mnoho populaci se zacéne rozrustat
exponencialng, ale jakmile se pocet jedincu ptiblizi nosné kapacité K prostiedi (tj. néjaké
maximélni hodnoté, kterou je dané prostfedi schopno uzivit) rust se zpomali, pripadné ve-
likost populace zacne klesat pokud jeji velikost tuto hodnotu prekroci. Pro takovyto model
mame tedy tyto predpoklady

° % ~ kP pro mala P, tj. ze zacatku populace roste ptimo imérné svoji velikosti
° % < 0, jestlize P > K, tj. velikost populace se zmensuje, jestlize pocet jedincu presahne

kapacitu prostiedi.

Oba predpoklady splnuje rovnice

dP P
k(11— 1.
iy ( K), (16)

ktera se nazyva logistickd diferencidlni rovnice. Doplime tuto rovnici o pocateéni podminku
P(0) = Py a vyfesme ji.
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Reseni. Jednd se o rovnici se separovanymi proménnymi, upravme ji a integrujme

/%dP—/hdt.

Integral na levé strané rovnice muzeme rozlozit na parcidlni zlomky a dostavame tak

/(%—i_KiP) dP:/kdt

In|P|—In|K — P|=kt+C.

Upravime a odlogaritmujeme

K—-P _ _—kt-C
e

Oznaéime-li kladnou konstantu e™¢ = A a budeme piedpoklddat, ze A € R, miizeme odstranit
absolutni hodnotu

K-P
= Ae™™,
Odtud vyjddifme funkci P = P(t) a dostaneme tak obecné feseni rovnice (1.6)
K
P(t)= ———.
®) 14 Ae#
Z pocatecni podminky plati
K
Py=——
T 1+ Ae
odkud K_ P
A==
Fo

P

Obrazek 1.3: Model rustu populace pro ruzné volby k
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1.5 Numerické reseni pocatecni tlohy

V mnoha ptipadech nejsme schopni danou diferencidlni rovnici pfimo vyfesit a musime se
spokojit pouze s pribliznym feSenim, kterého muzeme dosdhnout pomoci tzv. numerickych
metod. Nejjednodussi metodou numerického feseni pocatecéni tlohy je Fulerova metoda. Za-
kladni myslenkou této metody je aproximace feseni lomenou ¢arou.
Uvazujme pocatecni ulohu
v =flzy),  ylzo) = vo.

Chceme nalézt ptiblizné feseni y(z) pro x € [xg, zo+al. Postupujeme tak, ze interval rozdélime
na n podintervalu délky h;. Dostaneme tak délici body

r1=x9+h, To=x1+4+he, ..., x,=2xp_1+h,=2x9+a,
kde hy + ho + -+ - + h,, = a. Vypocteme y) = f(zo,yo) a polozime
Y1 = Yo + hayo = yo + b1 f (0, %0)-
Podobné uréime y, = y; + hof(21,41) atd. a dostaneme piiblizné fesent
y(@) =yi+ f(zyi)(x —x) pro x € [z, zi41], ((=0,1,...,n—1).

Nejjednodussim zptisobem déleni intervalu je pouziti stejné vzdéalenych délicich bodt. V tomto
pripadé muzeme Eulerovu metodu popsat nasledovneé:

Tip1 = T; +h
Yiv1 = Yi + hf (i, 4i), 1=20,1,2,...,n.

Priiklad 1.15. Pomoci Eulerova algoritmu urcete piiblizné reseni pocatecni ilohy

y'=z+y, y(0) =1 (1.7)
s krokem h = 0,1. Porovnejte tento vysledek s presnym feSenim.

Resend. Mame déno h = 0,1, zg = 0, yo = 1 a f(z,y) = = + y. Podle pfedchoziho postupu
tak dostavame

y1 =yo+ hf(xo,y0) =140,1(0+1) =1,1,
Y2 =M +hf(£€1,y1) = 171+071(071+ 171) = 17227
Yz = Y2 + hf(w2,92) = 1,22+ 0,1(0,2 + 1,22) = 1, 362.

Tedy hodnota feseni v bodé x = 0,3 je y(0, 3) ~ 1, 362. Pokra¢ovanim v podobnych vypoctech
dostaneme dalsi hodnoty:

110,1 | 1,100000 6 | 0,6 |1,943122
210,21 1,220000 7 10,7 (2,197434
310,31 1,362000 8 10,81 2,487178
410,41 1,528200 9 10,9 | 2,815895
510,51 1,721020 10 | 1,0 | 3,187485
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Ptiblizné feseni pocatecni ilohy (1.7) na intervalu [0, 1] je lomend ¢ara spojujici body [z;, yi]
z predchozi tabulky. Jelikoz se jednd o linedrni rovnici, muzeme najit presné feseni, kterym
je funkce

y(x) = 26" —x — 1.

Porovname-li hodnotu tohoto feseni v bodé = = 1, tj. y(1) = 2e — 2 & 3,436564 s feSenim
pomoci Eulerova algoritmu y(1) = 3,187485, dostaneme rozdil 0,249079. A

Poznamka 1.16. a) Pii pouziti Eulerovy metody se dopoustime chyby, kterd je pfimo timeér-
na velikosti déliciho intervalu, nejjednodussi cestou ke zpresnéni je tak zmenseni déliciho
intervalu. Vliv velikosti kroku h na feSeni predchoziho piikladu v x = 1 je vidét v nasledujici
tabulce.

Velikost h | Hodnota y(1)
0,500 2. 500000
0,250 2,882813
0,100 3, 187485
0,050 3, 306595
0,020 3. 383176
0,010 3,409628
0,005 3,423034
0,001 3,433848

b) Nelze jednoduse fici, jak velka je chyba, které se dopoustime pii pouziti Eulerovy metody,
snadno vSak muzeme poznat, zda-li nase priblizné feseni lezi pod nebo nad skuteé¢nym
fesenim v okoli uzlového bodu. D4 se ukédzat, ze v pripadé, kdy je feseni konvexni (kon-
kévni) v okoli uzlového bodu, pak nase priblizné reseni lezi v okoli tohoto bodu pod (nad)
skutec¢nym tesenim. O tom, zda-li je feSeni konvexni nebo konkdvni, se muzeme presveédcit
pfimo ze zadani.

Cviceni

1. Rozhodnéte, zda je funkce fesenim dané diferencidlni rovnice:

a) Y=g ¥ =-v, b) y=et+tet, Y +2/+y=0,
t
o) Y=o Y= d) y=1es v =301

Pro rovnice z ¢asti ¢) a d) najdéte funkce, které vyhovuji poc¢atecni podmince y(0) = 2.

2. Reste rovnice se separovanymi promeénnymi:

a) j—g =92, b) 2y—2%y =0,
c) 1+y?*+ayy =0, d) y+zy+ay —ayy =0,
e) wyy =1-—2? fy = Lel

yy/1+y?
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3. Reste dané pocatecni tlohy:

a) L-ae=0, y)=1, b) $=y+1 y1)=0,
c) xy +y=y> y(-1)= %, d) sinycoszdy = cosysinzdr, y(0) =7,

e) 2(1+e")yy =e*, y(0)=0, f) ylhy+azy =0, y(1)=1.

4. Reste linedrni rovnice:

a) Yy +2y =4z, b) o + 3z%y = 622,
c) Y +2y=2e", d)  (1+2%)y —2zy = (1 +2%)
e) y +4rdy= z2e " f) e + 2zye” = cosu.

5. Reste pocatecni tlohu:

a) wxy +y—e* =0, y(l)=0, b) 2zy +2°—-6y=0, y(l)=1,
c) yY+y=xz+e*, y(0)=0, d) zy -5 =2 y()=0

6. Méjme tzv. monomolekularni reakci prvniho fadu. Je to reakce typu A — X, které se
zacastiuji molekuly jedné latky a jejiz rychlost je piimo timérnd mnozstvi latky (napf.
inverze cukru, rozpad kysliéniku dusi¢natého). Vypoctéte mnozstvi vznikajici latky v case
t a urcete, k jaké hodnoté se blizi pro t — oo.

7. Je experimentalné dokazano, ze rychlost reakce Hy 4+ Bro — 2HBr se tidi rovnici

dx
dt

N[

=k(a—z)(b—1)2,

kde x = [HBr|, a = [Hy] a b = [Bry]. Najdéte funkei z(t) v piipadé, ze koncentrace obou
vstupnich latek jsou shodné a vite-li, ze z(0) = 0.

8. Roztok glukédzy je nitrozilné podavan do krevniho obéhu konstantni rychlosti r. Jak je
glukdza pridavana, tak se méni na dalsi latky a ubyva v krvi rychlosti, ktera je imérna jeji
koncentraci. Proto je model pro koncentraci C' = C(t) roztoku glukézy v krevnim obéhu
popsan diferencialni rovnici:

ac
dt

kde k je néjakd kladnd konstanta. Resenfm rovnice najdéte funkei C(t) vite-li, ze C'(0) = C.

=r—kC,
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Vysledky:
1. a) ano, b) ano, c) ano, y = \/ﬁ, d) ano, y = <
2.a)y = —JJJ%C ay=0,Db) y:Ce_z%, c)C=w+12* d) Inlry|+2z—y=C,
e) vt = —x? +2Inz| + O, f) y? = /9(tet — et + C)2 — 1.
.a)y=x,b)y=tg(r—1),c) y= 1, d) V2cosy = cosz, e) y> = In(e” + 1),
f) y=1.
4.a)y=Ce 21+2$— Lb)y=Ce* +2 ¢)y= Ce 2 4+ 2¢" d) y = (C +2)(1+2?),
e)y= ( + C) )y = (sinz + C)e ™.
b.oa)y == b)y=1(a®+2%), c)y =z —1+3(e"+e "), d) y = Z5(x—1+In]z]).
6. Navod: Je-li mnozstvi dané latky a a mnozstvi vznikajici latky x(¢) v case t, dostaneme
pro funkei z(t) rovnici:
d
df kla—z) (k >0),
kde k je rychlostni konstanta a 42 ;7 je rychlost vzniku latky.
Vysledek: Mnozstvi vznikajici latky jex =a(l —e*) prot — oo je x — a.
8. C(t) = (Co— Fle M+ &

l-u,.aea Sé€ |

RECENY

a-l-ra\J-fL:)




25

Kapitola 2

Diferencialni rovnice druhého radu

Dalsim dulezitym typem diferencidlnich rovnic jsou linearni diferencialni rovnice druhého fadu

y' +py +aqy = f(o), (2.1)

kde p,q jsou redlnd cisla a f(x) je spojita funkce. Je-li f(x) = 0 (fikdme, Ze je identicky
rovna nule), nazyvé se rovnice (2.1) homogenni. V opa¢ném piipadeé, tj. f(z) # 0, se nazyva
nehomogenni. S témito rovnicemi se casto setkavame napiiklad pti pouziti druhého Newtonova
zakona.

Priklad 2.1. Rovnice

a) y' =y, b) v +y=0, c) y' =0

jsou diferencialni rovnice druhého fadu.

V piipadé a) je fesenim funkce y = e, ale také funkce y = e™*. Navic muzeme ovéfit, ze
vSechny funkce tvaru y = Cie” + Coe™, kde (1, Cs jsou libovolné konstanty, jsou fesenimi
této rovnice.

V pifpadé b) je fesenim rovnice napiiklad funkce y = sinx, protoze (sinx)” 4+ sinz = 0
pro vSechna x. Podobné feSenim této rovnice je také funkce y = cosx a opét lze ovérit, ze
vSechny funkce tvaru y = C; sinx + Cy cos x jsou jejimi feSenimi.

V piipadé c) miizeme rovnici fesit postupnou integraci: Integraci rovnice (')’ = 0 plyne
y'(x) = C} a odtud dalsi integraci dostaneme y(x) = Cyx + Cy, kde Cy, Cy jsou konstanty.

2.1 Pocatecni uloha

Podobné jako u diferencialnich rovnic prvniho fadu potrebujeme v praktickych tlohach nalézt
feSeni diferencialni rovnice pro x > 0, které spliiuje dané pocatecni podminky.
K tomu, aby méla rovnice (2.1) pravé jedno feSeni, je tieba predepsat dvé pocatecni
podminky
y(0) =, ¥'(0) =y

Piiklad 2.2. Reste pocateéni dlohu

2 Y= y0) =1, y(0) =0, b) o =cosz, y(0)=1, y(0)=1,
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Resend. a) Postupné dostavame
y = /exdx =e" + C},

y:/(ex+cl) dr = e" + Cix + Cs.

Resenim nasf rovnice bez pocateéni podminky jsou vsechny funkee, které dostaneme z pred-
pisu y = e* + Cyz 4+ Cs volbou konstant C a Cs.
Hleddme-li feseni, které spliuje poc¢atecni podminky y(0) = 1, ¢'(0) = 0, spocteme y' =
e” + (1 a dosadime za proménné = a y do funkéniho predpisu a do predpisu pro prvni
derivaci funkce:

1:eO+O-C’1+C’2, 0:€O+Cl.
Odtud Cy =0 a C; = —1 a feSenim pocatecni ulohy je funkce y = e* — .

b) Postupujeme obdobné jako v predchozim piipadé

y = /cosa:dx = sinx + Cf,

Yy :/(sinx+C'1) dr = —cosz + Ciz + Cs.

Proto Tesenim rovnice bez pocatecni podminky jsou vSechny funkce, které dostaneme
z predpisu y = — cosx + Cix + Cs volbou konstant C; a Cs.

Mame-li nalézt feSeni pocatecni ulohy, tak podobné jako v predchozim piripadé, dosadime
do funkéniho predpisu a do predpisu pro prvni derivaci:

1=—=cos0+0-C + Cs, 1 =sin0+ C.
Odtud dostévéame C; = 1 a Cy = 2. ReSenim pocétecni dlohy je funkce

y=—cosx+ x4+ 2.

2.2 Homogenni rovnice
Uvazujme rovnici (2.1), kde f(x) =0, tj. rovnici tvaru

v +py +qy=0, (2.2)

kde p, q jsou redlna cisla.
> Vlastnosti homogenni rovnice.
Jsou-li dvé funkce y;, yo FeSenim rovnice (2.2), pak je také funkce y = Cry; + Coys FeSenim
této rovnice. Pravé pro tuto vlastnost se rovnice (2.1) nazyva linedrni diferencidlni rovnice.
Dveé feSeni y;, yo rovnice (2.2) jsou linedrné nezavisld, jestlize determinant
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je nenulovy, tj. w(x) # 0. Tento determinant se nazyva wronskidn. D4 se ukdzat, ze wronskian
dvou fesen je bud identicky nula nebo je ruzny od nuly pro vSechna x. Je-li p = 0, pak w(z)
je konstanta.

Jsou-li funkce 1, yo linedrné nezavisla reseni rovnice (2.2), pak libovolné feseni této rovnice
dostaneme linearni kombinaci téchto feseni, tj.

y(@) = Cryi(z) + Cana(x), ¢, G e R
Toto Feseni nazyvame obecné reseni rovnice (2.2).

Priiklad 2.3. Ovérte, ze nasledujici funkce jsou linearné nezavislé

a) ¢ a e b) cosz a sinz.

Resend. a) Vypocteme wronskidn téchto funkci. Dostaneme

=—e"e " —e"e " =-2#0.

V tvodu jsme ukéazali, ze funkce y; = e* a y, = e~ * jsou FeSenimi rovnice 3"’ —y = 0. Protoze

jejich wronskidn je ruzny od nuly, jsou tato feSeni dokonce linedrné nezavisla reSeni této

rovnice a tvori tak jeji obecné feseni tvaru y = Che* 4+ Che™".
b) Wronskidn téchto funkef je

cosx sinx .
‘ =cos’x +sin®z =1#0.

w(x): —sinx cosx

Jelikoz je wronskian ruzny od nuly, jedna se o linedrné nezavislé funkce.

A
> Nalezeni feSeni homogenni rovnice.
Resen{ rovnice (2.2) hleddme ve tvaru y = e**, kde X je vhodné ¢&islo. Vypocteme
y/ — )\e)\x’ y// — )\2e>\:p7
a dosadime do rovnice (2.2)
A2eM 4 pre + geM = 0.
Protoze e # 0, musi \ spliiovat rovnici
N pA+q=0. (2.3)

Tato kvadratickd rovnice se nazyva charakteristickd rovnice diferencidlni rovnice (2.2).
Mohou nastat tyto ptipady:
(1) Kvadraticka rovnice mé dva redlné rizné koreny A\i, Ao. Pak feSenim homogenni rovnice
jsou funkce
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a obecné feseni je
Yy = Cle)‘”“" —+ CgeAQ’”. (24)

(2) Kvadratickd rovnice ma jeden dvojndsobny koten A. Pak feSenim homogenni rovnice

jsou funkce

y1 =, yp = ze

a obecné Teseni je
y = C1e™ 4 Coze™™. (2.5)

(3) Kvadratickd rovnice ma dva komplexné sdruzené koreny M2 = o £ if. Pak fesenim
homogenni rovnice je naptiklad funkce

_ N(a+if)z __ ax  ifx
y = elatifle — gazgibz
ktera je komplexni funkci. Pouzijeme-li Euleruv vztah
eP* = cos Bz + isin Bz,
dostaneme feSeni homogenni rovnice ve tvaru
y = e*(cos fx + isin fz) = ™ cos S + 1e*? sin fx.

Lze ukazat, ze tato funkce je feSenim homogenni rovnice (2.2) pravé tehdy, kdyz je fesenim
této rovnice redlnd a imaginarni cast této funkce. Proto fesenim homogenni rovnice jsou funkce

yp = e** cos P, Yo = €*¥sin Sux.

Obecné teseni pak je
y = C1e%% cos fx + Cre* sin [ (2.6)

Vsimnéme si, ze stejny vysledek dostaneme i pro druhy koifen \y = o — if3.
Piiklad 2.4. Reste nésledujici homogenni rovnice
a) y'+y —6y=0 b) ¥ -y =0
c) ¥'+2/+1=0 d) " —4y +8y=0
Resend. a) Napfseme charakteristickou rovnici
N+ A=6=0.

Jeji koteny jsou

)\172 = tj. )\1 = 2, /\2 = —-3.

—1+v1+24 —145
2 2
Oba kofeny jsou realné a jednoduché, kazdému proto piislusi jedno feseni

2z —3z
1 =¢", Yo =2¢

a obecné Teseni je pak
y = C1e*® + Che 3%,

Zvolime-li C; = Cy = 1, dostaneme feseni y = e?® + 3%, které je zndzornéno na obrazku
2.1.
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Obrézek 2.1: Reseni rovnice 3" + 1y —6 =0 s volbou C; = Cy = 1

b) Charakteristick& rovnice je
N —A=0

AA=1)=0.
Jeji koteny jsou \; = 0 a Ay = 1. Oba jsou jednoduché a redlné, fesenim jsou funkce
y=e" =1 Yo =€’

a obecné Teseni rovnice je tak tvaru

y = Cp + Cae”.
c¢) Charakteristickd rovnice je
NM422+1=0
(A+1)*=0
a mé jeden dvojndsobny kofen A\, = —1, kterému odpovida dvojice feSent
yp=e * Yo = ze ",

Tyto funkce jsou pro x > 0 znézornény na obrazku 2.2. Obecné feSeni rovnice je tvaru
y=Cre™" + Coxe™".

d) Charakteristickd rovnice je
A2 —4X+85=0.

Jeji koteny jsou

=2+ 9%.

4+16—340 4+18
2 2
K této dvojici komplexné sdruzenych kofenu (a = 2, 5 = 9) prislusi feseni

A1g =
_ 2z 2z
y1 = e~ cos 9x Yo = €“"sin 9.
Funkce y = €®®sin 9z je zndzornéna na obrazku 2.3. Obecné fesen{ je

Yy = C1e%® cos 9z + Cye®® sin 9.
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oL 1 2 3 4 =z oL 1 2 3 4 x

(a) Resenf y = ze™® (b) Reseni y = e *

Obrézek 2.2: Ruzné feseni rovnice 3y’ +2y +1=0

Priklad 2.5. Napiste linearni diferencialni rovnici druhého radu, ktera ma reseni

2 —3x. T
a) yp = e, Yy =e °%; b) y1 = e"sinz.

Resend. a) Z podoby feseni plyne, Ze charakteristicka rovnice hledané diferencidlni rovnice
musi mit za kofeny ¢isla Ay = 2 a Ay = —3. Charakteristicka rovnice je tak naptiklad

rovnice tvaru

A=2)(A+3)=0
AN +A—6=0.
Tato rovnice je ptislusna diferencialni rovnici
y/1+y/_6y20.

b) Z tvaru feseni plyne, ze charakteristickd rovnice musi mit koten \; = 1+1. Jelikoz se jedna
o kvadratickou rovnici s redlnymi koeficienty, druhé feseni musi byt komplexné sdruzené,
proto Ay = 1 — 7. Dostavame tak charakteristickou rovnici tvaru

A=1—=0)A=1+1)=0.
Roznésobenim, ptipadné tipravou podle vzorce a? — b?, a vyuzitim i2 = —1 dostaneme
N —2X+2=0.
Tato rovnice je prislusna diferencidlni rovnici

y' =2y +2=0.

A
2.3 Nehomogenni rovnice
Uvazujme nehomogenni diferencidlni rovnici
Y +py +qy = f(z). (2.7)

Podobné jako u diferencidlni rovnice prvniho fadu plati nasledujici véta:
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Obrézek 2.3: Graf funkce y = €*® sin 9z

Véta 2.6. Necht yo(z) je obecné reseni homogenni rovnice (2.2) a y,(x) je partikuldrni resend
nehomogenni rovnice (2.7). Pak obecné teseni této nehomogenni rovnice je

y(@) = yo(@) + yp().

Otézkou tedy je, jak najdeme partikulérni feseni nehomogenm’ rovnice Univerzalni me-
nosti viz [7]). Ve specidlnich piipadech, kde je funkce f(z) ,jednoduchd”, je vyhodna metoda
neurcitych koeficientt, kdy hleddme teseni v predepsaném tvaru. Ukazme si dva ptripady:

1) Funkce f(x) je polynom stupné n.

a) Jestlize ¢islo A = 0 neni kofenem charakteristické rovnice (2.3), pak ma nehomogenni
rovnice partikuldrni feseni tvaru yo = Q(x), kde Q(z) je polynom stupné n s neznamymi
koeficienty. Tyto koeficienty uréime dosazenim tohoto polynomu a jeho derivaci do
rovnice.

b) Jestlize ¢islo A = 0 je jednoduchym kofenem charakteristické rovnice (2.3), pak méa
nehomogenni rovnice partikuldrni feseni tvaru yo = 2Q(x), kde Q(z) je polynom stupné
n s neznamymi koeficienty:.

c) Jestlize ¢islo A = 0 je dvojndsobnym kofenem charakteristické rovnice (2.3), pak ma
nehomogenni rovnice partikuldrni feSeni tvaru yo = 2?Q(x), kde Q(x) je polynom
stupné n s nezndmymi koeficienty. VSimnéme si, ze tato situace nastane prave, kdyz
p=¢q=0v (2.1) a FeSeni této rovnice vede na dvojnasobnou integraci funkce f(z).

2) Funkce f(z) = P(z)e**, kde P(z) je polynom stupné n.
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a) Jestlize ¢islo a neni kofenem charakteristické rovnice (2.3), pak ma nehomogenni
rovnice partikuldrni feseni tvaru yo = Q(z)e**, kde Q(x) je polynom stupné n s nezné-
mymi koeficienty. Tyto koeficienty urc¢ime dosazenim tohoto polynomu a jeho derivaci
do rovnice.

b) Jestlize ¢islo a je jednoduchym kofenem charakteristické rovnice (2.3), pak ma ne-
homogenni rovnice partikuldrni feseni tvaru y, = zQ(x)e™”, kde Q(z) je polynom
stupné n s neznamymi koeficienty. Podobné pro dvojnasobny kofen uvazujeme feseni
Yo = 22Q(1)e®

Priklad 2.7. Najdéte obecné teseni rovnice
a) Yy =2y +2y=2x b) ¢ —y =2(1-x)
c) 2y +vy —y=2e" d) ' =3y +2y=uxe”

Resend. a) Homogenn{ rovnice je
y" — 2y + 2y = 0.

Ptislusna charakteristicka rovnice
N 20 +2=0,
mé dvojici komplexnich kofent A\; 5 = 1 4. Obecné feseni homogenni rovnice je tak
yo = e” (Cycosx + Cysinz) .

Jelikoz 0 nenf kofenem charakteristické rovnice, pfedpoklddame partikuldrni feseni y,(z)
ve tvaru y,(z) = P(z), kde P(x) je polynom stejného stupné jako polynom na pravé strané
nehomogenni rovnice, proto plati

yp(z) = Az + B, yy(x) = A, y,(z) = 0.
Funkei y,(z) a jeji derivace dosadime do nehomogenni rovnice a dostavame
0—2A+2(Ax + B) = 2x

2Ax — 2A 4+ 2B = 2x.

Porovndnim koeficientii u ! a 2° dostaneme A = 1 a B = 1. Odtud y,(z) = = + 1. Obecné
feSeni nehomogenni rovnice je

y=¢e"(Cicosz + Cysinzx) +x + 1.

b) Homogenni rovnice je
y// _ y/ — O

K ni prislusna charakteristicka rovnice ma tvar

A2 - \=0.
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Tato rovnice ma dva realné jednoduché koteny A\; = 0 a Ay = 1. Obecné feseni homogenni
rovnice je tak
Yo = C1 + C’ge’”.

Jelikoz je A = 0 je jednoduchy koten charakteristické rovnice, predpokladdme partikularni
feseni ve tvaru y,(z) = xP(x), kde P(x) je polynom stejného stupné jako polynom na
pravé strané nehomogenni rovnice, proto plati

y,(r) = Az* + B, y,(r) = 2Az + B, y,(z) = 2A.
Funkei y,(z) a jeji derivace dosadime do nehomogenni rovnice a dostavame
2A— (2Az+ B) = -2z +2

—2Ax +2A — B = —2x + 2.

Porovnénim koeficienti u z' a 2° dostaneme A = 1 a B = 0. Odtud y,(z) = z?. Obecné
feSeni nehomogenni rovnice je
y = Cy + Coe” + 2.

¢) Prislusnd homogenni rovnice je
2" +y —y=0.

Jeji charakteristicka rovnice ma tvar
2M2 N —1=0,
a koreny jsou \; = —1 a Ay = % Obecné feseni homogenni rovnice je proto
yo = Cre™ " + Cge%””.

Protoze ¢islo A = 1 neni kofen charakteristické rovnice, predpokladdme partikularni reseni
ve tvaru y(z) = Ae®. Plati

yp(x) = Ae”, y;,(x) = Ae”, yg(x) = Ae”.
Funkei y,(z) a jeji derivace dosadime do nehomogenni rovnice a dostavame
2Ae” 4+ Ae” — Ae" = 2¢”
2Ae" = 2e”.
Vidime, ze A =1, odtud y,(z) = e* a obecné feseni nehomogenni rovnice je
y==Ce "+ C’ge%f‘ + e”.

d) Homogenni rovnice je tvaru
y' =3y’ +2y=0

prislusna charakteristicka rovnice je

AN —3\+2=0,
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a ma kofeny \; = 1 a Ay = 2. Obecné feSeni homogenni rovnice je proto
Yo = C’lex + 026296.

Vzhledem k tomu, Zze & = —1 neni feSenim charakteristické rovnice, hledame partikularni
feeni y,(x) = (Az + B)e . Plati

yp(r) = (Az + B)e™,
y,(r) = Ae™ —(Ax + B)e™ = (~Ar + A — B)e™”,
yy(r) = —Ae™ — (—Ar + A— B)e™* = (Ax — 2A + B)e™".
Funkei y,(z) a jeji derivace dosadime do nehomogenni rovnice a dostavame
(Ar —2A+ B)e * —=3(-Az+ A —B)e " +2(Az+ B)e " =xe™®

a po uprave
6Ar —5A+ 68 = z.

Porovnanim koeficientt u z! a z° dostaneme A = 1 a B = 2. Odtud

1
6 36

1
(6 4+ 5)e™"

Yp(x) = 36

a obecné Teseni nehomogenni rovnice je

1
y = Cre” + 026% + %(6$ + 5)6_96.

Piiklad 2.8. Najdéte feseni pocatecni ulohy
a) ¥ —4y=0, y(0)=0,40)=1 b) ¢y =3y+2y=3e* y(0)=1 y(0)=1

Resend. a) Charakteristickd rovnice je tvaru
N —4=0
a jeji kofeny jsou A\; o = £2. Obecné feSeni je tak
y = Cre** + Coe .
Abychom mohli dosadit po¢atecni podminky spocitame
y = 201e¥ — 205 e,
Dosadime pocatecni podminky a dostaneme soustavu rovnic

0201+C2 1:201—202,

jejiz teseni je C = i a (Cy= —}l. Resenim pocdtecni tlohy je tak funkce
1 2x 1 —2z
= - — —e "
YT T

Graf tohoto feSeni véetné znazornéni pocateéni podminky je na obrazku 2.4.
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Obréazek 2.4: Graf funkce y = ;lleQx — ;116*29”

b) Nejprve urceme obecné feseni homogenni rovnice
y" — 3y + 2y =0.

Jeji charakteristickd rovnice
A =3X+2=0

ma koreny A\; = 1 a Ay = 2. Obecné feseni homogenni rovnice je
Yo = Clex + 02622:.

Protoze a@ = 2 je teSenim charakteristické rovnice, hleddme partikularni feseni neho-
mogenn{ rovnice ve tvaru y,(z) = Are?*. Plat{

yo(x) = Ae® + 2Axe™ = (A + 2Ax)e™,  yi(z) = 246 4 2(A 4 2Az)e™.
Funkei y,(z) a jeji derivace dosadime do nehomogenni rovnice a dostavame
4Ae** + 4Aze®™ — 3(A + 2Ax)e* + 2Axe*” = 3™

a po roznasobeni a sec¢teni
Ae*® = 3™

Odtud vidime, ze A = 3, a proto y,(z) = 3ze**. Obecné feseni nehomogenni rovnice pak
je
y = C1e® 4+ Cye® + 3ze?®.

Nyni vypocéitame
y = Cie” + 20,62 + 3e%* 4 Gre®®
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a dosadime pocatecni podminky
120160+0260—|—0, tj. 01+02= 1,

1=01e"+205"+3e"+0, tj. C,+20, =—-2.

Resen{ této soustavy rovnic je C; = 4 a Cy = —3. Resenfm dané pocatecni dlohy je tak
funkce
y = 4e” — 3e** + 3ze®”

,'1 0 130

Obrazek 2.5: Graf funkce y = 4e® — 3e?* 4 3ze?®

2.4 Okrajova uloha

V praxi nékdy potiebujeme nalézt feSeni tzv. okrajové tlohy, tj. chceme nalézt teseni dife-
rencidlni rovnice spliujici jisté podminky v krajnich bodech intervalu. Uvazujme okrajovou
ulohu

Y +ay =0,  y(0) = y(r) = 0. (2.8)

Chceme urcit ¢islo a tak, aby existovalo feseni y Z 0 a toto feSeni urcit. Postupujeme ana-
logicky jako pfi feSeni pocatecni tulohy, tj. nalezneme obecné teSeni rovnice a z okrajovych
podminek urc¢ime hodnotu « a feSeni y. Na rozdil od pocatecni tlohy neméame zajisténo, ze
bude existovat prave jedno feseni y # 0. Okrajova tloha muze mit i nekoneéné mnoho fesent,
pripadné jen trividlni reseni y = 0.

D4 se ukazat, ze v pripadé, kdy ma okrajova tloha nekoneéné mnoho feseni, tvoii tato
feseni posloupnost funkei y, (z). Tyto funkce se nazyvaji viastni funkce a odpovidajici hodnoty
o, se nazyvaji vlastni ¢isla.

Resme nynf tlohu (2.8). Obecné fedeni rovnice y” + ay = 0 vypada nasledovné

a<0: y = CheVor 4 Che Voo,
a=20: y = Ciz + Cy,
a>0: y = C cos vax + Cysiny/ax.
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Pro a < 0 existuje zfejmé jen trivialni fesen{ tlohy (2.8). Uvazujme tedy a > 0 a dosadme
do obecného teseni okrajové podminky, dostaneme tak soustavu rovnic

0=Ch, 0 = Cysin/ar.

Protoze hledame netrividlni feseni, musi byt Cy # 0. Druh& rovnice bude splnéna pouze
v pripadeé, ze
sinvoar =0 = Voar =kr = a = k.

Tedy cisla
o = /{?2, keN

jsou vlastni ¢isla okrajové tlohy a pro kazdé aj, ma tloha nekoneéné mnoho fesent
yr = C'sin kx, CeR, kel

Poznamka 2.9. Vlastni ¢isla okrajové ulohy tizce souvisi s feSitelnosti nehomogenni okrajové
ulohy
y'+ay=f(z),  y(0)=yla)=0.

D4 se ukazat, ze tato uloha je jednoznacné tesitelna pravé tehdy, kdyz a neni vlastni ¢islo
prislusného homogenniho problému. V piipadé, ze a je vlastni ¢islo prislusného homogenniho
problému, ma tloha nekoneéné mnoho feseni pravé tehdy, kdyz pro vlastni funkei y(z) plati

/0 " y(@) () do = 0.

Pokud toto neplati neméa okrajova tloha zadné teseni.
Vyuziti muzeme ilustrovat na piikladu z kvantové mechaniky:.

Priklad 2.10. Podle kvantové mechaniky je pohyb cCastice za jistych omezeni popsan okra-
jovou tlohou

d2
St U(0)=wla) =0,
2m

kde v je vlnova funkce ééstice, x je prostorovéd proménnd, a > 0 je konstanta, o = (h—) E,
m > 0 je hmotnost, h je Planckova konstanta a £ > 0 energie Céstice.
Najdéte netrivialni feSeni ¢ této okrajové ulohy. Pro které hodnoty E tato feSeni existuji?

Resend. Charakteristickd rovnice je
M4+ a? =0,

odkud A = +ai. Obecné teseni je tvaru

Y(x) = Asinax + B cos ax,

kde A, B jsou konstanty. Nyni najdeme konstanty A, B tak, aby byly splnény okrajové
podminky. Pro z = 0 dostaneme

Asin0+ Bcos0=0 tj. B=0.
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Pro z = a dostaneme
Asinaa+ Beosaa =0 tj. Asinaa = 0.
Kdyby A = 0, pak také ¢)(x) = 0 a rovnice by méla jen trividlni feseni. Proto
sinaa = 0= aa = +nm, n€N.

Dostavame tak vlastni ¢isla

nm
o, = Et—, n € N.
a

Resenim okrajové tlohy je posloupnost funkef
nmwx

wn(x) :AnSin_, nEN,AneR

a

Tato feseni odpovidaji energii

(a) Reseni pron =1 (b) Reseni pro n =2 (¢) Reseni pron =3

Obrazek 2.6: Ruzna teseni okrajové ulohy 2.10

Cviceni

1. Najdéte obecné teSeni rovnic:

a) Yy =3y +2y=0 b) y"+16y =0
c) y' +8y+16y =0 d) ¢y -6y +13y=0
e) y'—16y=0 f) ' —4y +5y=0
2. Najdéte obecné Teseni rovnic:
a) y// + 4yl _ 5y — 17 b) y/l + 2y/ + y = e—2z’
c) Y +y=213 d) 2y +5y =52 — 22— 1,

e) ' +3y +2y = (20 +29)e*, £) o' +4y +4=ae
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3. Najdéte reseni pocatecni ulohy:

a) y'+2y+y=0, y(0)=2, y(0)=-1,
b)  3y'+4y' =0, y(0)=0, ¢'(0) =—-1,
c) Y -4y +4y=2-z, y(0)=y(0) =1,

d) ¢ =2/ +y=1+=z y(0)=2, y(0)=-3.

4. Pusobime-li elektrickym polem na roztok elektrolytu, za¢nou se ionty pusobenim elektro-
statickych sil pohybovat smérem k elektrodam. Zaroven je vsak rychlost pohybu iontu
brzdéna primo imérné tiecimi silami. Podle Druhého Newtonova zakona je pohyb kationtu
s elektrickym nabojem ¢ > 0 a hmotnosti m > 0 podél osy = popsan nasledujici pocatecni

ulohou "
'(t)+ —a'(t) = B, a(0) =g, «(0)=u,

kde t > 0 je cas, k > 0 je koeficient imérnosti tiecich sil, £ > 0 je sila homogenniho
elektrického pole a xy, vy jsou pocéteéni pozice a rychlost iontu. (Posledni 4 hodnoty

povazujeme za konstanty.) Najdéte feSeni pocdtecni ilohy pro 0 <t < oc.

5. Urcete Teseni okrajové ulohy

2y

dz?

e oo, ()0

Vysledky:

1. a) y = C1e* + Cye”, b) y = Cjcosdx + Cysin 4z,

c) y=Cre ™ 4+ Cywe™,  d) y = e3*(C} cos 2z + Cy sin 21),

e) y=Ce' + Coe ™ f) y=Cre* cosz + Che® sin .

Jy=Cie" +Che™™ — 1 b)y=(C1+ Chx)e™™ + e_Q:,

)y = Cysinx + Cycosx + 22 — 6, d)y:C’l—l—C'ge_ix—i—%x?’—%
)y =Cre ™+ Coe™ + (z +1) 3:”, f) y = (C1 + Com)e™ + (5 -
3. a) y—2e + ze” J”, b)y = —3 4 3e 5%,

c)y=:03e*—ze* —x+1), d)y=z+3—ec"(1+32).

4. () = zo + Lt + (o — wE) <1 e—%t)

o
)

C

@

5. Resenfm jsou funkce 4, (z) = A, cos(2n-+1)x pro o, = (2n+1)?, kden =0, 1, 2, .. ..
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Kapitola 3

Funkce vice proménnych

3.1 Defini¢éni obor funkce a graf funkce

Obsahem této kapitoly je zavedeni funkce vice proménnych. Zakladni tlohou této kapitoly je
urceni definicniho oboru a nakresleni grafu funkce. Tyto tlohy vedou na tlohy z analytické
geometrie v roviné, které vyuzijeme v dalsich kapitolach.

Definice 3.1. Necht je ddna mmnoZina D C R2. Predpis f, ktery kazdému bodu roviny
[z,y] € D piitazuje pravé jedno z € R, nazyvame funkci dvou proménnygch. Tuto funkci
oznacujeme

z= f(z,y).

Mnozina D se nazyva defini¢ni obor funkce f.

Podobné definujeme funkei tif proménnych v = f(x,y, z) a obecné funkci n-proménnych
y= flx1,29,...,2,).

Priklad 3.2. Zobrazte v roviné defini¢ni obor téchto funkei:

a) z=In(y—x)+In(z+y), b) z=+9—22—4y2

c) z=uxln(z—y?), d) 2z =arcsin(2? + 3> — 2).

Resend. a) Protoze logaritmické funkce je definovand pouze pro kladna éfsla, musi platit y > z
a y > —x. Defini¢ni obor je tak prunik dvou polorovin.
b) Odmocnina m4 smysl pouze z nezaporného ¢isla. Odtud plyne

9—2?—9y*>0 tj. 3*>a2*+4%

Definiénim oborem je kruh s poc¢dtkem v bodé [0, 0] a polomérem 3.

c) Dany vyraz ma smysl, jestlize plati # > y2. Definicnim oborem je ¢4st roviny omezend
parabolou, bez této paraboly.

d) Z vlastnosti funkce arkussinus plyne podminka

—1<z?4+42-2<1.

Odtud
1<2?+4°<3
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a definiéni obor tvoii body lezici v mezikruzi tvofenym dvéma kruznicemi se stfedem
v pocétku a poloméry r; =1 a7y = /3.
A

>

y/ yA

Y

-3
(a) Defini¢n{ obor funkce z = In(y — x) + (b) Definiéni obor funkce =z =
1

n(x +y) g

A
y A Y

Y. am
Ly /

(c) Defini¢éni obor funkce z = (d) Definiéni obor funkce z =
rIn(z — y?) arcsin(z? + 3% — 2)

Grafem funkce dvou proménngch je mnozina bodu v trojrozmérném prostoru, nejcastéji
néjaka trojrozmérna plocha, napf. rovina, kuzelova plocha, parabolickd plocha. K ziskani
nazorné predstavy, jaky je tvar této plochy, ndm pomohou fezy rovinami z =0, y =0, x =0
(coz jsou rovnice soutadnych stén gy, 01z, 0yz)-

Priklad 3.3. Nakreslete graf funkce z =4 — 2x — y.

Resent. Polozime-li y = 0, dostaneme z = 4 — 2z, coz je pifmka v roviné p,.. Podobné pro
r = 0 dostaneme piimku z = 4 — y a pro z = 0 ptimku y = 4 — 2z. Proto je grafem této
funkce rovina, ktera vytina na souradné osach postupneé useky o velikostech 2, 4 a 4. V prvnim
oktantu je to trojuhelnik. A

K urceni grafu funkce z = f(z,y) se nékdy pouzivaji vrstevnice funkce, coz jsou body
v roviné se stejnou funkéni hodnotou. Chépeme-li graf funkce dvou proménnych jako reliéf
krajiny, pak vrstevnice funkce na tirovni ¢ je mnozina vsech bodu s nadmotskou vyskou rovnou
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A
z
Oyz
Oz
y
Ozy
X
(a) Soutadny systém pro funkce dvou (b) Graf funkce 2 =4 — 2z — gy
proménnych

¢, tj. nas pojem vrstevnice je totozny s geografickym vyznamem tohoto slova. Matematicky
muzeme Fict, ze vrstevnice jsou kiivky popsané rovnicemi f(z,y) = c.

Priklad 3.4. Pomoci vrstevnic a fezil rovinami nacrtnéte v prostoru grafy funket:

a) z=u1x%+1y% b) 2= +/4— 2% —2

Reseni. a) Provedeme-li fez rovinou x = 0, dostaneme kiivku z = y?, coz je parabola s vr-
cholem v po¢atku. Podobné i fezem rovinou y = 0 je parabola o rovnici z = 2. Vrstevnice
funkce na trovni k£ > 0 jsou dany rovnicemi

k =z +y7
coz jsou kruznice se stiedem na ose z a polomérem vk. Na zdkladé ziskanych vysledki
miuzeme iici, ze grafem funkce z = 22 4+ y? je tzv. rotacéni paraboloid s vrcholem v pocatku
a osou z. Jednd se o plochu, kterd vznikne rotaci paraboly kolem jeji osy (hlavni osa
paraboloidu).
b) V tomto piipadé je fezem rovinou z = 0 funkce z = /4 —y2, coz je horni polovina
kruznice se sttedem v pocatku a polomérem 2. Podobné fezem rovinou y = 0 je funkce

z = v/4 — 22, kterd je opét horni polovinou kruznice se sttedem v poc¢atku o poloméru 2.
Vrstevnice funkce na drovni k£ > 0 jsou dany rovnicemi

k=yd—12— 2 & 4—k* =22+
coz jsou kruznice se stiedem na ose z a polomérem /4 — k2. Proto grafem funkce z =

/4 — 22 — 42 je horni polovina kulové plochy se stiedem v pocatku a polomérem 2.
A

3.2 Limita funkce

S pojmem limita jsme se setkali u funkce jedné proménné. Pripomenme, ze limita popisuje
chovani funkce v ryzim okoli bodu, v némz limitu urcujeme a piSeme

lim f(z) = L.

T—T0
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Y

z A 2 A

4 4

3 3

2 2 T
1 1

1 1y —1 1@
(a) Rez rovinou g, (z = 0) (b) Rez rovinou g,. (y = 0) (c) Vrstevnice
Z
i

(d) Graf funkce z = 22 + 2

Ryzim okolim bodu xy rozumime okoli kromé tohoto bodu, tj. body spliujici € (xg—a, xo)U
(o, o + a). Funkce nemuze mit v daném bodé dvé limity. Je-1li limita zprava ruznd od limity
zleva, pak funkce nema v daném bodé limitu.

U funkce dvou proménnych je situace podobna: Limita popisuje chovani funkce v okoli
daného bodu kromé tohoto bodu.

Tento pojem je zalozen na pojmu okoli bodu. Zasadni rozdil je v tom, jak vypada okoli
bodu na piimce (ose x) a okoli bodu v roviné. Okolim bodu zg, ktery lezi na ose z, je
interval. Okolim bodu [xg, yo], ktery lezi v roviné, je mnozina bodu, které maji od tohoto
bodu vzdélenost mensi nez néjaké ¢islo a. Ryzim okolim bodu [z, yo] rozumime okoli kromé
tohoto bodu, tj. body lezici uvniti kruhu se sttedem [xg, 3] a poloméru a kromé tohoto bodu,
tj.

0< (x—20)*+ (y —10)* < a’.
U funkce jedné proménné se k tomuto bodu muzeme bliZit jen po pifmce, tj. ze dvou stran (coz
znamend, ze funkce mé limitu v bodé, ma-li obé jednostranné limity a tyto se sobé rovnaji),
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zZ A zZ A YA
2 2
14 1
1 2 ; 1 2 ; x
(a) Rez rovinou g, (z = 0) (b) Rez rovinou g,. (y = 0) (c) Vrstevnice
z
T Y

(d) Kulova plocha slozend z funkel z = ++/4 — 22 — y?

zatimco u funkce vice proménnych je téchto moznosti nekoneéné mnoho; muzeme se blizit
k danému bodu po ptimkach, po parabolach apod. Existence limity v daném bodé znamen4,
ze nezdleZi na cesté, po které se k danému bodu blizime. Naopak dostaneme-li rizné hodnoty
limity pro ruzné cesty, znamena to, ze limita v daném bodé nemuze existovat.

-~ s o~ . . +y+1 °
Priklad 3.5. Vypoctéte limitu funkee f(z,y) = T v bode [1,0].
Resend. Pokud miizeme soufadnice limitniho bodu do pffslusného vyrazu dosadit (tj. po

dosazeni neobdrzime neurcity vyraz), je hodnota limity dané funkce rovna funkéni hodnoté

v tomto bodé. Plati tedy
r+y+1 1

im =—.
(@y)—-10)r+y+3 2
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T

Priklad 3.6. Ukazte, ze neexistuje limita funkce  lim s
()= (0,0) © Y

Resend. Zvolime pifmky y = kx. Tyto pifmky prochézeji pocatkem a jejich body maji tvar
[z, kz]. Aby se tyto body blizily k poc¢atku, musi se blizit x k nule. Dostaneme

xkx ka? k k

iﬂ%ﬁ%—(kx)? ::lclgtl):ﬁ(l%—k?) :alclg%l%—k‘2 B

Vysledek zalezi na k, tj. na smérnici primky, po niz se blizime k poc¢atku. Proto limita
neexistuje. A

Pocitani limit funkci dvou a vice proménnych je obtiznéjsi nez v pripadé funkci jedné

proménné, nebot k pocitani tzv. neurcitych vyrazu (limity typu 8,%) nemame k dispozici
zadnou analogii I’'Hospitalova pravidla.
z

RS
LARRR
oL AR
(innstees s
NN\ Taraas s re sy
N 2 s o

(a) Graf funkece f(z,y) = (b) Graf funkce f(z,y) =

_xy 1
x2 +y2 x2 +y2

3.3 Spojitost funkce

Rovnéz pojem spojitosti funkce vice proménnych 1ze podobné jako pro funkce jedné proménné
definovat pomoci limity funkce.
Funkce f je spojitd v bodé [z, yo|, jestlize ma v tomto bodé vlastni limitu a plati

lim  f(z,y) = f(xo, %)

(I1y)ﬁ(107y0)
Pomoci spojitosti funkce v bodé je definovéna spojitost funkce na mnoziné M C R2.

Piiklad 3.7. Funkce f(z,y) = 2™ a g(z,y) = y™, kde n, m jsou pfirozend ¢isla, jsou spojité
v kazdém bodé roviny.

Vzhledem k tomu, ze spojitost funkce dvou a vice proménnych se definuje pomoci pojmu
limity funkce stejné jako pro funkci jedné proménné, obdobné plati véta, ze soucet, soucin a
podil spojitych funkei je spojita funkce, a dale plati véta o spojitosti slozené funkce.
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Priklad 3.8. Funkce f(x,y) = 2% + 32% — 3zy + 1 je spojita v celé roviné.

Stejné jako pro funkci jedné proménné plati pro funkci dvou proménnych Weierstrassova
véta. Pripomenme, ze Weierstrassova véta pro funkce jedné proménné se tyka funkei spojitych
na uzavieném a ohraniceném intervalu. Pted tim nez formulujeme analogickou vétu pro funkce
vice proménnych, uved'me nékolik pojm.

Hraniénim bodem mnoziny rozumime bod, jehoz libovolné okoli obsahuje jak bod, ktery do
dané mnoziny patfi, tak bod, ktery do dané mnoziny bodu nepatii. Mnozina v8ech hrani¢nich
bodu se nazyva hranice mnoziny. Mnozina se nazyva uzavrend, jestlize obsahuje svou hranici.
Mnozina se nazyva otevrend, jestlize s kazdym jejim bodem do ni patii i néjaké okoli tohoto
bodu. Podotknémeé, ze pojem oteviena mnozina neni opak uzaviené mnoziny. Mnozina se
nazyva ohranicend, jestlize existuje néjaka kladnd konstanta K takova, ze vzdalenost dvou
libovolnych bodu této mnoziny je mensi nez K. Mnozina se nazyva souvisld, jestlize kazdé dva
body této mnoziny lze spojit lomenou carou, kterd lezi celda uvniti této mnoziny. Mnozinu,
ktera je souvisla a oteviena, nazyvame oblasti.

Pifkladem uzaviené a ohrani¢ené mnoziny je kruh z? + y*> < a? (tj. obsahuje hrani¢ni
kruznici), nebo obdélnik, ktery obsahuje hraniéni dsecky. Kruh, ktery neobsahuje hrani¢ni
kruznici je prikladem oblasti.

Véta 3.9 (Weierstrassova). Necht funkce f je spojitd na ohranicené a uzaviené mmoZiné
M C R2. Pak nabyvd na M své nejmensi a nejvétsi hodnoty.

Piiklad 3.10. Rozhodnéte, zda funkce

7 0 v pocatku

nabyva nejmens{ a nejvétsi hodnotu na mnoziné M : 22 + 3% < 1.

Resend. Funkce je definovand ve viech bodech mnoziny M. Touto mnozinou je kruh se stiedem

v pocatku. VysSetteme limitu této funkce v pocatku:
. 1
lim — =o0.
(9)—(0,0) 2% + y?

Proto tato funkce neni v poc¢atku spojitda a nenabyva nejvétsi hodnotu na mnoziné M. Vrste-
vnicemi funkce jsou kruznice se stiedem v pocatku. Nejmensi hodnoty nabyva funkce v bodech
kruznice x? + 2 = 1. A
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Cviceni
1. Zobrazte v roviné defini¢ni obory funkct:

a) z:—x;rﬂrl, b) z=4/1—22—4y?

O i=IEVBE P d) e=1- (218,
N

e) z=In(z+y), ) z=gm0

g) z=V1-22+ /1192 h) z=/(22+y2—1)4—22 —y?).
2. Pomoci vrstevnic a fezu rovinami nac¢rtnéte v prostoru grafy funket:

a) z=2-z-—y, b) z=Z 4%,

o) z=y, d) 2= g

e) z=+/1—12—1y> f)  z=2%+19%
g z=3(" -y, h)  z=2— /22 +y?

i) z2=9*+1, i) z=3—-2%—y%
s . o x2 42 -~
3. Vypoctéte limitu funkee f(z,y) = T v bodé [0, 0].
4. Dokazte, ze funkce f(z,y) = x;?ﬁy nemd v bodé [0, 0] limitu.

5. Pomoci pifmek y = kx a paraboly y = 2 ukaZte, Ze neexistuje limita

322y
1m —_—.
(z,9)—(0,0) T4 + y2
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(e) k=sinz —siny

Obrazek 3.1:
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Kapitola 4

Parcialni derivace

4.1 Parcialni derivace 1.radu

Pripomenme definici a geometricky vyznam derivace funkce jedné proménné y = f(x) v bodé
xg. Tuto derivaci definujeme jako limitu

(o) = lim f@) = flwo) (4.1)
T—x0 T — 2o
Derivace funkce v bodé je ¢islo, které uddva smérnici tecny ke kiivee y = f(x) v bodé

[0, f(x0)]. M&-li funkce derivaci v bodé g, je v tomto bodé spojité, a tudiz zde existuje také
limita funkce.

Jak jsme jiz ukazali v predchazejici kapitole, limita funkce dvou a vice proménnych je kom-
plikovanéjsim pojmem nez v piipadé funkce jedné proménné, nebot k bodu [zg, yo] (v pripadé
dvou proménnych) se muzeme blizit nekone¢né mnoha zpusoby. Zcela prirozené je zacit zkou-
mat situaci, blizime-li se k bodu [z, yo] ve sméru souradnych os = a y. Tim se dostdvame
k pojmu parcidlni derivace funkce dvou proménnych. Pfi ,parcidlnim“! derivovan{ se vzdy na
jednu z proménnych x,y divame jako na konstantu a podle druhé derivujeme.

Definice 4.1. Necht f(z,y) je funkce a [xg, yo] bod. Funkce g(z) = f(x,yo) je funkef jedné
proménné x. M&-li funkce g(x) v bodé zy derivaci ¢'(xg), nazyvame tuto derivaci parcidlni
derivact funkce f podle proménné x v bodé [z, yo] a oznac¢ujeme

0
folaou) mebo 5L (. ),

Podobné, ma-li funkce h(y) = f(xo,y) derivaci v bodé yy, nazyvame tuto derivaci parcidlni
derivact funkce f podle proménné y v bodé [xg, 1] a oznacujeme

0
fy('r07y0) nebo 8_];@0790)-

'Doslovny ¢esky pieklad slova parcidlni je ,¢dsteény*.
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Poznamka 4.2.

i) Parcialni derivace podle x je tedy limita

Fo(zo,y0) = lim 98 =00 T 50) = S (w0, o).
T—x0 T — X z—T0 T — 2

Podobné se da definovat i parcialni derivace podle y.

i) M&-1li funkce z = f(z,y) parcidlni derivace v libovolném bodé [z,y], jsou tyto derivace

funkcemi proménnych z,y. Oznacujeme je f,(x,v), f,(z,y), popt. aa_x (x,y), a% (x,y).

iii) Z definice parcidlni derivace plyne, ze pii jejim vypoctu postupujeme tak, ze vSechny
argumenty kromé toho, podle néhoz derivujeme, povazujeme za konstanty.

Protoze parcidlni derivace f,(x,y) funkce je definovédna jako ,obycejna* derivace podle
proménné x, plati pro poc¢itani parcialnich derivaci obvykla pravidla pro derivovani.

Priklad 4.3. Vypoctéte parcidlni derivace funkee f(z,y) = 5(2* +y*)* v bode [1,1].

Reseni. Podle definice 4.1 dostavdme
1
o) = (o, 1) = 52 + 1P,
g'(z) = fl(x,1) = 3(2* + 1)z
a dosazenim za x = 1 dostaneme f,(1,1) =3 -4 = 12. Podobné

hy) = f(1,y) = %(1 +47)?,

Hy)=f 1y =301+y")%
a po dosazeni f,(1,1) = 12.
Castéji postupujeme tak, nejprve uréime parcialni derivace v libovolném bodé. Parcidlni
derivace podle x znamenad, ze y povazujeme za konstantu a derivujeme podle x

3
folz,y) = 5(3:2 + 1)221’ =3(z* + yz)Qa:.

Dosazenim za [z,y] = [1,1] dostaneme f,(1,1) = 12. Podobné urc¢ime parcidlni derivaci
podle y. A

Priiklad 4.4. Vypoctete parcidlni derivace funkce dvou proménnych:
a)  f(z,y) =2+ 2%y — 2%, b)  flx,y) =2,

c)  flr,y) =22+ d)  f(z,y) =In(z +y*).

Resent. a) Pouzijeme pravidla pro derivaci souctu, piipadné rozdilu, a pravidlo o derivace
polynomu, dostaneme tak

fo(z,y) = 32% + 22y,
fy(z,y) = 32%y* — 4y.
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b) Pouzijeme pravidla pro derivaci podilu:

R [t ) ek N s
. _x(:v—y)—i—xy_ x?
fy( 7y) - (x o y)Q o (I _ y)2

¢) Pouzijeme pravidla pro derivaci slozené funkce:

1 T
f.Z‘ x?y - 21’ = )
( ) 2 /I2 +y2 /[E2 +y2
1 y
fy(z,y) = 2y =

d) Postupujeme obdobné jako v predchozim piikladeé:

1
fa(z,y) = iy

2y
fy(xay) - x+y2

A

Geometricky vyznam parcidlnich derivaci. Necht je ddna funkce f: R? — R a G, je
jeji graf. Necht 7 je rovina dana rovnici x = zy. Za rozumnych piedpokladi (napf. spojitost
funkce f) je prusecikem Gy N m kiivka v v roviné = a parcialni derivace f,(zo,yo) udava
smérnici tecény t k této kiivee v bodé Qo = [zo, vo, f(x0, Y0)], viz obrazek. (Pfipomenme, ze
smeérnice tecny ¢ je tg «.)

Podobné, derivace f,(xo,y0) uddva smérnici tecny ke kiivce v bodé Qq, kterd vznikne
prusecikem grafu funkce s rovinou y = .
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Zatimco u funkci jedné proménné plyne z existence derivace v daném bodé jeji spojitost,
u funkei vice proménnych toto tvrzeni neplati. Md-li funkce f: R? — R parcidlni derivace
v bodé [xg,yo|, nemusi byt v tomto bodé spojitd.

Priklad 4.5. Funkce definovand predpisem

1 pro x = 0 nebo y = 0,
f(z,y) = .
0 jinak

m4 v bodé [0,0] obé parcidln{ derivace (rovny nule) a nenf zde spojitd, nebot v tomto bodé
neexistuje limita (grafem funkce je podstavnd rovina, z niz je ,,vyzdvizen® osovy kiiz).

Gradient funkce Ve fyzikdlni terminologii se vektor parcidlnich derivaci nazyva gradient
funkce a oznacuje se bud jako grad f nebo symbolem V f (nabla). Pro funkci dvou proménnych
f(z,y) je gradientem vektor

Vf(l'7 y) - (ffﬂ<m’ y)7 fy(xv y))
a pro funkci t¥f proménnych f(z,y, z) je gradientem vektor
Vf(x’ y? Z) = (ffl'(x7 y? Z)? fy(x7 y? 2)7 fz(l‘, y? Z)) *

Podrobnéji se gradientem budeme zabyvat v kapitole 8.

4.2 Smeérové derivace

Pomoci gradientu muzeme definovat smérové derivace funkce, které jsou zobecnénim parcial-
nich derivaci. Nejprve ptipomenme, ze skaldrni soucin vektoru

U= (U, U, ..., Uy), U= (v1,v9,...,0,)

je ¢islo u - U, kde
U+ U= UV + U + - + UpU,.

Jestlize 6 je uhel, ktery sviraji tyto vektory, pak plati

U - U = |ul||v] cos,

pricemz |ii| = \/u? +u} + - - + u2 znaéf velikost vektoru . Z piedchoztho vztahu plyne, ze
skalarni sou¢in dvou navzajem kolmych vektoru je roven nule.

Definice 4.6. Necht f mé& spojité parcidlni derivace. Smérovou derivaci f, funkce f ve
sméru vektoru ¢ rozumime skalarni soucin

fo=grad f -4, (4.2)

kde @ = &, tj. @ je jednotkovy vektor ve sméru vektoru .

il
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Poznamenejme, ze nékdy se smérova derivace f, definuje jako f, = grad - ¥ (viz [2]). Pak
tato derivace zavisi na velikosti vektoru .

Parcialni derivace jsou specidlnim piipadem smérovych derivaci, f, je smérova derivace
ve smeéru vektoru @ = (1,0), podobné f, je smérova derivace ve sméru vektoru 4 = (0,1).
Smeérové derivace popisuji rychlost zmény funkce ve sméru vektoru v.

Priklad 4.7. Je déna funkce f = x?y> — 4y. Urcete jeji derivaci ve sméru vektoru v = (2,5).

Resend. Podle (4.2) je derivace funkce f(z,%) ve sméru vektoru ¥ = (2,5) rovna

fv(xvy) :gradf'ﬁ:fxul"i_fyu% (43)

kde vektor @ = (uy,u2) je jednotkovy vektor ve sméru vektoru ¢. Proto nejprve uréime
jednotkovy vektor u

LU (2 5)
Ul===|—=,—7= ).
[l \v29" v29

Nyni spocitdme parcidlni derivace f,, f,. Dostaneme

Po dosazeni do (4.3) ziskdvdme

2
folz,y) =2zy® - — + (32%y* — 4) -

5
V29 V29

a po roznasobeni

4y 1522%y° 20
fv (337 y) = + - .
V29 V29 V29

4.3 Derivace vyssich radua

Funkce f(x,y) ma dvé parcidlni derivace 1.fadu: f,(x,y) a fy(z,y). Kazdou tuto funkci
muzeme dal parcidlné derivovat (pokud tyto derivace existuji), ¢imz dostaneme ctyii funkce

fZECE(x7y)7 fxy(x7y>7 fy$<x7y)7 fyy<x7y)-
Nékdy je oznacujeme jako

Py, 2wy, 2Ly, Tay
81‘2 7y b axay 7y ) 8y8]) 7y ) 8y2 7y .

Tyto parcialni derivace nazyvame parcidlni derivace 2.7ddu funkce f(x,y). Parcidlni derivace
foy(x,y) & fyo(x,y) se nazyvajl smisené parcidlni derivace.

Piiklad 4.8. Vypoctéte vsechny druhé derivace funkce f(z,y) = z¥, x > 0.
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Reseni. Parciadlni derivaci podle x ur¢ime jako derivaci mocninné funkce a derivaci podle y
jako derivaci exponencialni funkce se zdkladem z, tj.

fe=ya' ', f,=2'lnx.
Podobné obdrzime
Jow = y(y - 1>xy—27 Jyy = 2V’ 2.
Pti vypoctu smiSenych derivaci musime derivovat oba vyrazy podle pravidla pro vypocet
derivace souc¢inu a dostaneme

foy = xy_l(ylnx +1), fp= xy_l(ylnx +1).
A

Pro funkce, s kterymi se setkame, jsou smiSené parcidlni derivace stejné. Tuto skutecnost
popisuje nasledujici véta.
Véta 4.9 (Schwarzova). Necht funkce f(x,y) md v okoli bodu [z, yo| spojité parcidlni derivace
fay(2,y) a fyu(z,y). Pak plati

fxy(x()?yO) = fyx(x07y0)' (44)

Parcidlni derivace n-tého fadu (n > 3) definujeme jako parcidlni derivace derivaci (n —
1)-niho fadu. Indukei lze pak rozsitit Schwarzovu vétu takto: Ma-li funkce f(z,y) spojité
parcidlni derivace az do fadu n, pak hodnota parcidlni derivace fadu n zavisi pouze na tom,
kolikrat se derivovalo podle proménné z a kolikrat podle proménné y, nikoliv na potadi,
v jakém se podle téchto proménnych derivovalo.

4.4 Diferencial funkce

Diferencidlem funkce jedné proménné v bodé xy rozumime prirustek funkce na teéné vedené
ke grafu funkce v bodé [z, f(z¢)]. Oznacime-li pfirustek nezdvisle proménné dx = x — x,
diferencidl funkce y = f(z) v bodé xy je linedrni funkce proménné dz

df(xg) = f'(x)du.
V tomto piipadé existence diferencidalu neboli diferencovatelnost funkce je ekvivalentni exis-
tenci derivace v bodé xg.
U funkce f(x,y) je tzv. totdlni diferencidl definovéan analogicky: Je to prirustek funkce
na tecné roviné vedené ke grafu funkce bodem [z, yo, f(Z0,%0)]- Tetnd rovina mé s grafem
funkce lokalné (tj. v okoli bodu, kde ji sestrojujeme) spoleény prévé jeden bod.

Definice 4.10. Necht m4 funkce f(z,y) v bodé [z, 30| spojité parcidlni derivace 1. fddu a
ozna¢me prirustky nezavisle proménnych jako

dr =2 —1z9, dy=y— .
Diferencidl funkce f(x,y) v bodé [xg, yo] je linedrni funkce proménnych dz a dy tvaru

df(zo,y0) = fo(®0,v0) dx + fy(z0,y0) dy. (4.5)

Ma-li funkce v daném bodé diferencial, fikame, ze je v tomto bodé diferencovatelnad.
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Poznamka 4.11.

i) Z (4.5) vidime, ze diferenciél je skaldrni soucin gradientu funkce v daném bodé a piirust-
kového vektoru (dz, dy).

ii) V predchozi kapitole jsme ukézali, Ze pro funkce dvou proménnych z existence parcidlnich
derivaci neplyne spojitost. Diferencovatelnost funkce je tou ,spravnou” vlastnosti, ktera
implikuje spojitost funkce. Opak neplati: Je-li funkce spojitd, nemusi byt diferencovatelna,

napi. f(z,y) = /22 + y? v bodé [0, 0].

Priklad 4.12. Urcete totdlni diferencidl funkee f(z,y) = 1.
Resend. Uréime parcidlni derivace
2% 4+ y? — 22 y? — 22
fe(,y) = 2 1 2\2 (2 1 .2)2]
(22 +5?) (% +¢?)
—2xy
P = G
Diferenciél v libovolném bodeé [z, y] # [0, 0] je funkce
y? — a? 2y

df(z,y) = dy.

<" dr - —==7
@+22 " (@21 )
A

Véta 4.13. Md-li funkce f(x,y) v bodé [xo,yo] totdlni diferencidl, md graf funkce v tomto
bodé tecnou rovinu o rovnici

z = f(%0,90) + fa(z0,y0)(x — 20) + fy (0, Y0) (Y — Yo)- (4.6)

Rovnice tecné roviny je nejlepsi linedarni aproximaci funkce f(x,y) v okoli bodu [z, yo].
Ptiblizna hodnota funkce je

f(z,y) = f(zo,90) + df (w0, y0)- (4.7)
Priiklad 4.14. Pomoci totdlniho diferencidlu ptiblizné vypoctéte:
a) 1,04202 b)  /(2,98)2 + (4,05)2
Resent.

a) K vypoctu pouzijeme diferencidl funkce f(x,y) = z¥ v bodé [1,2] s diferencemi dax =
0,04, dy = 0,02. Plati

df(z,y) = yz¥ 'dz + 2¥Inzdy, tj. df(1,2) =2dz +0dy = 2dz,
a tedy podle (4.7)

1,042 = f(1,04;2,02) ~ f(1,2) +df(1,2) = 1,08
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b) K vypoctu pouzijeme diferencidl funkce f(z,y) = /2?4 y? v bodé [3,4] s diferencemi
de = —0,02, dy = 0,05. Plati

rdz ydy

Ve

a dosazenim do (4.7) dostavame

1
V/(2,98)2 + (4,05)2 ~ 5 + =(=3-0,02+4-0,05) = 5,028. A

Priklad 4.15. Napiste rovnici tecné roviny grafu funkce z = 22 + y? v bodé [1, 1, 7].

Resend. Dosazenim do funkéniho predpisu najdeme z-ovou soufadnici dotykového bodu z =
12412 = 2. Spoctéme parcialni derivace f, = 2z a f, = 2y a pifmym dosazenim do vzorce (4.6)
pro te¢nou rovinu dostavame jeji rovnici z = 2+2(x —1)+2(y—1), tj. 22+2y—2—2=0. A

4.5 Kmenova funkce

V tomto odstavci vyresime nésledujici ulohu: Je dan vyraz

P(z,y)dz + Q(z,y) dy. (4.8)

Mame rozhodnout, zda existuje funkce H(x,y) takova, ze je tento vyraz jejim diferencidlem.
Funkce H se nazyva kmenovd funkce funkci P, Q.
Aby kmenova funkce H existovala musi podle predchoziho platit

Hy(z,y) = P(z,y), Hy(z,y) = Q(=z,y).

Za piedpokladu spojitosti parcidlnich derivaci 2.7ddu plyne ze Schwarzovy véty, ze H,, (z,y) =
Hyf(xa y)7 tj'
Pokud je tato podminka splnéna, postupnou integraci uréime kmenovou funkei.

Poznamenejme, ze rovnost (4.9) musi platit pro vSechny body z dané oblasti G, kterd je
tzv. jednoduse souvisld. To znamend, ze libovolnou uzavienou kiivku lezici v G lze spojité de-
formovat v G’ do bodu (hranici mnoziny G tvoii jedind uzaviena kiivka). Piikladem jednoduse
souvislé oblasti je kruh nebo obdélnik, naopak mnozina, kterd je tvorena mezikruzim, neni
jednoduse souvisla.

Poznamka 4.16. S tlohou, zda je vyraz (4.8) diferencidlem néjaké funkce, se setkdme
u kiivkového integrélu v tomto znéni (vice viz kapitola 8):

Jestlize na hmotny bod o soufadnicich [z,y] € G pusobi sila F(x,y) = (P(x,y), Q(x,y)),
pak prace A, ktera se vykond, prejde-li hmotny bod po kiivce C' z jejiho prvniho do posledniho
bodu, se definuje jako

A= [ Pley)de+ Q) dy
C

V praxi je velmi dulezita otdzka, zda tento kiivkovy integral nezavisi na integracni cesté, tj.
zda hodnota tohoto integralu je stejnd integrujeme-li ptes libovolnou kiivku C' se stejnym
pocatecnim a koncovym bodem. Ukazeme, ze tato nezavislost na integracni cesté tizce souvisi
s podminkou (4.9).



4.5 Kmenova funkce 57

Priklad 4.17. Rozhodnéte, zda vyraz (z? — y?)dx + (5 — 2xy) dy je diferencidlem néjaké
funkce; v pripadé ze ano, urcete tuto (kmenovou) funkei.

Resend. Nejprve ovéiime, zda je uvedeny vyraz opravdu diferencidlem. V celém R? plati

0 0
— (5 = 2xy) = —2 (22— ) = -2
8:1:'(5 zy) Y, 2y (2" —y7) Y,

tj. zadany vyraz je diferencialem jisté kmenové funkce H. Dale plati

3

H(z,y) = /(IL“2 -y da = % — v’z + o(y),

kde ¢(y) hraje roli integracni konstanty, nebot jeji derivace podle x je nulovd. Derivovanim
podle y, tj. H, = —2zy + ¢'(y) a dosazenim do vztahu H, = ) dostavame

—2zy + ¢'(y) = 5 — 2z,

odkud ¢'(y) = 5, tj. ¢(y) = by + c. Vypocitali jsme tak, ze zadany vyraz je diferencidlem

funkce
3

x
H(w,y):§—y2x+5y+c, ceR. N

Stavova funkce V termodynamice se popisuji vlastnosti makroskopickych systému po-
moci stavovych funkci. Tyto funkce zaviseji na daném stavu systému, jsou vSak nezavislé
na tom, jakou cestou (zpusobem) byl tento stav dosazen. Tento fakt byva hojné pouzivan
pii chemickych vypoctech. Stavové funkce jsou v chemii tytéz, kterym se v matematice rika
funkce kmenové. Napiiklad k urceni stavu jednoslozkového homogenniho systému (¢isté latky)
se pouzivaji dvé stavové proménné, teplota 7" a objem V.

Co je to stavovd funkce matematicky? Funkce uw proménnych T, V je stavovou funkei
v termodynamickém smyslu, je-li vyraz

du = f1(T,V)dT + fo(T,V)dV,
jejim totalnim diferencidlem du(7T, V') proménnych dT', dV. Proto musi platit

ou ou

flza_Tv fQZW

Zéaroven, ze Schwarzovy véty, si musi byt druhé smisené parcidlni derivace rovny, tedy

Fu__0h _0f _ O
orov — oV OT  oVoT’

Priklad 4.18. Dokazte, ze stavovou funkci termodynamiky je tzv. termicka stavova funkce
p proménnych V, T zvand tlak, plati-li pro idedlni plyn Boyleuv—Mariottuv zakon p = Rv.
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RT _

v = p(T, V). Parcidlni derivace této funkce jsou

Reseni. Uvazujme p =

dp R dp  RT

or v' oV V2
a Zaroven

?p R ?p R
orov. -~ v 9vor - v¥
tj. smiSené parcialni derivace jsou si rovny. Odtud plyne, ze tlak p jako funkce objemu a tlaku
je stavovou funkei a jeji totalni diferencial je
R RT
dp = =d7T' — —dV. 4.10

Pro vypocty prikladu, kde pracujeme s Boylovym—Mariottovym zakonem, nam tudiz staci
znat pouze pocateéni a koneénou hodnotu tlaku idealniho plynu, nezélezi nam na ,cesté”,
kterou se tlak z poc¢atecniho do koneéného stavu dostal.

A

Piiklad 4.19. Dokazte, ze vnitini energie U(T,V) systému pro idedlni plyn je stavovou
funkci, vite-li, ze zavisi pouze na teploté T, ale nikoliv na objemu V.

Resend. Uvazujme U = U(T,V) = U(T), coz vyjadiuje, ze vnitini energie je funkcf pouze
I~ 7z . 2 ~ . 7z ’
teploty. Pak g—g = 0 a smiSena derivace 6‘?/(% = 0. Oznacme Cy = g—g, kde Cy je molarni
tepelnd kapacita pfi konstantnim objemu. Vidime, ze C'y je funkci pouze teploty, proto % =
0. Odtud plyne, ze smiSené derivace jsou zadménné. Proto je vyraz
ou ou oUu

totalnim diferencidlem. Proto vnitini energie systému pro idealni plyn je stavovou funkci. A

Priklad 4.20. Ukazte, ze teplo @ neni termodynamickou stavovou funkei.
Resend. Plat{ prvn{ véta termodynamické
dU = dQ + dA, (4.12)

kde d@ je mnozstvi tepla, dA prace vlozena do systému pro idedlni plyn, ktery se pii kon-
stantnim tlaku rozepne o objem dV a kterému je déno teplo d@. Z (4.12) plyne

dQ = dU — dA.

Podobné jako v (4.11) lze pro praci vlozenou do systému odvodit vztah dA = —pdV'. Dosa-
dime-li zaroven za dU z vyrazu (4.11), tedy dU = Cy dT'. Dostaneme

d@Q = Cy dT + pdV.
Déle dosadme za tlak p z Boyle-Mariottova zdkona p = %, vyjde

RT
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Pro smisené parcialni derivace plati

0 0 RT

() =042

oV ar v
proto vyraz (4.13) neni totélnim diferencidlem a teplo () neni termodynamickou stavovou
funkci. Privedené mnozstvi tepla zavisi tedy na tom, pies které mezistavy se dostaneme do
kone¢ného stavu. A

Poznamka 4.21. Ve fyzikalni chemii se vyjadiuje jako vysledek spojeni prvni a druhé
véty termodynamické pro reverzibilni déj vztah pro diferencidlni vnitini energie uzavieného
systému

AU = TdS — pdV.

Vnitini energie U je chapana jako funkce entropie S a objemu V, tedy

U=U(S, V),
a ma totalni diferencial ou ou
dU = — dS + —dV.
95 7 Ty
Porovnanim obou vztaht ziskame parcidlni derivace vnitini energie
ou ou
— =T — = —p.
a8 Yoy Tl

Z rovnosti druhych smisenych derivaci

o°U aT N U 9(—p)
dS oV OV ov oS  9S

pak usoudime na vztah

or  op

ov. - 05
Tento vztah byva vyuzivan ve vypoctech ve fyzikalni chemii.
Cviceni

1. Vypoctéte parcialni derivace 1. fadu funkei:

a)  f(x,y) = 2® 4 22y + 3xy® + 4o — 5y, b)  flz,y) = 2z + 3y)",
o) fla,y) =72 d)  f(z,y) = ze®,
e) f(z,y) =sinxzy, f)  flz,y) = xlny,

g)  flz,y) =zyln(z +y), h) f(z,y) = arctg =,



Parcidlni derivace

. Vypoctéte dané parcialni derivace 1. fadu funkci v bodech:

a)  flay) =2 f,2.0), b flr.y) = In(z+ @ T ), fa(3,4),
o) flr,y) =y’ +yvi+a? f,(2,5), d) flr,y)=mh(r+L), f(1,2).
. Urcete smérovou derivaci funkce f = 4y — 2%y ve sméru vektoru 7 = (3, —2, —/3).

. Vypoctéte parcialni derivace 2. fadu funkei:

a)  f(z,y) =o' +y* — 2Py, b)  f(z,y) = 3zy* + 2y,
o) flz.y)=wzye’, d)  fla,y) = 2=,

e) [flz,y) =5, f) f(fv,y):\/ijyy

g)  [flz,y) = wsin(z +y), h)  flz,y) =In/2% + 42
. Urcete diferencial funkce v daném bodé:

a)  flz,y)=ay+ 7, [L1], b)  flz,y) = Va* +y?, [L1].
. Pomoci diferencialu priblizné vypoctéte:

a) arctg égg, b)  e005°-002,

. Najdéte rovnice tec¢né roviny ke grafu funkce v daném bodé:

a)  f(z,y) =Ty, [1,1,1], b)  f(z,y) =2* +xy + 2% [1,1,4].
. Zjistéte, zda dané vyrazy jsou totalnimi diferencidly néjaké funkce:

a) (rz+Iny)de+ (% + sin y) dy, b)  xsin2ydx + 22 cos 2y dy.

. Ovérte, ze dané vyrazy jsou totalnimi diferencidly néjaké funkce a tuto funkci najdéte:

a) —””j”;*—ijf b)  (y* —1)dz + (2zy + 3y) dy.
Vysledky:

1. a) f, = 32 +4xy + 3y, fy = 22%y+6zy —5, b) f, =202z +3y)?, f, = 30(2x+3y)?,
) fo= (xiy 7, fy (Hy)g, d) fo = €%, f, = 3ze%, e) f, = ycoszy, f, = xcoszy,
f) fo = 21:n7y§7 fy = Ty g)fm =yln(z +y) + % w+y7 Jy —:L’ln(x—i—y)—l—;—é,

h) fx = m2_z~/_y2a fy JT%

2. 8) f,(2.1) = 2, 1) £o(3.4) = £, ¢) £,(2.5) = 10+ V5, d) £o(1,2) = .
3. fv:——xy —2+3 292,
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4.

L P oo

S

) fow = 1222 — 8y?, fo, = —162y, f,, = 12y* — 822,
fez = 622, foy = 12y + 622y, f,, = 362y? + 227,

b)
C)fmtzoa fry_e (1+y) fyy—ey(2y—|—l’y),
d

)facac207 f:vy 27 fyy 37

e) fox =0, Joy = x3a Jyy = %a
)

f _ —3xy f _ 22%y— y f _ —x842x9?
T — T 5
(2 R R e LA

2) fon = 2cos(:1: +y) — xsm(af +9), foy = —wsin(z +y), fuy =
2 2

fmx = (xz_,,_y 29 fxy 2+y2)2a fyy (x2+y)

W sy NepEV
PODLE X A TAk PodLE Y
A THUNAQPAK A SNAD
SE PoTOM POTKA'NE

—zsin(x + y),
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Kapitola 5

Extrémy funkci vice proménnych

vvvvvv

jedné i vice proménnych.

Nejprve studujeme lokalni extrémy. Zde vysetiujeme danou funkeci pouze lokalné, tj. v okoli
néjakého bodu. Pokud je pfedepsdna mnozina a mame najit bod této mnoziny, v némz funkce
nabyva nejveétsi, resp. nejmensi hodnoty, mluvime o absolutnich extrémech.

5.1 Lokalni extrémy

Definice 5.1. Rekneme, ze funkce f(x,y) nabyva v bodé [z, yo] lokdiniho mazima, jestlize
existuje okoli tohoto bodu takové, ze pro vsechny body z tohoto okoli plati

f(z,y) < f(xo,v0)- (5.1)

Podobné definujeme lokdIni minimum. Jsou-li tyto nerovnosti ostré pro vsechny body tohoto
okoli ruzné od bodu [xg, yo], mluvime o ostrich lokélnich maximech a minimech.

Lokélni maxima a lokalni minima souhrnné nazyvame lokdini extrémy.

Priklad 5.2.
i) Funkee f(z,y) = /22 + y? m& v bodé [z, y] = [0, 0] ostré lokdln{ minimum, nebot f(0,0) =

0 a pro kazdé [z, y| # [0,0] je f(x,y) > 0. Grafem funkce je ¢ast kuzelové plochy.
ii) Funkce f: R? — R definovand piedpisem

fareh pro fay] £ 0,01

m4 v bodé [0, 0] ostré lokdln{ maximum, nebot pro [z, y] # [0, 0] dostatecné blizko pocatku
plati f(z,y) < £(0,0) = 1.

Uvedené priklady ilustruji skutecnost, ze pro existenci lokalniho extrému v néjakém bodé
funkce nemusi mit v tomto bodée parcidlni derivace, nemusi zde byt dokonce ani spojitd.
Nutnou podminkou pro existenci lokalniho extrému udava tato véta:
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Véta 5.3. Necht funkce f(x,y) md v bodé [xg,yo| lokdlni extrém a md v tomto bodé obé
parcidlni derivace 1.7adu. Pak plati

fz(IO, yo) = fy(Ioa yo) =0. (5-2)

Bod, ktery spliiuje podminku (5.2), se nazyva staciondrnd bod funkce. Zduraznéme, ze jde
o podminku pouze nutnou, tj. stacionarni bod nemusi byt bodem lokélniho extrému. Napft.
funkce f(x,y) = 2 m4 staciondrn{ body lezici na ose y (tj. body [0, y]), ale v Zddném z téchto
bodu extrém nenastava.

Postacujici podminku udava nasledujici véta.

Véta 5.4. Necht funkce f(x,y) md v bodé [xo,y0] a néjakém jeho okoli spojité parcidlni
deriace druhého Tddu a necht je bod [z, yo| jejim staciondrnim bodem.
Jestlize

D(20,40) = fuz(T0, Y0) fuy (%0, Y0) — [fay (@0, v0)]* > 0, (5.3)

pak md funkce f v [xo,yo] ostry lokdlni extrém. Je-li fy.(xo,y0) > 0, jde o minimum, je-li
fez(0,y0) < 0, jde o mazimum.
Jestlize D(xo,y0) < 0, pak v bodé [xg,yo| lokdIni extrém nenastdvd.

Poznamka 5.5. V piipade, kdy D(zg,y) = 0, nemuzeme podle této véty rozhodnout a
musime najit jinou cestu jak urcit, zda v tomto bodé extrém je a nebo neni.

Piiklad 5.6. Urcete lokalni extrémy funkce
fla,y) = 2" + 4 = 3ay.
Resend. Funkce, jejiz extrémy hleddme, je polynomem proménnych z,y, a proto jsou jeji
parcidlni derivace spojité v celém R?. Lokalni extrémy proto mohou nastat pouze ve sta-
cionarnich bodech, které najdeme jako feseni soustavy rovnic
fo=32"-3y=0, f,=3y*—32z=0.
Z prvni rovnice plyne y = 22 a dosazenim do druhé rovnice dostéavame
vt —r =z —-1D(2*+r+1)=0,
odtud z; = 0,79 = 1 (kvadraticky trojclen 2% + x + 1 mé zaporny diskriminant, a je proto
vzdy kladny). Existuji tedy dva staciondrni body P, = [0,0], P» = [1,1]. Déle plati f,, =
6x, fyy = 6y, fiy = —3, odtud
D(z,y) =36zy — 9, tj. D(P)=-9<0, D(Py) =36 —-9=27>0.

Podle véty 5.4 v bodé P; extrém nenastava a v bodé P, nastava ostré lokalni minimum, nebot
Zpz(P2) =6 > 0. A

Priiklad 5.7. Urcete lokalni extrémy funkce

f(z,y) = 22° — zy® + 5% + 2.
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Resend. Funkce f je véetné viech svych parcidlnich derivaci spojitd v celém oboru R2?, takze
muze mit extrémy pouze ve stacionarnich bodech.
Stacionarni body uréime ze soustavy

fo:62+102 —y*> =0
fy: =22y +2y=2y(l —z)=0.

Druhad rovnice je splnéna pro y = 0 nebo = = 1. Dosazenim téchto hodnot do prvni rovnice

dostdvdme: Pro 2 = 1 je 6 + 10 — y* = 0, tedy y12 = £4. Pro y = 0 je 622 + 10z = 0, tedy
5

T = 3 To = 0.

Stacionarni body tedy jsou S; = [1,4], Sy = [1, —4], S3 = [-2,0],5; = [0, 0].
Urcime druhé derivace funkce f

Jaw = 122 + 10, S =22 +2, Joy = fyz = —2y.

V kazdém z téchto bodu S = [z, yo] ur¢ime hodnotu vyrazu

D(S) = fxm(xmy())fyy(anyO) - [fxy(xmy(])]z'

Dostavame
160
D(Sl) =—64 <0, D(SQ) =—64 <0, D(S3) = —? < 0, D(S4) =20>0.
Lokélni extrém tedy existuje pouze v bodé Sy = [0, 0]. Protoze plati f,,(Ss) = 10 > 0 je
v bodé Sy lokdln{ minimum a plati f(0,0) = 0. A

Priklad 5.8. Urcete lokalni extrémy funkce

flz,y) = emQ_y(E) — 2z +vy).

Reseni. Funkce f(z,y) je vEetné vSech svych parcidlnich derivaci spojita v celém oboru R?,
takze muze mit extrémy pouze ve stacionarnich bodech.
Stacionarni body uréime ze soustavy

fo: € 7Y(—42 + 20y + 102 — 2) = 0
fy: V(2 —y —4) = 0.

. . 2_ v vz
Protoze vyraz e* Y # 0, feSime soustavu

—42% + 2xy 4+ 102 — 2 =0
20 —y—4=0.

Vyjadiime-li ze druhé rovnice y = 22 — 4 a dosadime-li do rovnice prvni, obdrzime rovnici
—2x + 2 = 0. Ziskame tak staciondrni bod S = [1, —2]. Uréime druhé derivace funkce f(z,y):

foo =" 7Y(—82" + da?y + 2027 — 120 + 2y + 10),  f,, =" Y(—2z+y+3),

foy = fyo = € Y(42® — 22y — 8z + 2).

V bodé S uréime hodnotu vyrazu D(S) = fo(1, =2) fyy (1, =2) = foy (1, =2) fyyz (1, —2). Dos-
tdvame D(S) = —2e*(—e?) — 4e® = —2¢% < 0. Proto funkce f(z,y) neméa lokdln{ extrém. A
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Priiklad 5.9. Urcete lokalni extrémy funkce

flx,y) =a" +y' — 2% — 20y — .

Resend. Staciondrni body uréime jako feseni soustavy rovnic
fo=42® —20 -2y =0, f,=4y>—22—2y=0. (5.4)

Odectenim rovnic dostdvdme x® — y3 = 0, odtud = = y a dosazenim do jedné z rovnic v (5.4)
dostavame tfi stacionarni body P, = [0,0], P, = [1,1], P =[-1,—1].
Déle

D(@,y) = faul®,9) fyu(2.y) = [foy (2, 9)]* = (1227 = 2)(12" — 2) — 4.

Protoze D(P,) = D(P3) = 96 > 0 a fu(1,1) = fo(—1,—-1) = 10 > 0, mé funkce f
v obou téchto stacionarnich bodech ostré lokalni minimum. Ve stacionarnim bodé P; je vsak
D(P;) =0, proto o existenci extrému v tomto bodé nelze takto rozhodnout.

Zde postupujeme nésledujicim zpusobem: Funkci f muzeme upravit na tvar f(z,y) =
' +yt — (z+y)% Odtud f(z,—z) = 2z* > 0 pro x # 0. Na druhé strané f(z,0) = 2% —2? =
z?(1 —2?) < 0 pro z € (—1,0) U (0,1). V libovolném okoli bodu [0, 0] tedy funkce f nabyva
jak kladnych, tak zapornych hodnot, coz spolu s faktem, ze f(0,0) = 0, znamen4, Ze v tomto
bodé lokalni extrém nenastava. A

5.2 Absolutni extrémy

Definice 5.10. Necht je ddna mnozina M v roving, bod [zg, yo] lezi v této mnoziné a funkce
f(z,y) je definovand na této mnoziné. Rekneme, ze funkce f(x,y) nabyva v bodé [z, yo]
absolutni maximum na mnozZiné M, jestlize pro vSechny body této mnoziny plati nerovnost

f(z,y) < f(@o,90)-

Podobné definujeme absolutni minimum funkce na mnoziné. Absolutni maxima a minima
souhrné nazyvame absolutni extrémy.

Na otézku, kdy mé funkce na mnoziné absolutni extrémy, dava odpoved Weierstrassova
véeta: Je-li mnozina M ohranicena a uzaviend a funkce spojita na této mnoziné, pak existuji
absolutni extrémy na této mnoziné. Tato podminka bude ve vSech nasich tlohéch splnéna.
Navic budou tyto funkce diferencovatelné, tudiz budou mit spojité parcialni derivace 1. fadu.

Postup, jak hledame absolutni extrémy:

1) Najdeme stacionarni body a vybereme ty, které lezi uvniti mnoziny M.

2) Vysetiime danou funkci na hranici mnoziny. Zpravidla tvoii tuto hranici isecka nebo
pulkruznice. Rovnici této kfivky, ktera tvoii ¢ast hranice, dosadime do funkce f(x,y) a vy-
Setfujeme absolutni extrémy vzniklé funkce jedné proménné.



66 Extrémy funkci vice proménnych

Priklad 5.11. Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce

flry) =2 +y* —ay —z—y
na oblasti popsané nerovnicemi x > 0,y > 0axz +y < 3.

Resend. Vysetifme nejprve lokdlni extrémy funkce f(z,y). Staciondrni body uréime ze sous-
tavy

fei20—y—1=0
fy:2y—a2—-1=0.
Snadno uréime, ze jedinym staciondrnim bodem je bod S = [1, 1], ktery zfejmé lez{ uvnitt
dané oblasti. Plati f(1,1) = —1. (Neni tfeba dokazovat, ze jde o lokalni extrém. Hodnotu
v tomto bodé porovndme s hodnotami ziskanymi na hranici oblasti.)

Nyni budeme hledat nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce f(x,y) na hranici trojihelnika,
ktery je tvoren tseckami:

Ly=02€[0,3] ,ILy=3-2 ,z€[0,3],1IL =0,y € [0,3].

I) y=0, z € ]0,3]. Dosazenim dostdvame
flz,0)=2" -z

a hleddme absolutni extrémy této funkce jedné proménné pro = € [0,3]. Plati f'(z) =
2x—1, odtud x = % Funkéni hodnoty ve stacionarnim bodé a v krajnich bodech intervalu

jron (1) = —2, (0) = 0a f(3) = 6.
II) y =3 —a, x € |0, 3]. Dosazenim dostavame

f(z,3 —x)=32> -9z +6

a hleddme absolutni extrémy této funkce jedné proménné pro = € [0,3]. Plati f'(x) =

6x—9, odtud x = % Funkéni hodnoty ve stacionarnim bodé a v krajnich bodech intervalu

jsou f(5) = —1, f(0)=6a f(3) =6.
III) z =0, y € [0, 3]. Dosazenim dostdvame

F0,y) =y —y

a hleddme absolutni extrémy této funkce jedné proménné pro y € [0,3]. Plati f'(y) =
2y—1, odtud y = % Funkéni hodnoty ve staciondrnim bodé a v krajnich bodech intervalu

jsou (1) = —1, £0) =0 f(3) = 6.
Vidime, ze plati: f(1,1) = —1, f(1,0) = =L, f(0,0) = 0, f(3,0) = 6, f(3,3) = —2,
f(O’ 3) = 6, f(ov %) = _zl;'

Porovnanim vsech vypoctenych hodnot vidime, Ze funkce f(x,y) nabyvé na oblasti své
nejmensi hodnoty v bodé [1, 1] a své nejvétsi hodnoty v bodech [3,0] a [0, 3]. Dostavame tak

fmin =—1, pro [l’,y] = [17 1]7
fmax = 67 pro [l',y} = [370] a [-T,y] = [073]
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Priklad 5.12. Urcete nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce

fla,y) =2° =y
v kruhu 2% + 2 < 4.

Resend. Vysetifme nejprve lokdlni extrémy funkce f(z,y), kterd je véetné viech svych par-
cialnich derivaci spojitéd v celém oboru R2.
Stacionarni body urcéime ze soustavy

fei20=0

fy 1 —2y=0.

Jedinym staciondrnim bodem je bod S = [0, 0], ktery ziejmé lezi uvniti daného kruhu.
Obvyklym zpusobem bychom nyni mohli ukazat, ze v tomto bodé funkce f(z,y) nema lokélni
extrém. Hleddme-li nejvétsi a nejmensi hodnotu funkce na daném kruhu, sta¢i porovnat hod-
notu f(0,0) = 0 s hodnotami, které ziskdme na hranici kruhu. Budeme tedy nyni hledat
nejvétsi a nejmensi hodnotu funkee f(z,y) na kruznici 22 + 3? = 4. Tu si rozdélime na dvé
¢asti, horni a dolni pulkruznici.

I) Horni pulkruznice je popsana rovnici y = v/4 — 22, pro z € [—2,2]. Dosazenim do piedpisu
funkce f(z,y) dostavame

flx,Vad—a2) =2 —4+2° =22" — 4.

Obdrzeli jsme funkei f(x) jediné proménné a jeji absolutni extrémy nyni najdeme (v tomto
jednoduchém piipadé bychom to mohli snadno vySettit graficky). Jsou bud ve stacionér-
nich bodech funkce f(z) nebo v krajnich bodech intervalu [—2,2], tj. krajnich bodech
pulkruznice.

Polozime f'(x) = 4z = 0, odkud ziskdvdme jediny staciondrni bod zo, = 0, pro ktery
plati f(0) = —4. V krajnich bodech intervalu [—2, 2] nabyva funkce f(z) hodnot f(—2) =

f(2) =4
IT) Dolni pulkruznice je popsana rovnici y = —v/4 — 22, pro [—2,2]. Po dosazeni do ptedpisu
funkce f(z,y) dostavame stejnou tlohu, jako v piipadé I.

Porovnéanim vsech vypoctenych hodnot vidime, ze

frnin = _47 pro ['Tu y] = [07 :i:2]7
fmax = 47 pro [‘Ta y] - [j:27 0]

Priklad 5.13. Urcete nejmensi a nejvétsi hodnotu funkce

fryy)=ay—2*—y*+x+y

v trojihelniku tvofeném soufadnymi osami a teénou ke grafu funkce y = 2 v bodé [2,2].



68 Extrémy funkci vice proménnych

Resent. Nejprve uréeme rovnici teény ke grafu funkce y = %. Plati 3/ = —I4—2, tj. rovnice tec¢ny
v bodé [2,2] je y = 2 — 3(z — 2) = —z + 4. Tedy mnozinou M, na nfz hleddme absolutni
extrémy, je mnozina

M={r,y)eR?*: >0,y >0,y <4—uz}.
Urcime stacionarni body funkce z
fa=y—20+1=0, f,=2—-2y+1=0,

odkud dostdvdme stacionarni bod [x,y] = [1,1] € M.
Nyni vysSetifeme funkci f na hranici mnoziny M, ktera se sklada z tisecek

Ly=0z€0,4, IL.z=0,yel0,4, ILy=4—z, z€][0,4].

I) y=0, z € [0,4]. Dosazenim dostavame
u = f(.T,O) = —$2+Jf

a hleddme absolutni extrémy této funkce jedné proménné pro z € [0, 4]. Polozime u'(z) =
—2x+1 =0, odtud =z = % Funkcni hodnoty ve stacionarnim bodé a v krajnich bodech
intervalu jsou u(3) = 1, u(0) = 0, u(4) = —12.

IT) 2 =0, y € [0,4]. Dosazenim dostavame

v=[0,9)=-y*+vy

a stejné jako v ¢asti I v(0) =0, v(4) = —12, v(%) =
III) y =4 — z, x € [0,4]. Dosazenim dostavame

1
1

w=flr,d—2)=2(d—12)—2*—(d—2)+z+4—x=-32"+ 122 — 12.

Polozime w'(z) = —6x + 12 = 0, odtud =z = 2, w(2) = 0. V krajnich bodech w(0) =
—12,w(4) = —12.

Porovnanim funkénich hodnot funkce f na hranici (tj. hodnot funkei u, v, w v jejich sta-
cionarnich bodech a v krajnich bodech intervali, kde tyto funkce vysetiujeme) s funkéni
hodnotou funkce f v jediném staciondrnim bodé [1, 1] vidime, ze

Jmin = —12 pro [I7y] = [0’4] a [ZL’,y] = [47 0]’
fmax =1 pro [x7y] = [17 1]

Zavérem poznamenejme, ze algebraické ipravy spojené s vyjadienim funkce f na hranici
byvaji nejéastéjsim zdrojem numerickych chyb. Mame vsak k dispozici pomérné dobrou pru-
béznou kontrolu. V bodé [z, y] = [4, 0] se stykaji ¢dsti hranice I a III, a tedy funkce u z I musi
pro x = 4 nabyvat stejné funkéni hodnoty jako funkce w z IIl v & = 4. V nasem ptipadé je
u(4) = —12 = w(4). Podobné v bodé [0, 0] se stykaji ¢asti I a IT a v bodé [0,4] casti I a III.
Také v téchto bodech prubézna kontrola vychdzi, nebot w(0) = 0 = v(0) a w(0) = v(4) = —12.
Doporucujeme ¢étenéii tuto kontrolu vzdy provést, nebot znaéné minimalizuje moznost sfient
numerické chyby ve vypoctu. A
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Cviceni
1. Urcete lokalni extrémy funkeci

a) f(z,y) =a®+4ay+6y> — 22 +8y, b) flz,y) = —3z" -5y,

¢) flz,y)=2>+y*—azy—2z+vy, d)  f(z,y) = 102%y — 5a?
e) flzy) =2 +y* +2y+4, f)  flz,y) =2y —2z—1y,
g) flzy) =at+yt—day+1, h)  flz,y) =ay(d —z —y).

2. Urcete absolutni extrémy funkei na mnoziné M

f(z,y) =14 4x — by, M je trojihelnik s vrcholy [0, 0], [2, 0], [0, 3],

- 4y2a

a)

b) f(z,y) = 2%+ y? + 32y + 2, M je omezend grafy funkei y = |z| a y = 2,

c) f(z,y) = 3xy, M je kruh 22 + ¢y* < 2,

d) f(z,y) = 22% + 4y*, M je kruh 2% + y* <9,

e) f(z,y) =x*+y> — 9zy + 27, M je ctverec s vrcholy [0, 0], [4,0], [4, 4], [0,4],
f) f(z,y) =4do + 6y —2® —y*, M = {[,y]: 0 <2 <4,0<y <5}

JEN ARY TO
NEBYLO ,
JENONH cow.m
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Vysledky:
1. a) fmin = —19 v bodeé [7, 3],
b) fmax = 0 v bodé [0, 0],
¢) fmin = —1 v bodeé [1, 0],
d) fmin = 0 v bodeé [0, 0],
e) fmin = 4 v bodeé [0, 0],
f) finin 2 v bode [1, 2],

2. a)
b) fmin = 2 v bodé [0,0
¢) fmin = —3 v bodech
d) fmin = 0 v bodé [0,0

]
[
]

ax = 22 v bodé [2, 2],
1] a [1, —1], fmax = 3 v bodech [1,1] a [—1, —1],
, Jmax = 18 v bodech [0, 3] a [0, —3],

e) fmin = 0 v bodeé [3, 3], fimax = 91 v bodech [0,4] a [4,0],
£) fmin = 0 v bodech [0,0] a [4,0], fuax = 13 v bodé [2,3].
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Kapitola 6
Dvojny integral

V této kapitole se budeme zabyvat integralem funkce dvou proménnych — tzv. dvojnym in-
tegralem. Ukazeme dva zpusoby, jak lze vypocitat dvojny integral: Prevedeni dvojného in-
tegrélu na dva jednoduché integrély (tzv. Fubiniova véta) a pomoci transformace do polarnich
soufadnic.

6.1 Co je dvojny integral

Pripomenme si, co je integral funkce jedné proménné (jednoduchy integral). Je-li funkce f(x)
nezdpornd a spojitd na intervalu [a, b], pak integrél této funkce na intervalu [a, b]

/a H) da

je ¢islo, které vyjadiuje obsah rovinného obrazce M ohrani¢eného grafem této funkce, osou x
a pfimkami z = a a = b. Pomoci nerovnosti muzeme mnozinu M zapsat

M={r,yeR*: a<z<b 0<y< f(z)}

Tento integral lze spocitat pomoci primitivni funkce F' k funkei f jako F(b) — F(a).

Dvojny integral je integral funkce dvou proménnych. Pii zavedeni tohoto pojmu vyjdeme
z geometrického vyznamu dvojného integrélu:
Necht funkce f(z,y) je nezdpornd a spojitd na mnoziné M C R?

M={le,y €B: a<a<b o) <y<vl) (6.1)

kde ¢(x), 1 (x) jsou spojité funkce na intervalu [a,b] a p(z) < ¢ (x). Pak dvojny integrdl této

funkce na mnozine M
// flz,y)dedy
M

je ¢islo, které vyjadiuje objem télesa V ohranic¢eného grafem této funkce, rovinou xy a plastém
vedenym pies hranici mnoziny M. Pomoci nerovnosti muzeme toto téleso zapsat

V ={[z,y,2] € R*: 0< z< f(z,y) pro [x,y] € M}.
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Poznamenejme, 7ze piesné zavedeni dvojného integralu je pomérné technicky naroéné, nebot
je tfeba zavést miru v roviné a pomoci miry pak definujeme Riemannuv dvojny integrél.
Je-li M obdélnik o stranach a,b a f(x,y) = ¢, pak dvojny integral vyjadiuje objem kvddru

a plati
//cdxdy:wb-c.
M

Je-li f(z,y) =1 na mnoziné M, pak dvojny integral vyjadiuje obsah (miru) mnoziny M:
// dedy = m(M).
M

6.2 Fubiniova véta pro dvojny integral

Zakladni metodou pro vypocet dvojného integralu je prevod dvojného integralu na dva jedno-
duché integraly. Tato metoda je popsana v nasledujicich dvou vétach.

Véta 6.1 (Fubini). Necht funkce f(x,y) je spojitd na obdélniku M = [a, b] x [c, d]. Pak plati

//f(x,y)dxdy:/ab (/jf(x,y)dy) dz. (6.2)

Poznamka 6.2. a) Integrél na pravé strané vyrazu (6.2) se nazyva dvojnasobny integral.
V tomto integrélu integrujeme postupné nejprve podle y a pak podle x. Zdménou proménnych

xr a y dostaneme
//f(r,y)dxdyz/cd (/abf(x,y)dx) dy.
M

Znamena to, ze nezalezi na poradi, v jakém na pravé strané integrujeme.

b) Dilezitym predpokladem je spojitost funkce. Neni-li funkce f(z,y) spojita na obdélniku
J, pak uvedené tvrzeni neplati — dvojny integrdl nemusi existovat a nelze zménit poradi
integrace v dvojnasobném integralu.

c) V piipadé, ze ma integrovana funkce tvar soucinu f(x)g(y), kde f je spojita funkce na
[a,b] a g je spojitd funkce na [c, d], je mozné vypocet zjednodusit

f(z)g(y) dzdy = b df(fr)g(y)dy dz = bf(ﬂc)dw- dg(y)dy
[ S ey

Priiklad 6.3. Vypoctéte
/ / 2y da dy,

M

kde mnozina M je obdélnik s vrcholy A =[0,1], B =[2,1], C' = [2,2] a D = [0, 2].
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Regent. Vidime, ze plati 0 <z <2 a 1 <y < 2. Podle Fubiniovy véty pak dostavame

2 2 2 yz 2 2 1
//zzydxdy:/ (/ x@dy) dx:/ [302—] dx:/ (2952——;152) dr =
0 1 0 2|, 0 2
M
2 372
:/ §x2 dr = {:1:_] =4.
0 2 21,

Pokud zvolime opaé¢né potradi integrace bude vypocet vypadat takto

2 2 2 $3 2 28
[fvi= [ ([ isyor= [ [ 0= 3
¥ 1 0 1 3 0 1 3

{4 2]2_ 16 4

3?/

. 3 3

Vzhledem k tomu, Ze integracéni oblast je obdélnik a integrovand funkce je tvaru f(z,y) =
g(x)h(y), muzeme vyuzit predchozi poznamky

2 2 372 972
1
0 . 31, 12, 3 2
M

Uvedenou vétu lze zobecnit pro integraci ptes ,,deformovany obdélnik®.

Véta 6.4 (Fubini). Necht funkce f(x,y) je spojitd na mnoziné M C R?, kterd je ddna vztahem

(6.1). Pak plati
[ = [ ([ st o 63)

Priiklad 6.5. Vypoctéte
/ / 23y dady,
M

kde mnozina M je ¢tvrtkruh o daném poloméru r > 0 se stiedem v pocatku, lezici v prvnim
kvadrantu.

Resend. Mnozinu, pies kterou integrujeme, muzeme popsat nerovnostmi
0<x<r, 0<y<Vr?—ua?

Dosazenim do (6.3) dostaneme

r [ VPR

// 23y dedy :/ (/ 3y dy) dx.
0 0

A
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Pro vnitini integral dostavame

VT
/ Py dy = 2° [y_
0

Proto dvojny integral je

1 [ 1 [ 242 677 6
//x3yd$dy:—/(I3T2—x5)dx=— ﬁ_x_ :7“_

2 Jo 20 4 6], 24
M

A
Piiklad 6.6. Vypoctéte
// (2x +y) dzdy,
M
kde mnozina M je lichobéznik uréeny ptimkami x =1, x =2, y=1ay =2z
Resend. 7 obrazku 6.1a vidime, ze plati 1 < x <2 a1l <y < 2z. Dostavame
2 2z 2 yg 2z
//(Qx—i—y) dxdy:/ </ (2x 4+ y) dy) dx:/ {2xy+—} dx =
J 1 1 1 2],
2 2
1 1 21
:/ 402 4222 — 20 — = | do = |22 — 2% — —2| = =.
1 2 2], 2
A
oy y=2z, y
/|
/
/
/
SRR
/
1 2 z 1 2 x

Obrazek 6.1: Mnoziny z prikladu 6.6 a 6.7

Priklad 6.7. Vypoctéte

2
[

M
kde mnozina M je ohranicend kiivkami y =z, x =2 a zy = 1.
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Resent. 7 obrazku 6.1b vidime, ze plati 1 < z < 2 a % < y < z, pricemz soufadnici x = 1
jsem dostali z feSeni rovnice % = z. Integrovana funkce je na oblasti M spojitd. Dostavame

Priiklad 6.8. Vypoctéte

2 2
//:E—dedy:/
Yy 1

//xydxdy,
M

2 212
dx:/ [_x_] dr =
1 Yyl

kde M je mnozina ohrani¢end pfimkou y = x — 1 a parabolou y* = 2z + 6.

Obréazek 6.2: Ruzné popisy mnoziny M z piikladu 6.8

Reseni. Nejprve vyjadiime danou mnozinu pomoci nerovnosti. K tomu potfebujeme urcit

pruseciky piimky a paraboly. Vyjaditme-li z obou ptfedpist proménnou z, pak z rovnosti

dostaneme y-ové souradnice téchto pruseciku, tj. y = —2 a y = 4. Dosazenim do rovnice
piimky ziskdme z-ové souradnice z = —1 a x = 5. Mame dvé moznosti, jak vyjadiit mnozinu

M.
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a) Pii obvyklém poradi integrace dydz vyjadiujeme mnozinu M pomoci nerovnosti tvaru
(6.1). Tj. je ohrani¢end funkcemi proménné x a dolni hranice je slozena ze dvou ¢asti,
proto musime v tomto pripadé mnozinu M rozdélit na dvé mnoziny M = M; U M,, kde

M, : —3<z< -1, —2x+6 <y <+2x+06,
My : —1<ax<5h, r—1<y<+2x+6.

Pti integraci v poradi dy dz tak musime dany integral rozdélit na dva integraly

~1 [ (v2zF6 5 Noz=x;
//xydxdy:/ / xy dy dx—i—/ / rydy | dx.
" -3 —/2x+6 -1 z—1

b) Vyhodnéjsi proto bude integrovat v opacném potradi dx dy. Pak M vyjadiime nerovnostmi

1
—2<y<4, Sy -3<w<y+l
a dvojny integral je roven
4 y+1 47,2 y+1
[fovisee [ ([ i) o [
A —2\/3v* =3 -2 |2 323

N~ N~ N

y
4 ys

/ <_Z +4y° + 2y* — 8y> dy
2

P y? !
[—— +yt + 25 - 4y2] = 36.
-2

6.3 Polarni souradnice

Integrujeme-li pfes mnozinu M, kterd je ohrani¢end kruznici (¢dsti kruznice, mezikruzim),
pak misto kartézskych soutadnic x, y je vyhodné pouzivat polarni souradnice g, .

Necht bod v roviné mé kartézské souradnice [z, y]. Pak poldrni soutadnice ¢ je vzddlenost
bodu od pocéatku a ¢ thel, ktery svird privodic (tj. tsecka spojujici bod s po¢dtkem) s kladnym
smérem osy x. Odtud plynou rovnice transformace pro prevod kartézskych souradnic do
polarnich:

T = pCos P,
Yy = psin .

\]

8

Napiiklad, kruh o poloméru r je v polarnich souradnicich popsén o = r, 0 < ¢ < 2.
Podobné poloptimka y = x pro z > 0 je popsdna ¢ = 7, 0 > 0.
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Priklad 6.9. Popiste mnozinu, ktera je zapsana v polarnich soutadnicich:
™ 7r

2<0<4, —<p< -,

Resent. Jde o mezikruzi ohranicené kruznicemi se stfedem v pocétku a polomeéry r = 2, 1 = 4
a omezené piimkami y = z a x = 0 (tj. osa y). A

Pti transformaci integralu do polarnich soutradnic hraje diilezitou roli determinant

Lo Yo

2 )
= pcos” @+ oS’ p = g.
Lo Yo

J(u,v) =

B Cos ¢ sin @
"~ | —osing pcosp

Tento determinant se nazyva jakobidan zobrazeni F' pro prevod kartézskych souradnic do po-
larnich.

6.4 Transformace dvojného integralu

Jestlize pti vypoctu dvojného integralu pouzijeme pro vyjadieni mnoziny M polarni soutad-
nice o, ¢, pak dany integral transformujeme do polarnich soutadnic, kde se objevi jakobian,
a po té pouzijeme Fubiniovu vétu. Tento postup lze popsat nasledujicim zpusobem:

Véta 6.10. Necht funkce f(x,y) je spojitd na mnoZiné M a necht je tato mnoZina uréend
v poldrnich soutadnicich nerovnostmi

01 <@ <@y 01(p) < o< op).

2 02(¢) ‘
//f(x,y)dxdy:/ / flocosp, psinp) pdo | de.
iy 1 o1(p)

Priklad 6.11. Vypoctéte

M

Pak plati

kde M je kruh 22 + y? < 9.

Reseni. Nejprve popiseme mnozinu M v poldrnich soufadnicich. Rovnice 2?2 + % = 9 urcuje
kruznici se sttedem v pocatku a polomérem 3. V polarnich soutadnicich tak dostavame

0<0<3, 0<p<om

Nyni podle véty 6.10 dostaneme

27 3 2m 1 3
//(:B—y) dedy = / (/ 0%(cos ¢ — sin ) dQ) dap:/ {593] (cos —sing)dyp =
0 0 0 0
M

2
:9/ (cosgo—singo)d@:9[sin<p+cosg0]§7r:O.
0
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Piiklad 6.12. Vypoctéte

/ V1—22—y2dxdy,

M

kde oblast M je ¢tvrtinou kruhu 22 + y? < 1 lezici v prvnim kvadrantu.

Reseni. Mnozinu M v polarnich souradnicich muzeme popsat nerovnostmi

0<o<1, 03%%

Pripomenme, ze plati
sin?z + cos?z = 1.

Podle véty 6.10 dostaneme

//mdxdy—/o

[NE]

1
(/ Q\/l — 0%(sin? z + cos? z) dg) dy =
0
L z 1
=/ / g\/l—gzdgdwz/ dso-/ oV1—o0*do=
0o Jo 0 0

= | 2edo=ar | = [¢l} [ Sviae =7 |2vA] =
1~+0,0~1 1 1

Obrazek 6.3: Mnozina M z piikladu 6.13

Piiklad 6.13. Vypoctéte
// (x2 +y2) dx dy,
M

kde pro oblast M plati 1 < 22 +y* < 4, y > |z|.
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Reseni. Oblast ohrani¢ena danymi kiivkami je ¢ast mezikruzi, ktera je ohrani¢end piimkami
y = x ay = —x. Popsat mezikruzi jiz umime, jak muzeme popsat dané pr1mky7 Jedna
zZ mozné)stl je primo, z ndzorn¢ho vyznamu polarnich soutadnic, tj. y =z je p = F ay = —
je ¢ = “F. Druhd moznost je pomoci dosazeni transformacnich rovnic a reseni prislusné gonio-

g . ) _ (. . o L
metrické rovnice, napiiklad pro y = x, dostdvdme cos ¢ = sin ¢ a odtud ¢ = 7. V poldrnich
soutradnicich tak muzeme mnozinu M popsat nerovnostmi:

3T

T
4
Pro dany integral plati

//(a:2+y2)d:cdy—/ (/ (cos? ¢ + sin gp)dg)d
-[fos
1]

Nyni podrobnéji popiseme transformaci dvojného integralu. Tu lze provést nejen pro
polarni souradnice, ale pro libovolnou ,,péknou” transformaci. Prikladem je zobrazeni, které
transformuje rovnobéznik na obdélnik (takové zobrazeni je linedrni), nebo zobrazeni které
transformuje elipsu na obdélnik. Vybér transformace se provadi podle tvaru mnoziny, pies
kterou integrujeme.

Nejprve zaved me nasledujici pojmy.

g 2 2
/ (cos® ¢ + sin” ) dy

M:' H:\
Il
3

A

Definice 6.14. Nechf je ddno zobrazeni F': R? — R? uréené rovnicemi
r=k(u,v), y=1u,v), (6.4)

kde funkce k£ a [ maji spojité parcialni derivace prvniho tfadu. Pak F se nazyvéa spojité
diferencovatelné zobrazeni a determinant

j(u, ’U) — ) I]j:u lu

v by

se nazyva jakobidn zobrazeni F. Jestlize J (u,v) # 0, pak se toto zobrazeni nazyva reguldrni.

Naprtiklad, linedrni zobrazeni z = au + bv, y = cu + dv ma jakobidan J = ad — bc. Toto
zobrazeni je regularni, jestlize ad # be. Toto zobrazeni pii vhodné volbé konstant transformuje
rovnobéznik v roviné zy na obdélnik v roviné uw.

Véta 6.15. Necht je ddna spojitd funkce f promeénnych x a y na mnoziné M dané vztahem
(6.1). Necht F: R* — R? je prosté requldrni zobrazeni zadané rovnicemi (6.4) a necht M =
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F(B). Pak plat{
//f(”’“’y) d”dyz//f[’f<u>v>,l(u,v>]lj(u,v>ydudv.

Priklad 6.16. Urcete obsah rovnobézniku M:
r<y<z+1, 2r — 2 <y < 2x. (6.5)
Resent. Oznaéme nové promeénné
u =y-—x, v =y — 2. (6.6)

Pak z (6.5) dostaneme
0<u <1, —2<v <0

coz je obdélnik o strandch 1 a 2 a mé velikost m(B) = 2.
Z (6.6) dostaneme

r=u —v, Yy =2u—v.
Jakobidn tohoto zobrazeni je
1 2
e
Podle véty 6.15 plati
m(M) = // dzdy = // dzdy =m(B) =2
M B

6.5 Aplikace dvojného integralu

Piiklad 6.17. Urcete obsah kruhu o poloméru R.

Reseni. Pro uréeni daného obsahu musime spocitat [[ drdy, kde mnozina M je tvofena

M
danym kruhem. Kvuli jednoduchosti umistime kruh do pocatku a mmnozinu M popiSeme
v polarnich soutradnicich, dostaneme tak 0 < o < R, 0 < ¢ < 27. Pro dany integral tedy
mame

m(M)—// dxdy—/jﬂ(/oRng) dsO—/O%r d@'/ORQdQ_[SO]gW' {%QLR—WRQ

A

Piiklad 6.18. Vypoctéte obsah obrazce ohrani¢eného kruznici 2% + y? = 22 a piimkami
y=x,y=0.
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Resend. Hledany obsah bude uréen integralem [[ dzdy, kde M je mnozina urcend danym
M
obrazcem. Upravime-li doplnénim na dplny ¢tverec rovnici 22 + y? = 2z, dostaneme

(z =12 +y* =1,

coz je rovnice kruznice se sttedem v bodé [1,0] a polomérem 1. Dosadime-li za z = pcos ¢
a za y = psiny z transformacnich rovnic, dostaneme pro danou kruznici rovnici o? cos? p +
0% sin g = 2pcos ¢ a po tpravé g = 2cos . Dané pifmky maji rovnice ¢ = 0 a ¢ = Z, mame
tak popis mnoziny M

0<o<2cosp, 0<¢p<

e~

Pripomenme, ze plati
9 1+ cos2x
Cos" T = ———.

Podle véty 6.10 dostavame

z 2 cos ¢ 1 I I
// drdy = /4 / odo | dp = —/ [QQ]ZCOW d90:2/ cos? pdp =
J 0 0 2 Jo 0 0

¥ 1. T 1
:/ (I+cos2p)dp = |+ 5sin2p| =—+ .
0 2 o 4 2
A
y A //
/,’y:x
171 -
//
/
Vi 1 /'2 :t’
-1+ N~
22 +y? =2z

Obrazek 6.4: Mnozina M z prikladu 6.18

Priklad 6.19. Urcete objem V télesa, které je ohranicené plochou rotacniho paraboloidu
z = 2% + y* nad ¢tvercem urcenym body [0, 0], [1,0], [0,1] a [1,1].

Resend. Objem daného télesa je ddn integrdlem [[ (22 +y?)dz dy, kde M je mnozina tvoiend
M

danym c¢tvercem. Pro hledany objem tak dostavame

1

1/ p1 1 3
Vv ://(a:2+y2)dxdy:/ (/ (:E2+y2)dy) dx:/ [ny—I—y—] dr =
0o \Jo 0 3 1o
M
1 1 3 1 2
:/ 2?2+ =) de= x—-}-f ==
) 3 3 3|, 3
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Piiklad 6.20. Urcete hmotnost H obdélnikové desky M: 0 <z <2, 0 <y < %, kterd ma
v kazdém bodé [z, y] plosnou hustotu p(z,y) = xy.

Resend. Pro hmotnost H tenké desky M plati

H://p(x,y) dz dy.

Dostévame tak

=
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I
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I
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o,
NS
I

I
| — |
no| &,
o o
| — |
OIS
—_
) lw
Il
[\
| ©
Il
i~ ©

A

desce.

Zaverem ukazme, jak lze dvojny integral pouzit pro vypocet integrdlu funkce jedné pro-
meénné v pripadé, ze nezname primitivni funkei.

Priklad 6.22. Vypoctéte nevlastni integral

/ e da.
0
Resend. Podle poznamky 6.2 ¢) plati

/ e dx / eV’ dy = // e e dg dy = // o~ @) gy dy,
0 0 )/ J

kde M je ¢tverec [0,a] x [0, a]. Pro a — oo dostaneme

/ e da / eV’ dy = // o~ @ +%) 44 dy, (6.7)
0 0
I

kde I je prvni kvadrant. Pro vypocet dvojného integralu pouzijeme transformaci do polarnich
soutadnic a dostaneme

0 0
I

Pouzijeme substituci t = ¢?. Pak dt = 2pdp a dostaneme

,($2+ 2) o % ) 1 & ¢ o T P T
//e Y dxdy—/O dp 5/() e dt—Z[e ]O—Z.
I

Odtud a z (6.7) plyne

M

/ e dr = ﬁ
O 2
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Cviceni
1. Vypoctéte nasledujici integraly
a) [[(z* +y?)dady, kde M je ¢tverec uréeny body [0,0],[2,0],[0,2] a [2,2].

M
[[ zy* dx dy, kde M je lichobéznik omezeny pifmkamiy = -1,y =z, 2 =0az = 2.

b)
M
¢) [[zydxdy, kde M je mnozina ohrani¢ena nerovnostmi 1 < z < 4, % <y< .z
M
d) [[ zydzdy, kde M je trojihelnik uréeny body [0,0], [1,1] a [2,0].
M
e) [[(z+y)dxdy, kde M je ohrani¢ena kiivkami y = 22, y = x.
M
f) [[(12+y — 2?) dz dy, kde M je ohrani¢ena parabolami y = 22, y* = x.
M
g) [[ %4dxdy, kde M je ohrani¢ena pifmkami x = 0, + = 27, y = 0 a grafem funkce
M
y=2+sinz

2. Pomoci transformace do polarnich souradnic vypoctéte nasledujici integraly
a) [[(z+ y)dzdy, kde pro mnozinu M plati 2* +y? < 1,2 >0,y > 0.
M

b) [[ zy*dxdy, kde mnozina M je mens{ kruhovd dse¢ vytatd pifmkou z +y = 1 v kruhu
M

22 +y? < 1.

o) [[ e dg dy, kde pro mnozinu M plati 2? + 4> <1, z > 0.
M

d) [[ /2?4 y? dz dy, kde pro mnozinu M plati 2? + y* — 2y < 0.
M

e) [[arctg £ dzdy, kde pro mnozinu M plati z* +y*> > 1, 2° +y> < 3,y > T U < 3z
M

f) [[(z*+ y?) dz dy, kde pro mnozinu M plati 1 < z? +y* <4,y >0,y < z.
M

g) [[ydxdy, kde pro mnozinu M plati 2? + y* <4,y <z, y > —u.
M

3. Urcete obsah mnoziny M

a) Mnozina M je ohrani¢ena hyperbolou zy = 1 a piimkou 2z + 2y = 5.

b) Mnozina M je omezend kruznicemi x? +y* = 2z, 22 +y* = 4z a pifmkami y = z, y = 0.
4. Pomoci novych proménnych v = £ a v = yx vypocitejte obsah mnoziny M, kterd je

ohranicend funkcemi y = x, y = 2z, y = % ay = ﬁ.

Vysledky:

La) #,b)¥, 0% —In2,d)g e g5, )4+ 15 8) %

20
2.2) %, D) 55, 0) W5, ) B, ) £, 6) 2, 8) 0.
3.a) £ —2In2,b)3r -3

4™~ 2
4. m(M)=1In2
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Kapitola 7
Trojny integral

Podobné jako jsme v predchézejici kapitole integrovali funkci dvou proménnych, budeme se
nyni zabyvat integralem funkce tii proménnych — trojnym integrdlem.

Fyzikdlné muzeme definovat trojny integral takto: Hmotnost télesa je rovna soucinu jeho
hustoty a objemu. Mdme-li téleso V' C R? a jeho hustota je v bodé (z,y, 2) rovna f(x,vy, z),
pak hmotnost tohoto télesa je dana trojnym integralem

/// f(z,y, 2) dz dy dz.

Geometricky muzeme definovat trojny integral funkce f(x,y,z) = 1 na mnoziné (télese) V
jako miru této mnoziny (tj. objem télesa)

J[[ aravdz =mw.

K vypoctu slouzi opét Fubiniova véta, kterd prevadi trojny integral na trojnasobny, a trans-
formace integrédlu, nejcastéji do valcovych nebo sférickych soutadnic.

7.1 Fubiniova véta pro trojny integral

Zakladni metodou pro vypocet trojného integralu je Fubiniova véta, ktera je podobna jako
pro dvojny integral.

Véta 7.1 (Fubini). Necht funkce f(x,y,z) je spojitd na kvddru (trojrozmérném intervalu)
J =la,b] x [c,d] x [e,g]. Pak trojny integrdl je

///f(x,y,z)dxdydz:/ab{/cd (/egf(x,y,z)dz) dy} de.

Poznamka 7.2. a) Jednoduché integraly na pravé strané jsou dobte definované (tj. funkce
jsou integrovatelné). Podrobnéji, oznac¢ime-li J; = [¢,d] X [e, g], pak plati:
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1) Funkce h(zx f [ g(x,y, z) dy dz je integrovatelnd na intervalu [a, b] a

b
///g(x,y,z)dmdydz:/ h(x dm—/ // g(z,y,z)dydz | dx.
J a

2) Podobné, funkce k(y, z) = fab g(x,y, z) dz je integrovatelnd na dvojrozmérném intervalu

1 /// I dmdydz_// (v, 2 dde—//(/ o,y 2 dx)dydz_

b) Kdyz jsme pocitali dvojny integral pres obdélnik, nezélezelo na poradi v jakém integrujeme,
podobné ani u trojného integralu nezalezi pfi integraci na potadi, pokud integrujeme pres
kvadr.

Priiklad 7.3. Vypoctéte trojny integral

/// (z + ) dodydz,

kde mnozina V' je krychle, pro kterou plati 0 <2 <1, 1 <y <2a0< 2 < 1.

Reseni. Pouzijeme vétu 7.1, pricemz meze trojnasobného integralu jsou zrejmé ze zadani.

///““’) dmdydzz/ol{/j (/01<x+y> dZ) dy} d:v=/01(/12<:c+y> (= dy) dr =

=/01 (/12(x+y) dy) dx:/ol [xyﬂty;Idx
:/01 (2m+2—a:—%) d:c:/o1 <x+g> dz

Véta 7.4 (Fubini). Necht je ddna mnoZina v roviné

I
—
|%§
[N

+
| oo

S
"

I

[\)

M = {[z,y] € R*: a <z <b, p(x) <y <(a)},
kde @(x), ¥(x) jsou spojité funkce na intervalu [a,b] a o(x) < 1(x), a mnozina v prostoru
V o ={lr.y.2] €R®: [wy] € M, O(a,y) < 2 < V(z,y)},

kde ®(z,y), Y(z,y) jsou spojité funkce na mnoziné M a ®(x,y) < ¥(z,y).
Je-li funkce f(x,y,z) spojitd na mnoziné V v prostoru, pak plati

() U(z,y)
// flx,y, 2z dxdydz-/ / / f(z,y,z)dz | dy p dz.
o(z) @(z,y)
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Jinymi slovy, trojny integral prevedeme na trojnasobny integral ,,od bodu k bodu“, ,od
funkce k funkci“ a ,,od plochy k plose“. Postupné integrujeme podle z, pak podle y a nakonec
podle x.

Priklad 7.5. Vypoctéte trojny integral

///xzdxdydz,
7

kde pro mnozinu Vplati 0 < 2 <2, 0<y<zal0<z <. z+y.

Resent. Mizeme rovnou pouzit Fubiniovu vétu 7.4 a dany integrél piepsat jako trojnasobny

2 x vty 1 2 x
///mzdxdydz:/ / / rzdz | dy dx:—/(/ [J:zz]oﬁy dy) dr =
o [Jo \Jo 2 Jo \Jo

7
1 2 T 1 2 27T
:—/(/ (m2+xy)dy) da‘::—/ {ny—l—ﬂ} dr =
1 (2, P 3 [? 3 [24]7
= — ) dx == Sde == |=| =3.
| (eg) e[ eglE]

Priklad 7.6. Vypoctéte

///zdxdydz,
v

kde mnozina V' je ohranicena rovinami x +y+z2=1,2=0,y=0a x = 0.

Obréazek 7.1: Zobrazeni mnoziny V' z prikladu 7.6

Resend. Pfivypoctu trojného integralu, kdy dand mnozina nenf ddna nerovnostmi, je vyhodné
si nakreslit dva obrazky, jeden pro danou mnozinu V' a jeden pro jeji projekci na nékterou ze
soufadnych rovin (napf. rovinu zy). V tomto piipadé muzeme vidét, ze spodni hranici naseho
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télesa je rovina z = 0 a horni hranici je rovina x +y + 2z = 1, resp. z = 1 — z — y. Obé tyto
roviny se protinaji v piimce z +y =1 (y = 1 — z), které lezi v roviné xy. Projekce do roviny
xy je proto trojuhelnik a mame tak popis dané mnoziny

V ={(2,y4,2): 0<2<1,0<y<1—2,0<z <1—2z-—y},

coz nam umozni vypocitat dany integral pomoci Fubiniovy véty

Jf s {0 oo (L] ) e
B %/01(/01%(1 —x - y)Qdy) do = %/01 [—(1%_3/)3}:1 da

:é/olu—x)?’dx:%{—%]l:i

0

7.2 Valcové souradnice

Integrujeme-li pres valec V nebo jeho ¢ést, pak misto kartézskych souradnic z, y, 2 je vyhodné
pouzivat valcové souradnice g, ¢ a z.

Necht bod v prostoru mé kartézské soutadnice [z,y, z|. Pak vélcové souradnice jsou z
(beze zmény) a misto kartézskych soufadnic z, y jsou polarni soufadnice prumétu tohoto
bodu do roviny zy. Odtud plynou rovnice transformace pro prevod kartézskych souradnic do
valcovych:

T = 0COS Y,
y = osin,
- = Z.

Priiklad 7.7. Zapiste ve véalcovych souradnicich nasledujici mnoziny:

a) valec s osou v ose z, polomérem r = 10 a vyskou v = 100;
b) ¢ast koule se sttedem v pocatku, polomérem r = 2 lezici v prvnim oktantu (tj. = > 0,
y>0,z>0).

Resent. a) Pramétem vélce do roviny xy je kruh o poloméru 10. Vzhledem k tomu, Ze popis
v této roviné provadime pomoci polarnich soufadnic a vyska valce je 100, musi vSechny
body valce splnovat nerovnosti

0<p<2r, 0<p<10, 0<z <100.
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b) Prumeétem ¢dsti koule do roviny xy je ¢tvrtkruh, ktery muzeme v poldrnich souradnicich
popsat nerovnostmi

OSwsg, 0<o<2.

Rovnice koule o poloméru 2 a stiedu v pocatku je v kartézskych souradnicich z2 492+ 2% =
4. Rovnici ve valcovych souradnicich dostaneme tak, ze za x a y dosadime transformacni
rovnice, tj.

T = QCOs , Yy = osin g,

z = /4 — 0%

Celkem tak dostavame popis nasi mnoziny ve tvaru

mame tak

0<p<s, 0<p<2  0<z <Vi-¢

Jakobian zobrazeni F' pro prevod kartézskych soutradnic do valcovych je determinant

To Yo Zo cos singp 0
J =%y Yo 2, |=| —osing pcosp 0 |=p.
T, Y, 2 0 0 1

Vidime, ze tento jakobian je stejny jako pro polarni soutadnice.

7.3 Transformace trojného integralu

Protoze valcové souradnice jsou analogii polarnich soutadnic v roviné, postupujeme pfii trans-
formaci trojného integralu do vélcovych soutadnic podobné jako pii transformaci dvojného
integralu.

Véta 7.8. Necht funkce f(z,y,z) je spojitd na mnoziné V. C R® a necht je tato mnoZina
urcend ve valcovych souradnicich nerovnostms

01 << 01(p) <o<o(p), Plop) <z< T, p),

kde funkce o1, 02, ®(0,¢), Y(0,p) jsou spojité. Pak plati

w2 02(¥) T(o,9)
///f(w,y,Z)dxdydz:/ / / flocosp, osing,2) odz | do o dp.
©1 01(p) 2(0.p)
v
Priiklad 7.9. Vypoctéte trojny integral

/// (932 +y2) drdydz,

kde pro mnozinu V plati 22 + y?> < 2z a 2z < 2.
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Z A oA Y

Y
Ny g

(a) Prumét do roviny zz (b) Prumét do roviny xy (c) Graf funkce 2z = 2% + 32

Obrazek 7.2: Mnozina V' z prikladu 7.9

Resend. Mnozina V predstavuje ¢ast rotacniho paraboloidu z = #, ktery je shora sefiznut
rovinou z = 2, kterd je rovnobézna s rovinou Oy,,. Integral transformujeme do vélcovych sou-
fadnic. Rez rovinou z = 2 ziskdme dosazenim do rovnice paraboloidu, mame tak 4 = 22 + y2.
Vidime, ze fezem je kruznice se sttedem v pocatku a polomérem 2, do stejné kruznice v roviné
xy se promita i dané téleso. Pro mnozinu V' tak dostavame ve valcovych soutadnicich popis

Pro dany integrél tak dostavame

/// («* + %) dﬂ?ddeZ/OQ{/OzTF(/; 03d2> dgo} do = /02(/0%@3 E ]2%2 dgp) do =
A G R A e

Piiklad 7.10. Vypoctéte

/// Va?+y?dedydz,
7

kde V' je mnoZina omezens nerovnostmi 22 +y?> <1, 2<1—ya z > 0.

Reseni. Mnozina V je valec, ktery je seifznut rovinami z = 0 a z = 1 — y. Pfevodem do
valcovych souradnic dostaneme 0 < p < 1, 0 < ¢ < 27 a dosazenim transformacnich rovnic
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z 1}
1Y

(a) Prumét do roviny yz (b) Pramét do roviny zy

¥ s

~1
Obréazek 7.3: Popis mnoziny V z prikladu 7.10

do rovnice roviny 0 < z <1 — gsinp. Mame tak

Jlf s ([ 0w) s

27 1 )

- / ( / o[y ™7 d@) de =

0 0
27 1

=/ (/ 92(1—Qsinso)de) dp =

0 0
2m 3 4 1 2m
0 o . 1 1 .

— - — d = - — = d =
[ (5 5me] ae= [ (G-qme) 2
[1 1 r’f o

= |zp+ —-cosp = —.

3

Piiklad 7.11. Vypoctéte
/ / / zdxdydz,
1%

kde pro mnozinu V plati 22 +y*> > 2, 22 +y?> < 1, 2 > 0.

Resend. Mnozina V je vélec, ze kterého je ,vyifznut“ kousek rotaéniho paraboloidu. Opét
pomoci transformace do valcovych souradnic dostaneme ¢ € [0,27], o € [0, 1] (celé téleso je
uvnitt daného vélce), ve sméru osy z je téleso omezené rovinou zy a danym paraboloidem,
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1AY z

zZ A

1__

“Ya

A A3

T
-1 1

(a) Prumét do roviny xz (b) Primeét do roviny zy (¢) Obraz mnoziny V/

Obrazek 7.4: Tlustrace mnoziny V' z piikladu 7.11

tedy z € [0, 2% + y?] neboli z € [0, 0?] po dosazeni valcovych soufadnic. Dostdvame tak

/V//zdxdydz/o%{/ol(/ogz dez) dg} dSOZ%/OQﬂ</Olg[22}SQ dg) dp =

1 27 1 1 27 1 1 27
== ®do ) dp = — 0l dp = — dp =
2/0 (/0@ 9) p=15 [ [y de o) 4

™

1 2T

12

Trojny integral lze transformovat také do jinych soutadnic. Dalsim typickym piikladem
transformace jsou sférické souradnice o, ¢ a 0, které jsou definovany takto: Necht bod v pros-
toru mé kartézské soufadnice [x,y,z|. Pak soufadnice g je vzdélenost bodu od pocatku
(pruvodic), @ je thel, ktery svird pruvodi¢ s kladnym smérem osy z, a ¢ ihel, ktery svird

prumét pruvodice do roviny xy, tj. hodnota psin#, s kladnym smérem osy .

Zmnamena to, ze v roviné ry mame misto kartézskych soutradnic x, y polarni soutadnice
s pruvodicem psin @ a thlem ¢. Odtud plynou rovnice transformace pro prevod kartézskych

soufadnic do sférickych:

x = psinf cos @,

y = osinfsin p,

> z = pcosb.

Jakobidn tohoto zobrazeni je J = —0?sinf.
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Priklad 7.12. Zapiste ve sférickych soutadnicich kouli se stfedem v pocatku a polomérem
r=4.

Resent. Vyhodou sférickych soufadnice je fakt, ze koule se v nich d4 popsat, podobné jako
kvadr v kartézskych soutadnicich, pomoci nerovnosti s konstantnimi mezemi. V tomto ptipadé
budou tyto nerovnosti tvaru

0<o<4, O0<p<2r, 0<0<m
A

Poznamka 7.13. Podobné jako u dvojného integralu bychom mohli formulovat vétu o obecné
transformaci trojného integralu, opét je nutné integrovanou funkci pfi prechodu k novym
soufadnicim nésobit absolutni hodnotou jakobidnu této transformace.

7.4 Aplikace trojného integralu

Priklad 7.14. Vypocitejte miru mnoziny V', kterd je urcena nerovnostmi
2+t 22 —22<0, v+ - 22 <0.
Resend. Pro uréeni miry mnoziny V, potfebujeme spocitat [[[ dxdydz. Prvni nerovnost
1%

muzeme upravit do tvaru
Y+ (- 1) <1,
jednd se proto o kouli se sttedem v bodé [0, 0, 1] a polomérem 1. Druh& nerovnost predstavuje
cast kuzele s vrcholem v pocatku. Dosadime-li do obou rovnic sférické souradnice dostaneme
0?sin® 0 + 0® cos’ @ — 2pcos =0 tj. o= 2pcosb

0*sin?f — p*cos’d =0 = cos20 =0 tj. ng

Dostavame tak integra¢ni meze

0<p<2m, 0<6< 0<o0<2pcosf

™
4a

a vypocet daného integralu je podle predchozi poznamky

T 27 2cos 0
/// da:dydz:/ {/ </ Q%iﬂ@dg) d(,p} do =
0 0 0
v
Lis 2r 1 2cos @ T 2m
:/4 / {—93} sinfdy | df = §/4 (/ COS?’OSinQdcp) do =
0 o L3 o 3 Jo 0

s cosbh =t
16 4 3. . )
:§7r/ cos®fsinfdf = | sinfdfd = —-dt | =
0

V2
16 [t .
:—7T/ 2 dt = 7.
37 g

s
0~ 1,7~ 35
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Cviceni
1. Vypoctéte nasledujici integraly
a) fff xy?zdr dy dz, kde V' je omezena nerovnostmi 0 <2 <1, 0<y<1,0< 2z < 1.
1%

b) [[[(Tz + 2z) dz dydz, kde V je omezena nerovnostmi 0 <z < 1,22 <y <z, 0< z <
%

Y.
¢) [[[2*dxdydz, kde V je omezena rovinami x =0,y =0, z=0az+y+ 2z = 1.

v

d) fff xy?zdrdydz, kde V je omezena nerovnostmi 0 <2 <1, 0<y <z, 0< 2 < ay.
1%

e) [[[(z —y+ 2z)dzdydz, kde V je omezena nerovnostmi 1 < z < 2, < y < 2z,
v

r+y <z <2z + 3y.
f) [[[2zdzdydz, kde V' je mnozina v prvnim oktantu (z,y,z > 0) omezena plochami
v

2+t —22+1=0ax+y=1
2. Vypoctéte objem kuzele pomoci dvojného a trojného integralu.

3. Vypoctéte objem mnoziny V' urcené nerovnostmi

a) 2 +y* <1, 0<2<3—2%—¢%
b) 22 +y*+22 <9, 2?+9y* <4

4. Pomoci transformace do valcovych soutadnic vypoctéte néasledujici integraly
a) [[[ dzdydz, kde pro mnozinu V plati 2? +y* <4, 2 >0, z+y < 2.
b) f[f 2%y dr dydz, kde pro mnozinu V plati 1 < 2% + 9% <4,y >0, |2| < 2.
c) f‘]f yzdx dy dz, kde pro mnozinu V plati 2% + 9% <4, 0 < 2z < y.
d) L}fffa:z\/dedydz, kde pro mnozinu V plati 1 < 22 +42 <4, 0< 2 <3, 2 <0,
yVZ 0.
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Vysledky:
L. a) 1_127 b) %7 C) 6_10’ d) %7 e) %7 f) %

1.2
.37TT’U

2
3.a) 3w, b)gm(27 — 5v/5).
4

- a)8m, b) 28, ¢) 82, d) 12,

10
ZINTEGRUYTE,
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Kapitola 8

Diferencialni operatory matematické
fyziky

Ruzné fyzikalni problémy vedou k pojmum skaldrntho a vektorového pole. K jejich popisu
casto vyuzivame diferencidlni operatory, kterymi jsou gradient, rotace a divergence. Uziti
zminénych operatoru umoznuje popsat a vysvétlit nékteré vlastnosti fyzikalnich poli.

8.1 Vektorové funkce

Dosud jsme se setkdvali se skaldrnimi funkcemi. Piipomenmé, ze funkce f (neboli skaldrni
funkce) je zobrazeni f: R™ — R a urcuje velikost néjaké fyzikdlni velic¢iny (napi. teplota,
tlak).

Vektorovd funkce je zobrazeni F:R" - R™, které bodu priradi vektor. To znamena, ze
vektorova funkce popisuje nejen velikost (danou velikosti daného vektoru), ale také smér
néjaké fyzikdlni velic¢iny (napf. gravitacni sila, rychlost). Konkrétné v roviné je vektorova
funkce zobrazeni F: R? — R2, které bodu v roviné priradf vektor v roviné

—

Fz,y) = (P(z,y),Q(x,y)), (8.1)

kde P(z,y), Q(z,y) jsou funkce. Podobné vektorovéa funkce v prostoru je zobrazeni F:R3 -
R3, které bodu v prostoru piitadi vektor v prostoru

Fz,y,2) = (P(x,y.2),Q(x,y, 2), R(z.y, 2)), (8.2)

kde P(z,y,z2), Q(z,y,2), R(z,y, 2) jsou funkce.

Ve fyzikdlni terminologii se misto skalarni a vektorova funkce pouziva oznaceni skdldrni a
vektorové pole. . Vektorové pole v roviné a v prostoru ¢asto zapisujeme pomoci jednotkovych
vektoru ve sméru souradnych os.

Uvazujme vektorové pole v roviné a oznac¢me jednotkové vektory ve sméru os x a y

7=(1,0), 7=(0,1).

Pak vektorové pole (8.1) lze zapsat

—

F(x,y) = P(x,y)i+ Q(z,y)]
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nebo stuéné F = P7+ Q7.
Nejjednodussi zpusob jak si dané pole predstavit, je v nékolika bodech nakreslit Sipky
reprezentujici vektor F(x,y), ktery zac¢ind v bodé [z, y].

P AL NG N N NN ettt Mttt NNNI S PNNN N
AR R NN NN R e et NNN L NN N L
VA A PR s T Y NN AAAAAAARAAAARAAR S N S e NS e N Y e
A A e T N A L L Al e NN SN P AV BN .
A A A I L N L U G I A A A A aa A7 VNN N S VNN
e RUER T S S S O [ A A R A A A A A A ST ANRNNNT 27 P ANN
I A [OE T S T ¢ ror ottt 2 A S Y S A 4 A7 NN SN
Fd 0 it ottt s - 0 7 N
Ly AV R N R NN S INNN )
N A A A LR N O N O N N N NNV NN Y
VNN NSNS 2 s s S N N NN VN N N N NN NN NN N
NNNN NSNS ) NANNNNRN N RN NN NN NN A g B
NN NSNS S S L NN N NN TSNNSO ST T SN S
Ak NSO S SN A7 PANKKNT 2R
NN NN 7 S P T T T T T R T T T T R e A TANRNNKNT 2P ANN
(a) F = (—y,x) (b) F = (y,2) (¢) F = (sinz,siny)

Obrazek 8.1: Priklady vektorovych poli v roviné

Priklad 8.1. Zndzornéte vektorové pole F(z,y) = (—y, z).

Resend. Pomoci §ipek zndzornime v roviné vektory v konkrétnich bodech. Napiiklad v bodé
[1,0] je vektor F(1,0) = (0,1) = 7, tj. jednotkovy vektor ve sméru osy y. Podobné v bodé [2, 2]
je vektor F(2,2) = (—2,2). Stejnym zptsobem vybereme i dalsf reprezentanty a nakreslime
prislusné vektory. A

Ve fyzice nejcastéji pouzivame vektorové pole v prostoru. Oznaéime-li jednotkové vektory
ve Smeru os T, Yy, a z

-

7= (1,0,0), 7=1(0,1,0), k=(0,0,1),

pak vektorové pole (8.2) lze zapsat

—

F(w,y,2) = P(x,y,2)0+ Q(z,y,2)]+ R(x,y, 2)k.
Vektorova pole v prostoru muzeme znazornit analogicky jako vektorova pole v roviné.

Priklad 8.2. Newtonuv gravita¢ni zakon rikd, ze velikost gravitaéni sily F mezi dvéma télesy
s hmotnostmi my a msy je dana vztahem

kde 7 je vzdalenost mezi télesy a k je gravitacni konstanta. Popiste prislusné vektorové pole
— tzv. gravita¢ni pole.
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(a) ﬁ = (_yv —2,$)

Obrazek 8.2: Priklady vektorovych poli v prostoru

Resend. Umistéme jedno z téles do pocatku soustavy soufadnic a ozna¢me polohovy vektor
druhého télesa & = (z,y, z). Potom vzdélenost r je rovna velikosti tohoto vektoru, tj.

r =% =22 +y>+ 2%

Gravitacni sila vztazena k druhému télesu sméruje do pocatku a jednotkovy vektor v tomto
smeéru je

x
|z
Dostaneme tak gravitacni silu, ktera pusobi na téleso v bodeé [z, v, 2], a je ddna vztahem

ﬁ(m,y,z) = —nm1m2

7,_3 ($?y7 Z)'

8.2 Gradient funkce

V kapitole o diferencidlnim poctu jsme se setkali s pojmem gradient funkce f, ktery byl
definovan pro funkci dvou proménnych

grad f(z,y) = (fo(z,y), fy(z,y)),

piipadné pro funkci tii proménnych

grad f(z,y,2) = (fo(x,y, 2), fy (2,9, 2), f2(2,9, 2)).

Casto stucné piseme jen grad f. Gradient funkce je tak prikladem vektorového pole. Toto pole
v kazdém bodé ukazuje smér nejvétsiho rustu funkce. Ve fyzice se vektorové pole F', které je
gradientem néjaké skalarni funkce f, tj.

F = grad f,

nazyva konzervativni vektorové pole a danou funkci f nazyvame potencidlovou funkci (po-
tencidlem) pole F.



98 Diferencialni operatory matematické fyziky

T

,,,,,

Obrézek 8.3: Gradient a vrstevnice

Priklad 8.3. Najdéte gradientové vektorové pole funkce f(z,y) = 2y — 3.

Resent. Vzhledem k tomu, ze grad f je dan vztahem

grad f(z,y) = (fa(2,y), fy(2,y))
dostavame
grad f(z,y) = (2zy, 2" — 3y°).
Na obrazku 8.3 je ptislusné pole spolecné s vrstevnicemi. Muzeme si povSimnout, ze vektory

gradientu jsou kolmé na vrstevnice a jsou vétsi ¢im jsou vrstevnice blize u sebe. Pro¢ je tomu
tak? A

o 0 0
V(%’a—m)

se nazyva Hamiltonuv operdtor. Pomoci tohoto operatoru muzeme zapsat gradient funkce

of of of

Vektor parcidlnich derivaci

grad f =V f = ( (8.3)

Na vektorovych polich v prostoru muzeme definovat dvé operace, které ndm umozni popis
jejich chovani. Jde o divergenci a rotaci vektorového pole.

8.3 Divergence vektorového pole

Necht F = P7+ Q7+ Rk je vektorové pole v prostoru. Jestlize existuji parcialni derivace P,
Qy, R, pak divergence vektorového pole F' je skaldrni funkce

div F(z, y, 2) = Py(z,y,2) + Qyu(z,y,2) + R.(2,y, 2).
Pomoci Hamiltonova operatoru muzeme divergenci vektorového pole zapsat jako skalarni

soucin
_ (8 J 0

V- -F= %7@7&>(P7QJR>
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Vyznam této funkce muzeme vysvétlit napiiklad takto: Popisuje-li F rychlost proudéni
kapaliny nebo plynu, pak div F popisuje miru zmény mnozstvi této kapaliny (plynu), ktera
proudi z bodu [z, y, z]. Jinymi slovy, divergence méii schopnost kapaliny divergovat (,,rozbihat
se“) z bodu [z,vy, z]. Je-li v néjakém bodé P divergence div F'(P) > 0, fikdme bodu P zdroj
nebo zridlo, je-li div F(P) < 0, fikdme, Ze bod je propad nebo vijpust. V pifpadé, Ze v kazdém
bodé je div F' = 0, nazyvame vektorové pole F bezzdrojouvé.

Priklad 8.4. Vypoctéte divergenci vektorového pole

a) F'=(z,y,2),
b) F = (2%yz, 2y*z, 1y2?).

Resend. a) Plati

Proto
div ﬁ(x, y,2) =3,

tj. kazdy bod tohoto vektorového pole je zdroj, viz obrazek 8.2c.
b) Plati
P, =2xyz, Qy = 2xyz, R, =2zyz.

Proto je divergence

div ﬁ(x, y,2) = 2xyz + 2xyz + 2zyz = 6ryz.

8.4 Rotace vektorového pole

Ptedtim nez ptistoupime k definici rotace vektorového pole, pfipoménme pojem vektorového
soucinu.

Oznacme 7, 7, k jednotkové vektory ve sméru soufadnych os. Necht jsou ddny vektory
U= (uy,us,uz) a v = (vy,ve,v3). Vektorovgm soucinem vektoru @ a ¥ rozumime vektor 4 X v,

™
UX U= U1 U U3Z|- (84)
U U2 U3
Vektorovy soucin (8.4) lze vyjadrit
N - U U3| o Uy uUs N Uy Us g
UXU= . -7 -k,
Vg U3 V1 U3 V1 V2

pak tedy
U X U= (UgV3 — U3V, UsV1 — U V3, U Vg — UV ).
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Necht F = P7+ Qr+ Rk je vektorové pole v prostoru. Jestlize existuji vsechny parcialni
derivace 1. tadu, pak rotace vektorového pole F' je vektorové pole definované

rot F(xa Y, Z) = (Ry(xv Y, Z) - Qz(a:a Y, Z)a Pz(aja Y, Z) - Rx(xa Y, Z)a QI(.CE, Y, Z) - Py(ajv Y, Z))
(8.5)
Pomoci Hamiltonova operatoru muzeme rotaci zapsat jako vektorovy soucin

V x F.

Vyznam rotace je napiiklad nasledujici. Uvazujme ¢astici blizko bodu [z, y, 2], ta mé v ka-
paliné tendenci rotovat kolem osy prochézejici bodem [x,y, z| ve sméru rot F (x,y, z). Rychlost
této rotace zavisi na velikosti vektoru rot F (x,y, z). Jestlize v kazdém bodé plati rot F= 0,
pak toto pole nazyvame nevirové.

Priklad 8.5. Najdéte rotaci vektorového pole
ﬁ(l’, Y, Z) = (IyZ, 07 _‘TQ)'

Resend. Podle (8.5) je rotace vektorového pole F rovna

= (O(—x*) 00\ . (Oxyz O(—x*)\ . (00 Oxyz) -
rotF—( dy _&)H(az "o ) \ar T Dy &

Vypoctenim ptislusnych derivaci ziskdme

rot F = (0, zy + 2z, —x2).

Nésledujici dvé véty popisuji nékteré zakladni vlastnosti rotace.

Véta 8.6. Necht f je funkce tif proménnych, kterd md spojité parcidlni derivace druhého
radu. Pak
rotgrad f = o = (0,0,0). (8.6)

7 této veéty plyne, ze je-li F konzervativni pole, pak rot F = &. Plat{ také opacné tvrzeni
a tedy plati nasledujici véta.

Véta 8.7. Necht F je vektorové pole definované na jednoduse souvislé mnoziné v prostoru,
jehoz slozky jsou spojité diferencovatelné funkce. Pak

rot F' = 0 & F je konzervativni.

Priklad 8.8. Ukazte, ze vektorové pole intenzity elektrostatického pole bodového naboje

7, kde 7= (z,v,2)

je a) konzervativni, b) nevirové.
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Resend. a) Konzervativni vektorové pole je definovéno tak, ze pro néj existuje skalarni pole,
jehoz gradient je roven danému vektorovému poli. Nyni ukazeme, ze pro vektorové pole F

je toto skalarni pole zadané skalarni funkci zaporné vzatého elektrostatického potencialu
p, kde

_ 1 @
7= 4d1eq m
Ukéazeme tedy, ze plati .
E = grad (—¢) = —grad ¢. (8.7)

Podle (8.3) je

1 e 9L __Q 9L __Q
e — 847r50 \/m 847r50 /12+y2+zg 847r<€0 /:Jc2+y2+22 _
g ()0 8,]7 Y 8y ) 82

. Q T Y z
dmeo \ (VaZ +y? + 22 (Va2 + 2 + 20 (Va? + 2+ 22 )

Zapiseme-li tento vektor pomoci polohového vektoru 7= (z,y, z), dostaneme

Q F —
S = e [P

Tim jsme dokazali platnost vztahu (8.7) a vektorové pole E j je tedy konzervativni.

b) Oveérit, ze vektorové pole Ej je nevirové, muzeme primo, tj. vypoctem rotace E. Vhodnéjsim
zpusobem je v8ak pouzit vektorovou identitu (8.6) s uvazenim, ze v predchozim bodé jsme
ukazali, ze pole E je konzervativni. Plati tedy

rot E = rot grad (—¢) = 0.

Vektorové pole E je proto nevirové.

Cviceni
1. Nacrtnéte vektorové pole:
a) F=(33), b) F=(y3)
¢) F=1(0,0,1), d)  F=(0,0,z).
2. Vypoctéte gradient funkce:
a) f(r,y) =In(z+2y), b)  flz,y) = V2* +y* + 2

3. Vypoctéte divergenci vektorového pole:

—

a) F= ([EZ, TYz, _y2)7 b)

sl

= (e"siny, e* cosy, z),

c) ﬁ:ﬁ(m?—i—yi—i—zlz), d) ﬁ:(lnxlnxy,lnxyz).
24y’ +z
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4. Vypoctéte rotaci vektorového pole:
a)  F = (zz,2yz, —y?), b) F = (y223, 2zy2?, 3xy?22),
¢) F=(axyz0,—22y), d)  F = (2zy, 22+ 2yz, 2).
5. Existuje vektorové pole F takové, ze rot F = (xsiny, cosy,z —zy)?

6. Dokazte platnost nasledujicich identit za predpokladu, ze existuji vSechny potiebné derivace
a jsou spojité:

a) div(F +G) =divF +divG, b) ot (F +G) =rot F + 1ot G.
7. Za predpokladu existence a spojitosti vsech potiebnych derivaci dokazte, ze plati

divrot F = 0.

Vysledky:

2. a) grad f = (erle, xf2y> ., b)grad f = ().

3.a)divF =z+xz, b)divF =1,

C)diVﬁ:\/ﬁ7 d)divﬁ:%Jr%%—%
0,

4. a)rot F = (—y(2+2),2,y2), b)rotF =
¢) rot F = (=22, 3zy, —zz), d)rotF =0.

5. Neexistuje. Pouzijte vétu 8.6.
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Kapitola 9
Krivkovy integral

V této kapitole budeme definovat integral, ktery je podobny jednoduchému integralu, ktery
jiz zndme. Na rozdil od néj vsak nebudeme integrovat pouze pres interval [a, b, ale pres kiivku
C. Tyto integraly, tzv. kiivkové se objevuji v mnoha fyzikalnich aplikacich v oblastech jako
jsou silova pole, proudéni kapalin, elektfina, magnetismus apod.

9.1 Parametrické rovnice krivek

Dosud jsme popisovali rovinné kiivky jako grafy funkci proménné z, tj. y = f(z), ptipadné
jako grafy funkei proménné y, tj. x = g(y). Nekteré kiivky nelze timto zpusobem popsat
(napf. kruznici musime popisovat jako dvé funkce).

3at Y Yy x = aeb® cost ‘

Yy
t3+1 b . .
y = ae y = a(2sint — sin 2t)
\ | K

(a) Descartuv list (b) Logaritmickd spirdla (c) Kardioida

z = a(2cost — cos 2t)

tsint

Obrazek 9.1: Priklady kiivek danych parametricky

Proto se casto krivky popisuji tak, ze obé souradnice x, y jednotlivych bodu v roviné
vyjadiime jako funkce tfeti proménné ¢

x = x(t), y = y(t).

Tyto rovnice nazyvame parametrické rovnice kiivky a proménnou ¢ nazyvame parametr.
Kazd4 hodnota ¢ urc¢uje bod [z,y] dané kiivky, pficemz se zménou parametru t se méni
také soutadnice bodu [z,y] = [2(t),y(t)] a tim vykreslime kiivku C. Rikdme, 7e je kiivka
dand parametricky.
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V praxi ¢asto proménnd ¢ predstavuje cas a muzeme tak [z, y] = [x(¢), y(t)] interpretovat
jako polohu ¢éstice v case t.

Libovolnou kiivku, kterd je grafem funkce y = f(z), muzeme vzdy lehce parametrizovat
nasledujicim zpusobem

Piiklad 9.1. Napiste parametrické rovnice paraboly y = 2% — 4z + 3.

Resend. Podle predchoziho je tuto kiivku mozno parametrizovat pomoci rovnic
T =t, y=1t>— 4t + 3.

Toto neni jedind mozna parametrizace, jind parametrizace stejné kiivky je naptiklad
r=t+1, y =1t —2t.

Jak se presvédcime, ze i tato druhd parametrizace popisuje stejnou kiivku? Vyjadiime-li
z prvoi rovnice t = x — 1 a dosadime do druhé dostaneme y = (z—1)*—2(z—1) = 2* —4x+3.
Obé parametrizace popisuji stejnou parabolu. A

A7z doposud jsme na parametr ¢ nekladli zadné omezeni a mohli jsme predpokladat, ze jim
muze byt libovolné realné ¢islo. Obvykle je ovsem ¢islo ¢ z néjakého uzavieného intervalu a
parametrické rovnice

x:f<t)7 y:g(t)> te [CL?b]

popisuji kiivku C's poc¢étecnim bodem [f(a), g(a)] a koncovym bodem [f(b), g(b)]. Plati-li, ze
[f(a),g(a)] = [f(b), g(b)], Fikdme, Ze je dand kiivka uzaviend.

Poznamka 9.2. Pfi ruznych vypoctech se ¢asto parametrizuje tsecka uréend body Alay, as]
a B[by, bo]. Jeji parametrické rovnice jsou

r=a + (bl - al)t,
Y = as + (bg — CZQ)t, te [0, 1]

Uziteénou parametrizaci je i parametrizace kruznice se sttedem [a, b] a polomérem r

T =a+rcost, y =b+ rsint, 0<t<27.

Orientace ktrivky Vyhodou parametrického popisu ktivek je, ze nerika pouze kde dany
bod je, ale také kdy tam je (nahlizime-li na proménnou ¢ jako na hodnotu ¢asu), naznacuje
tak orientaci dané krivky.

Necht m4 kiivka parametrické rovnice z = f(t), y = g(t), t € [a, b] a uspofddejme interval
la, b] podle velikosti jeho ¢isel (fikdme, Ze jsme jej orientovali). Preneseme-li tuto orientaci
na ktivku, fikdme, ze krivka je orientovdna souhlasné s danym parametrickym vyjadienim.
Ptreneseme-li na kiivku opacnou orientaci intervalu [a, b], fikdme, Ze kiivka je orientovdna
nesouhlasné s danym parametrickym vyjadienim.

Je-li uzaviena ktivka orientovana proti sméru hodinovych rucicek, nazyvame tuto orientaci
kladnou, orientace uzaviené kiivky ve sméru hodinovych rucicek se nazyva orientaci zapornou.
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y A y A
2 2 1
1 1
1 2 1 2
(a) orientovand souhlasné (b) orientovand nesouhlasné

Obrézek 9.2: Parabola z = t, y = & t € [0,2]

Délka krivky Pro kiivky dané parametricky je mozné tesit znamé problémy, znamé z di-
ferencialniho poctu — hledani tecny v daném bodé, délku ktivky, obsah pod ktivkou atd. Pro
zavedeni kiivkového integrédlu je dulezita délka kiivky. Je-li kiivka C' popsana parametrickymi
rovnicemi x = z(t), y = y(t), a <t < b, pak jeji délka s je

b
5 — / 22(0) 1 y2(0) dt.

Pokud nebude feceno jinak, budeme predpokladat, ze jsou ktivky orientovany souhlasné.

9.2 Krivkovy integral prvniho druhu

Integral funkce jedné proménné pres interval je ¢islo, které vyjadruje obsah plochy v roviné,
kterd je ohranicend grafem této funkce. Zdeformujeme-li interval [a,b] na kiivku v roviné a
uvedenou plochu na plochu v prostoru, dostaneme kiivkovy integral prvniho druhu.

Definice 9.3. Necht C je rovinnd kiivka délky s urcend parametrickymi rovnicemi

v=uxz(t), y=ylt), telab],

takova, ze '(t) a y/(t) jsou spojité funkce takové, ze v kazdém bodé je alespon jedna z nich
ruznd od nuly. Necht f(z,y) je spojitd funkce, kterd je definovana ve vsech bodech kiivky
C. Potom krivkovym integralem pruniho druhu funkce f podél kiivky C' rozumime

/C f(,y) ds = / Fat), y(t) V(D) T 9 (0) dt

Poznamka 9.4. i) Kiivka C' s vlastnostmi z predchazejici definice se nazyva hladkd. Kiivka
sklddajici se z koneéného poctu hladkych ¢asti se nazyva po cdstech hladkd.
ii) Hodnota kfivkového integralu nezavisi na volbé parametrizace dané kfivky.

Geometricky a fyzikdlni vyznam. V piipadé, ze f(x,y) je spojitd nezdporna funkce,
vyjadiuje [, f(x,y) ds obsah plochy ohrani¢ené kfivkou C' a grafem funkce f(z, y) na kfivee C.
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Fyzikélni vyznam kfivkového integrélu zavisi na fyzikdlnim vyznamu funkce f(x,y). Na-
piiklad v pfipadé, ze o(z,y) vyjadiuje hustotu latky, z které je vyroben tenky drat ve tvaru
kiivky C', pak kfivkovy integrél [, o(z,y)ds vyjadfuje hmotnost daného drétu.

Priklad 9.5. Vypoctéte
/ (x +y)ds,
c

kde C' je tsecka v +y — 1 =0, kde z € [0, 1].
Resend. Kiivku C parametrizujeme:

C: z=t, y=—-t+1, tel0,1].
Pak 2/(t) = 1, ¢/(t) = —1 a kiivkovy integral je

/C(»’IHLy)dSZ/Ol[tJr(—1t+1)}\/§chﬁ:\/5/01 dt =

/C(xﬂ/) ds,

kde C je tvofena stranami trojuhelnika s vrcholy A =[0,0], B =[1,0] a C' = [0, 1].

Priklad 9.6. Vypoctéte

Reseni. Krivka C' se sklada ze tii usecek, které parametrizujeme:

AB : T =t, y =0, t €[0,1],
BC': x=1-—t, y =t, t €[0,1],
CA: x =0, y=1—t,  tel0,1].

Krivkovy integral pres trojuhelnik je soucet tii kiivkovych integralu pres tyto usecky:

/C(:v+y) ds:/oltdt+/01\/§dt+/ol(1—t) dt = [g}:jux/i[t]})jt {t—g}zzuﬁ.
A

Priklad 9.7. Vypoctéte
/ (4 + 3y — 3) ds,
kde C' je kruznice % 4 y? = 9. )
Resend. Parametrické rovnice kruznice jsou
x = 3cost, = 3sint, t €0, 27].
Plati 2/(t) = —3sint, y (t) = 3cost. Dostavame tak

/(4:v+3y 3) ds =
c

(12cost 4 9sint — 3) v/(3cost)? 4 (3sint)2dt

1
3(12cost + 9sint — 3) dt = 3[12sint — 9cost — 3|27 = —18.

NN

A
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Podobné jako ktivkovy integral podél kiivky v roviné definujeme i kiivkovy integral podél
kiivky v prostoru: Necht C' je prostorovd kiivka délky s urcend parametrickymi rovnicemi

r=ua(t), y=yl), =z =20), teclab]

takova, ze 2/(t), y'(t) a 2/(t) jsou spojité funkce a v kazdém bodeé je alespon jedna z nich
ruznd od nuly. Necht f(z,y,2) je spojita funkce, kterd je definovand ve vSech bodech kiivky
C. Potom kiivkovym integralem prvniho druhu funkce f podél kiivky C' rozumime

/Cf(:lf,y, z)ds = / Fla(t), y(t), 2(t) /2 (t) + y2(t) + 2(¢) dt.
Priklad 9.8. Vypoctéte
/(x—i—?y—z—l) ds,

kde C' je usecka urcend body A =[1,1,2], B = [2,1,0].

Resend. Parametrické rovnice tsecky v prostoru jsou
C: z=1+t, y=1 2=2-2t, te][0,1].

Odtud 2/(t) = 1, ¥/(t) = 0 a 2/(t) = —2. Kfivkovy integral podél dsecky je

1
/(ac—|—2y—z—1) ds:/ (I4+t+2—-2+2t—1)/124+ (—2)2dt =
c 0
1

i [ E] hs

210

9.3 Krivkovy integral druhého druhu

Zavedeni tohoto integralu je motivovano fyzikalné — jako prace ve vektorovém poli F podél
kiivky C. Nejprve zavedme jeho definici v roviné.
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Definice 9.9. Necht C je rovinnd kiivka délky s urcend parametrickymi rovnicemi

x = z(t), y=y(t), t € [a,b],

takova, ze 2/(t) a y/'(t) jsou spojité funkce a alespon jedna z nich je v kazdém bodé ruzna
od nuly, a kterd je souhlasné orientovand se svym parametrickym vyjadfenim. Necht je
vektorovd funkce F(x,y) = (P(x,y),Q(x,y)) spojitd ve vsech bodech kiivky C. Potom

—

krivkovym integrdlem druhého druhu funkce I’ podél kiivky C' rozumime

Lmew+M%w®=/

C

Pmmm+LQ@mw

kde ,
/P@wm=/PmmWWWMa
C

ab
/Qmwwz/QmmWMW&.
C a

V pripadé, ze kiivka je nesouhlasné orientovand se svym parametrickym vyjadienim, defin-
ujeme

| p@ads == ["Pa@.uoi i [ Qwyar=— [ @,y

Poznamka 9.10. Podobné definujeme i kiivkovy integral druhého druhu vektorové funkce

—

F(z,y, z) pro kiivku v prostoru.

Fyzikalni vyznam Kiivkovy integrédl slouzi napiiklad k vypoctu prace W. Uvazme tfi
situace:

a) Je-li F konstantn{ sila, ktera pusobi na hmotny bod pohybujici se po usec¢ce s ve sméru
tohoto pohybu, pak pro praci vykonanou touto silou plati znamy vztah

W = F.
b) V piipadeé, ze sila F = (P, Q) je rovna konstantnimu vektoru a pusobi na hmotny bod
pohybujici se po elementu tsecky ds = (dz,dy) v jiném sméru nez v predchozim piipadé,

dostavame vztah

W=F.3=(P,Q)-(dz,dy) = Pdz + Qdy

¢) Jeste obecnéjs situace nastane, je-li F = (P(x,y), Q(z,y)) proménliva a ptsobi na hmotny
bod pohybujici se po kiivce C'. Pak pro praci dostavame vztah

WZ/P@MM+M%WM
c
Kiivkovy integral druhého druhu proto vyjadiuje praci W, kterou vykona silové pole

F = (P(z,y),Q(x,y))

pri premisténi hmotného bodu podél kiivky C' z jejtho pocateéniho do koncového bodu.
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Piiklad 9.11. Vypoctéte
[etpdo-@-y)
C

kde C' je kladné orientovana kruznice 22 + y? = 4.

Reseni. Parametrické rovnice kruznice jsou
r = 2cost, y = 2sint, t € [0, 27].

Dostavame kiivkovy integral

21

/(m—l—y)dx—(x—y)dy:/ 2(cost 4 sint)(—2sint)d / 2(cost — sint)(2cost)dt =
c

0

2
—/ —4sin?t — 4cos’tdt = 4/ dt =
0 0

Piiklad 9.12. Vypoététe praci silového pole R= (y, —x) pti pfemistovdni hmotného bodu
po horni ¢ésti elipsy % + y =1 od bodu A = [3,0] do bodu B = [-3,0].

A

Resend. Danou ¢ast elipsy miizeme parametrizovat napifklad nédsledujicim zptisobem (analo-
gie s parametrizaci kruznice)

xr = 3cost, y = 2sint, t € [0,7].
Préce silového pole F = (P(z,y),Q(x,y)) po kiivce C' je dana kiivkovym integralem 2. druhu
W= [ Plo.y)dr+ Q) dy
c
Dosadime-li, dostaneme

W = ydx—xdy:/ QSint(—?)sint)dt—/ 3cost(2cost)dt =
c 0 0

:/ (—6s1n2t—6cos2t)dt:—6/ dt = —6m.
0 0

Zaporna hodnota préace signalizuje, ze Castice se pohybuje proti pusobeni silového pole. A

9.4 Nezavislost integralu na integracni cesté

Uvazujme vektorové pole F = (P(z,y),Q(x,y)) v roviné a kiivkovy integral

podél kiivky C spojujici body A, B. Nabizi se otdzka, zda-li hodnota tohoto integralu (tj.
vykonand prace) zavisi na tvaru kiivky C. V piipadé, ze jeho hodnota nezavisi na kiivee C),
fikame, ze kiivkovy integral mezdvisi na integracni cesté. Nésledujici véta udava dulezitou
podminku nezavislosti kiivkového integralu na integracni cesté.



110 Krivkovy integral

Véta 9.13. Necht funkce P(x,y), Q(z,y) a jejich parcidlni derivace P,(x,y), Q.(x,y) jsou
spojité funkce na jednoduse souvislé oblasti G a necht plati

Py(l‘7y) :Qx(xvy> p?”O ka?fdé [xvy] E G
Méjme v G hladkou krivku C' s pocédatecnim bodem A a koncovym bodem B.

Pak krivkovy integrdl [, P(z,y)dz + Q(z,y) dy nezdvisi na integracni cesté a plati

/C Plr.y) dz + Q(a.y) dy = H(B) — H(A),

kde H je kmenovd funkce prislusnd vyrazu P(x,y)dz + Q(x,y)dy.

Poznamka 9.14. Je-li vektorové pole F = (P(z,y),Q(x,y)) konzervativni na R? pak plati

—

F =grad H,
kde H je kmenova funkce, tj. H, = P(z,y) a H, = Q(z, ).

V piipadé, ze pocitame kiivkovy integral ptres uzavienou kladné orientovanou ktivku C|
byva nékdy ve fyzice pouzivano néasledujici oznaceni

7{;]3(1:, y)dz + Q(z,y) dy.

Integrujeme-li podél uzaviené kiivky, je pocateéni a koncovy bod stejny, a proto H(A) =
H(B) a z véty 9.13 plyne nésledujici tvrzeni.

Véta 9.15. Je-li vektorové pole F = (P(z,y),Q(x,y)) konzervativni na R?, pak integrdl pres
uzavrenou krivku je

¢ Py dr+ Q) dy o
c
Priklad 9.16. Vypoctéte
/ 2zy da + 2% dy
c

z bodu A = [1,1] do bodu B = [2,4] po nésledujicich kiivkach:

a) tsecka AB;
b) €4st paraboly y = x?;
¢) lomena ¢éra ACB, kde C' = [2,1].

Resend. Funkce P(z,y) = 2zy a Q(z,y) = 2° i jejich parcidlni derivace
Py(a:,y) =2z Qx(may) =2z
jsou funkce spojité na R2. Navic, jelikoz plati

Py(ZL‘,y) = Q$(xay)
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pro vsechny body [x,y] € R?, jsou splnény vsechny podminky véty 9.13 a hodnota integralu
tedy nezavisi na integracni cesté. Stac¢i proto vypocitat dany integrdl napt. po tsecce AB,
v ostatnich piipadech budou vysledky stejné. Parametrické rovnice tisecky AB jsou napriklad
x=1+ty=1+3t kdet € [0,1]. Plati dz = dt a dy = 3d¢t, dostavame tak

1 1
/2xydx+x2dy:/ 2(t+1)(3t+1)dt+/ 3(t+1)2dt =
C 0 0

1
= / (9% + 14¢ + 5) dt = [3¢> + 7> + 5t] , = 15.
0

Priklad 9.17. Vypoctéte
/ 2zydz + (2 + 1) dy,
c
kde C je kladné orientovana kruznice x? + 3% = 1.
Resend. Funkce P(x,y) = 2zy a Q(x,y) = 2 + 1 i jejich parcidlni derivace
Py(z,y) =2z Q.(x,y) =2x

jsou funkce spojité na R? a plati P,(z,y) = Q.(x,y). Kruznice je hladkd a uzaviend kiivka.
Jsou tak splnény vSechny predpoklady 9.15, a proto

/Qxyd:c—l— (22 +1)dy = 0.
c

Piiklad 9.18. Vypoctéte
/(a:2 —y?)dz + (5 — 2xy) dy,
c
kde C je kiivka dand parametrizaci x = e'sint,y = e’ cost,t € [0, 7.

Resend. Vypocet tohoto kiivkového integralu je extrémné naroény, muzeme tedy s vyhodou
vyuzit véty 9.13. Protoze funkce P(x,y), Q(z,y) i jejich derivace P, = —2y, Q, = —2y jsou
spojité a navic plati P, = @), jsou splnény predpoklady dané véty a plati

/CP(x,y) dz + Q(z,y)dy = H(B) — H(A).

Staci proto najit kmenovou funkci, ktera je podle prikladu 4.17 rovna

23
Hz;—y2x+5y.

Z dané parametrizace uré¢ime pocatecni bod A = [0, 1] a koncovy bod B = [0, —e”] dané
krivky a dosadime

/ P(a,y) dz + Q(z,y) dy = H(0, 1) — H(0, —™) = 5 + 5e™.
C
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Poznamka 9.19. Uvahu o nezdvislost kiivkového integralu na integracni cesté lze prevést do
prostoru. Uvazujme vektorové pole F' = (P(z,y, z), Q(x,y, 2), R(z,y, z)), kde funkce P,Q, R
maji spojité parcialni derivace. Prace W v tomto poli po prostorové kiivce C' je

W = / P(z,y,z)dx + Q(x,y,2)dy + R(x,y, z) dz.
c

Tato prace nezavisi na kiivce C, jestlize je vyraz Pdx 4+ QQdy + Rdz diferencidlem néjaké
kmenové funkce H. To znamenad, ze plati

H,=P, H,=Q, H,=R.
Podle Schwarzovy véty plati zdménnost smisenych parcidlnich derivaci 2. fadu funkce H, tj:
Hyy = Hys, Hy, = H.y, Hy,, = H,,.
Odtud dostaneme podminku pro nezavislost prace W na integracni cesté

Py:Q:m Pz:Rmy Qz:Ry-

9.5 Greenova véta

Greenova véta popisuje souvislost mezi kiivkovym integrdlem podél jednoduché hladké uza-
viené ktivky a mezi dvojnym integrdlem pfes ¢ast roviny, ktera je touto kiivkou ohranicena.

Véta 9.20 (Green). Necht C je po cdstech hladkd kladné orientovand jednoduchd uzaviend
krivka v roviné a D je oblast ohrani¢end krivkou C'. Necht maji funkce P(z,y), Q(z,y) spojité
parcidlni derivace na oteviené mnoziné, kterd obsahuje D. Pak plati

/ P(z,y)dz+ Q(x,y dy—// (any 8Péxy,y)) dz dy.

Poznamka 9.21. a) Greenova véta je jakousi analogii Newton Leibnizovy formule

b
/ F'(z)dz = F(b) — F(a)

pro dvojny integral. Uvazime-li vyraz z Greenovy véty ve tvaru

[J (P52 ) = [ pteian s gt

vidime, ze v obou pripadech je na levé strané integral obsahujici derivace néjaké funkce
a na pravé strané hraji roli pouze hodnoty puvodni funkce, tj. nederivované, na hranici
oblasti (v jednorozmérném piipadé je oblasti interval [a, b] a hranici jsou pouze body a, b.)
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b) Jako dusledek Greenovy véty muzeme uvést nésledujici vztah pro obsah oblasti D ohra-

nicené kiivkou C
1 1
2 2 Je
D D

Priklad 9.22. Vypoctéte
c

kde C' je kladné orientovana kiivka, kterou predstavuje obvod ¢tverce ABC'D urcéeného vrcholy
A=122], B=[-2,2],C=[-2,-2]aD=[2-2].

Reseni. Funkce P(z,y) =z —y a Q(z,y) = x i jejich derivace

Py(ﬂf,y):—l Qx(xay) =1

jsou funkce spojité na R?. Kiivka C' je uzaviend po ¢astech hladka kiivka v R?. Jsou splnény
podminky Greenovy véty a plati tedy ( D je ¢tverec o strané 4 )

/C(m—y)dx—l—xdy://(lJrl)dxdy:2// dz dy

Pii vypoctu jsme uzili skutecnosti, ze dvojny integral vyjadiuje obsah ¢tverce ABCD. A

Cviceni
1. Vypoctéte kiivkovy integral prvniho druhu
a) [ a: — 2y +1)ds, kde C je tisecka AB, A= [4,0], B = [1,1].
b) Jo x 2ds, kde C je ,horni“ pulkruznice 2% + y* = a? pro y > 0.

) Jo = y, kde C' je usecka AB, kde A = [0,—2] a B=14,0].
d) f ryds, kde C je étvrtina kruznice 22 + y? = 4 v 1. kvadrantu.

e)

f)

)

@]

f (z+ z) ds, kde C' tsecka AB, kde A =11,0,1] a B = [1,1,1].
f y3 ds, kde C je kiivka popsana parametrlcky rovnicemi z = t3, y = ¢, t € [0, 2].
g fC zy*dskde C je ,pravd“ ¢dst kruznice z2? + y? = 16.

2. Vypoctéte kiivkovy integral druhého druhu

a) [,y*dz+ 2*dy, kde C je tisecka AB, kde A =[0,0] a B = [1,1].
b) [ozydz+ (z—y)dy, kde C je lomend ¢ara PQR, kde P = [0,0], Q@ = [2,0] a R = [3,2].
¢) [o(2z —y)dz + 2z dy, kde C je tsecka AB, kde A =[0,0] a B = [2,1].
d) [,y*dz + zdy, kde C je ¢ést paraboly = 4 — y* mezi body [-5, —3] a [0, 2].
e) [, y*dx+ 2*dy, kde C je ¢ést paraboly & = y* mezi body [0,0] a [1, 1].
f) [, (22 —y)dz + xdy, kde C je ¢ést kiivky 2* — 4y = 0 mezi body [0,0] a (2, 1].
) Joydz+ zdy +xdz, kde C je tisecka AB, kde A =[2,0,0] a B = [3,4,5].
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3. Ukazte, ze integral nezavisi na integracni cesté a vypoctéte jej

a) [, 2zsinydx + (2% cosy — 3y?) dy, kde C je kiivka mezi body [—1,0] a [5, 1].

b) [o(2y* — 122%y%) dz + (4oy — 92"y?) dy, kde C je kiivka mezi body [1,1] a [3,2].
4. Pomoci Greenovy véty vypoctéte

a) [o(zy+z+y)dz + (zy + 2 — y)dy, kde C je kladné orientovana kiivka z* + y* = 1.

b) [, z*dz + zydy, kde C je kladné orientovana kiivka tvorici obvod trojihelnika PQR,
kde P = [0,0], Q = [1,0], R = [0,1].

¢) [o(By —e")da + (Tx + /y* + 1) dy, kde C je kruznice z* 4+ y* = 9.

5. Urcete obsah oblasti ohranic¢ené elipsou i—z + ‘z—j =1

Vysledky:

1. a) 310, b) ©r, ) V5In2, d) 4, e) 2, f) L(1452 — 1), g) 1638, 4.

WD) 4 d) e 5 e b

.a) 0,b) %, ¢) 36m.

2
3. a) 25sin1 — 1, b) —1920.
4
5. mab
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Kapitola 10
Plosny integral

Podobné jako jsme definovali kiivkovy integral funkce dvou proménnych f(z,y) pres kiivku
C', budeme nyni definovat integral funkce tii proménnych F(z,y, z) pfes plochu S.

10.1 Plochy v prostoru

Nejjednodussi zpusob, jak popsat plochu v prostoru, je pripad, kdy tato plocha je grafem
funkce dvou proménnych, a proto ji muzeme popsat v kartézskych souradnicich. Jinym (obec-
néjsim) zpusobem je parametrické vyjadieni plochy, které zde nebudeme uvéadét.

Plochou S v prostoru budeme rozumét graf funkce

Stz :f(xay)a [x,y]ED,

kde f(z,y) je diferencovatelnd funkce. Takovéto plochy budeme nazyvat hladké.
Méme-li rovnici roviny g: ax + by + cz + d = 0, pak jeji normdlovy vektor je i = (a,b, c).
Pripomenme, ze teénd rovina k plose S v bodé [xg, o] ma rovnici

z = f(xo,90) + fo(Zo, Yo)(x — o) + fy (20, %0) (¥ — ¥o)-

Odtud vidime, ze te¢na rovina mé normélovy vektor 7 = (fs, fy, —1) nebo i = (—f,, —f,, 1).

Pro velikost tohoto vektoru platf [7i] = /f2 + f7 + 1.
Pro obsah m(S) plochy plati nasledujici vztah

m(s) = [[ 1+ Fa) + (e dody

Piiklad 10.1. Vypoctéte obsah povrchu édsti parabolické plochy z = 22432, kde 0 < z < 9.
Reseni. Méme

flaoy) =22 +9%  foloy) =2z, fylz,y) =2y,  dS=+/1+ 422+ 4y2dazdy.
a odtud

m(S) = //\/1+4x2+4y2dxdy.
D
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Rovina z = 9 protina paraboloid v kruznici 22 +v? = 9. Proto dané plocha lezi nad oblast{ D,
ktera je kruhem se stiredem v pocatku a polomérem r = 3 a pro vypocet vyuzijeme s vyhodu
polarnich souradnic

27 3
//\/1+4x2+4y2dxdy:/ d(p‘/ rV1+4r2dr = |1 +4r° = t| =
0 0

D

37
1 [ T \/25_3 T
= 27— tdt = — [2—— =— (V373 —-1}).
7T8/1 Vi 4[ 3]1 6( )

A

Podobné jako jsme u kiivkového integralu druhého druhu zavedli orientaci kiivky, zave-
deme u plosného integralu druhého druhu orientaci plochy. Orientaci plochy v daném bodé
definujeme volbou sméru vektoru normély 7 takto:

a) svird-li 7 ostry uhel s kladnym smérem osy z, fikdme, Ze plocha je orientovana nahoru a
n= (_fxv _fy7 1)7
b) svird-li 7 tupy thel s kladnym smérem osy z, fikdme, Ze plocha je orientovéna dolu a

ﬁ = (f;ra fyv _1)7
c¢) pokud je vektor 7 kolmy na osu z, pak 7 = (f,, f,,0) a plocha je rovnobézna s rovinou zy.
10.2 Plosny integral prvniho druhu

Jedna se o analogii kfivkového integralu prvniho druhu, tedy o integral ze skaldrni funkce
pres plochu S.

Definice 10.2. Necht S je hladkd plocha, kterd je grafem funkce z = f(z,y) definované
na mnoziné D a necht F(z,y,z) je funkce spojitd na plose S. Plosnym integralem prvniho
druhu rozumime

é/F(a:,y,z) as = é/ Py (o) /Ut 2+ J2 dady,

V piipadé, ze funkce F'(z,y,z) = 1 udava dany integral obsah m(S) plochy S. Fyzikalni
interpretace opét zavisi na vyznamu funkce F'(x,y, z). Piikladem aplikace je napiiklad urceni
hmotnosti M plochy S, jestlize zndme hustotu p(x,y, z) v libovolném bodé (z,y, z) plochy.
Ze vzorce

M

P:W tj. M =om(S),

dostavame

M= [[ota2as = [[ ol slen) 14 724 7 doay.

S D
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Piiklad 10.3. Vypoctéte integral [[ zyzdS, kde S je ¢dst roviny z +y+ 2 = 1 v 1. oktantu
5
(tedy proz >0,y >0a z>0).

Reseni. Nejprve vyjadiime plochu S
z =1—z—y, kde 0<2<1, 0<y<1l—uz.

Plati

folzy) = =1, fy(z,y)=—1,  dS=+/1+ (=1)2+ (=1)2dady = V3 dady.

Dostavame tak

//xyzdS \/_//xy (1—z—y dxdy—\/_/ da:/lx (1l—z—y) dy=

:ﬁ/ox{z_x_y?_yj]l‘ do=vi [ T e =3

. G 120

Priklad 10.4. Vypoctéte hmotnost ¢asti kuzelové plochy

Sz =y/x24+9y*0< 2z <2

je-li hustota plochy p konstantni.

Resent. Plati

— x — —y
fa:_ \m? fy \/m?

2 2
v =1+ + Y N
x Yy x2+y2 $2+y2

Pro hmotnost tak dostavame

M:é/p(g:,y,z)dszé/pﬁdxdyzﬁpé/dxdy:wim

Pti vypoctu jsme uzili skutecnosti, ze posledni integral vyjadiuje obsah oblasti D, tedy kruhu
o poloméru 2. A

odtud

10.3 Ploény integrél druhého druhu

VVVVVV

orientovanou plochou, provedeme vyklad tohoto 1ntegra1u na vypoctu této veliciny.
Ptitom si pfedstavime, ze ¢ast prostoru je vyplnéna nestlacitelnou proudici kapalinou,
pricemz rychlost kazdé céstice je urcena jen jeji polohou a nezavisi na ¢ase. Pole rychlosti
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tohoto proudéni je popsano vektorovou funkei ﬁ(x,y,z) = (P(x,y,2),Q(z,y, 2), R(x,y, 2)).
Ve zkoumané ¢asti prostoru se nachdzi orientovana plocha S. Chceme zjistit, jaké mnozstvi
tekutiny protece plochou za jednotku casu ve sméru jeji orientace, tj. na tu stranu plochy,
kam sméruji jeji normalové vektory urcujici orientaci. I v tomto ptipadé budeme uvazovat
plochu, kterd je grafem funkce z = f(x,y) na néjaké oblasti D.

Plosny integral druhého druhu (tok T' orientovanou plochou) definujeme jako plosny in-
tegral prvniho druhu ze skalarni funkce, ktera je skaldrnim soucinem vektoru F (proudénti)
a 7l (normala k plose). Skaldrn{ soucin F - i@ udava, kolik z proudéni F' tece kolmo kouskem
plochy dS.

Tok je nejvétsi, jestlize Fai jsou rovnobézné (vektory sviraji tthel # = 0 a cosf = 1).
Naopak tok je nulovy, jestlize Fa 7l jsou na sebe kolmé (vektory sviraji tihel § = 7 a cosf = 0).

Definice 10.5. Necht S je hladk4 plocha orientovana tak, Ze normélové vektory ,sméiuji
nahoru®, tj. sviraji s kladnym smérem osy z ostry thel, pak plosSnym integralem druhého

druhu rozumime
// (z,y,2)-dS = // (z,y,2) -1z, y, 2) dS,

kde 77 je jednotkovy normalovy vektor plochy S

- _fx _fy 1
T (\/1+f§+f5’\/1+f£+f3’\/1+f§+fy2>'

V pripadé, ze je plocha S orientovand tak, ze normalové vektory ,sméruji dolu®, tj. sviraji
s kladnym smérem osy z tupy uhel, pak normalovy vektor plochy S vezmeme

- fx fy -1
"= <\/1+f§+fy2’\/1+f§+fy2’\/1+f§+f§>

Vezmeme-li vektorovou funkci F ve tvaru ﬁ(m,y, z) = (P(z,y,2),Q(x,y, 2), R(z,y, 2)),
dostaneme z predchozi definice pro plochu orientovanou vzhuru:

T - // (2,9,2) - dS = // (2,9,2) - iz, y, 2)dS

// .17 Yy 2 ($?y>z)aR(xayaz))'f/_1ﬁj_%ﬂlf}dS:

(_fxa_fyal) /
= é/ (P(xayaz)aQ(%?J,Z)uR(x,%Z)) : W 1 + f,f + fg dl’dy =

- / / (P(e.y, f(2.9)), Q. y. f(@:9)). Ry, F(,9))) - (—fon—f, 1) dady.
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Odtud

://ﬁxy,z

/ / (.5 F (0 0) ol y) — Qs () o, 9) + Rz, y, f())] dady.

Pro plochu orientovanou dolu, dostaneme ve vysledném vzorci opa¢né znaménko, ale tvar
zustane nezménén.

Specidlni pripady plosného integralu 2. druhu jsou:
a) Vektorové pole F = (0,0, R(z,y)) a S: z = f(x,y), pro [z,y] € D. Pro tok T plati

= /S/ F(z,y,2)-dS = ié/(O, 0, R(z,y, f(x,9)) - (—folz,y), —f,(x,y), 1) dzdy.

= // R(z,y, f(z,y)) dady,

jestlize normaéla plochy , mifi nahoru“ (svird ostry thel s kladnym smérem osy z), nebo

A odtud

- / R(z,y, f(z,y)) dady,

jestlize normala plochy ,mit{ dolu* (svird tupy thel s kladnym smérem osy z).
b) Vektorové pole F' = (P(z,y,2),Q(x,y,2),0) a S: z = konst., tj. plocha S je rovnobézna
s vodorovnou rovinou. V tomto pfipadé 7 = (0,0, +£1) a

é/ F(z,y,z)-dS = é/(P(m,y,z), O(z,y,2),0) - (0,0, 1) dedy = 0.

Priklad 10.6. Vypoctéte tok vektorového pole ﬁ(a:,y, z) = (0,0,2) plochou S, ktera je
orientovana tak, ze normalové vektory sviraji s kladnym smérem osy z ostry tihel nebo pravy
uhel.

a) S: z-2—y,kdeO<x<4 y>0az>0.

b) S:z= /4 -2, O<x<4y>0 2> 0.
c) S je valcovd plocha 22 +y?> =4,y > 0,0 < 2 < 2.
Resend. a) Plati i = (—f,, —f,,1) = (0,1, 1). Dostavame

:é/ﬁ-dg':é/(0,0,Z)-(O,l,l)dxdyz?é/dmdy:16.

Vysledek dvojného integralu jsme ziskali ivahou, protoze se jedna o obsah plochy D, kterou
je obdélnik o stranach 4 a 2 délkové jednotky. Tok plochou je tedy 16 jednotek toku.
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b) I v tomto pfipadé sviraji normalové vektory plochy ostry thel s kladnym smérem osy z a
plati 7 = (—fu, —fy, 1) = (0, #, 1). Dostavame

T—//ﬁ-dg—//(o,o,z)-(0,4_Ly2,1)dxdy—2//dxdy—16.
S D D

Také v tomto piipadé je oblast D stejny obdélnik jako v é&sti a). Tok plochou je tedy opét
16 jednotek toku.

¢) V tomto piipadé jsou normdlové vektory kolmé na kladny smér osy z, a tedy také na vektor
F= (0,0,2) V kazdém bodé valcové plochy plati

F-n=0.

Tok vektorového pole plochou je tedy v tomto pripadé roven nule.

Priklad 10.7. Vypoctéte tok vektorového pole F = (2, —1,1) kuzelovou plochou
z = 2¢/x? + 92, 0<z <4,
ktera je orientovana tak, ze jeji normalové vektory sviraji s kladnym smérem osy z tupy thel.

Resend. Plati

f = 2z 2y

S 2z 2y
n= , ,—1 .
Va2 +y? a4y
Pro tok T' pak dostavame

L 2x 2y
é/ /. Va2 +y? a4

4x 2y 4o — 2y
= — dxdy—// d:cdy—//d:cdy.
é/<\/x2+y2 Va2 +y? > Va2 +y? /.

Ziskany dvojny integral jsme rozdélili na dva integraly pouze z duvodu vypoctu. Prvni integral
vypocCteme transformaci do polarnich souradnic, ve kterych je oblast D urcena nerovnicemi
0<0<2a0< e <27 Dostavame

2 2w :
4 -2
dxdy: do 0C0S p — 208in pdyp —
2 2
V2 4 y? 0 0 \o?cos?p+ p?sin? o
2
/ odo - / (4dcosp — 2sinp) dp =

= [—] [4sin g +2cos 2" = 0.
2 1o

odtud
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Druhy integral, pokud neuvazujeme znaménko, vyjadiuje obsah kruhu, jehoz polomér je 2.

Mame tedy
— // dxdy = —4m.
D
Celkovy tok T pres plochu S je roven —47 jednotek toku. A

10.4 Gauss-Ostrogradského véta

Analogii Greenovy véty pro plosny integral je Gauss-Ostrogradského véta, kterd umoznuje
prevést vypocet plosného integralu druhého druhu na vypocet trojného integrélu.

Véta 10.8. Nechf F = (P,Q, R) je vektorovd funkce definovand na oblasti Q C R3 a necht
G C Q je oblast, jejiz hranici je uzaviend plocha S orientovand kladné. Necht P, Q, R, P,,
Qy a R, jsou na Q spojité. Pak plati

é/ﬁ.dgz/G//div ﬁdmdydz:/!/(Px+Qy+Rz) dz dy dz.

Interpretujeme-li plosny integral jako tok T wvektorového pole uzavienou plochou, pak
T = Tl - T27

kde T je mnozstvi tekutiny, které z GG vytece za jednotku casu, a 75 je mnozstvi tekutiny,
které do G za stejny cas pritece.

Je-li T' = 0, pak z oblasti vytéka prave tolik tekutiny, kolik do ni vtéka.

Je-li T' > 0, pak z oblasti vytéka za jednotku ¢asu vice tekutiny, nez kolik do ni vtéka. D&
se to vysvétlit tak, ze uvniti oblasti G' se nachazeji tzv. zridla, tj. body, ve kterych néjakym
zpusobem ptibyva tekutiny.

Je-li T' < 0, pak z oblasti vytéka méné tekutiny, nez kolik do ni vtéka. To se da vysvétlit
tim, ze v oblasti se nachazi tzv. nory, ve kterych se tekutina ztraci.

Piikladem uzaviené plochy je kulova plocha, povrch krychle, ¢tytsténu.

Piiklad 10.9. Vypoctete tok T = [[ F - dS, kde F(P,Q,R) = (y? 22,2%), pres povrch
krychle -1 <x <1, -1<y<1la —Sl < z < 1 orientovany tak, ze norméla miii zvnittku
ven.

Resend. Jsou splnény piedpoklady Gaussovy-Ostrogradského véty. Piitom

divF = P, 4+ Q, + R. = 0.

T://ﬁ-dgz///divﬁdxdydz:()
s G

Plati tedy
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Cviceni
1. Pomoci plosného integralu spoctéte obsah plochy S, ktera je grafem funkce z = /22 + y?

na oblasti D: 22 +y? < 4.

. Vypoctéte obsah casti plochy z = %(x2 + y?) lezici uvniti vélcové plochy z? + y? = 1.

. Vypoctéte integral [[(2z + %y + 2)dS, kde S je ¢ast roviny v 1. oktantu.
S

. Vypoctéte tok vektorového pole F' = (0;0;1) plochou S: z = /1 — 42, kde 0 < x < 4,

y >0, z >0, a ktera je orientovana tak, ze norméalovy vektor svird s osou z ostry thel.

. Vypoctéte tok vektorového pole F = (x,y, z) orientovanou plochou S, kterou je ¢ést

roviny § + £ + 7 = 1 v l.oktantu a jejiz normalové vektory sviraji s osou z ostry thel.

. Vypoctéte tok vektorového pole F = (z,y, z) orientovanou plochou S, kterou je Cast

kulové plocha 22 + 92 + 22 = 9, 2 > 0, jejiz normdlové vektory sviraji s osou z ostry 1hel.

Vysledky:
1 4rv2 2. 2r(2v2-1) 3.4V61 4.4 5.12 6. bdrw
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Rejstrik

B
bod

stacionarni, 63

D
defini¢ni obor, 40
derivace
parcialni, 49
2. tadu, 53
geometricky vyznam, 51
smiSené, 53
smérova, 52
diferencial, 55
totalni, 54
diferencialni rovnice, 1
linearni, 7
druhého tadu, 25
logistickd, 19
se separovanymi proménnymi, 5
divergence, 98
dvojny integral, 71

E

extrém
absolutni, 65
lokdlni, 62

F

Fubiniova véta, 73, 84

funkce
diferencovatelnd, 55
dvou proménnych, 40
kmenova, 56
skalarni, 95
vektorova, 95

G

gradient, 52
Greenova véta, 112

H
Hamiltonuv operator, 98
hrani¢éni bod, 46

I
integracni faktor, 12

J
jakobian, 77

K
kiivka
integralni, 2

L

linearni element, 2

M
metoda
integracniho faktoru, 12
neurc¢itych koeficientu, 31
variace konstanty, 8
mnozina
ohranicena, 46
oteviena, 46
souvisla, 46
uzaviena, 46

0]
oblast, 46

jednoduse souvisla, 56
okrajova tuloha, 36
orientace

krivky, 104

plochy, 116

P
plocha, 115
hladka, 115

pocatecni podminka, 2
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pocatecni tuloha, 2

polérni soutadnice, 76

pole, 95
konzervativni, 97

R

rad diferencialni rovnice, 1

feseni
trivialni, 36

feSeni diferencialni rovnice, 1
linearné nezavisla, 26
obecné, 1
partikularni, 1

rotace, 100

rovnice
charakteristicka, 27

S
sférické souradnice, 91
smeérové pole, 2
soucin

skalarni, 52

vektorovy, 99
A\

vektor
normalovy, 115
véta
Fubiniova, 72
Schwarzova, 54
Weierstrassova, 46
vlastni cisla, 36
vlastni funkce, 36
vrstevnice funkce, 41

W

wronskian, 27
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