Objevte si sami Banachovu vétu

Nasledujicich nékolik aloh se vaze k Banachové vété o pevném bod¢, kterou jsme uz na cviceni
nestihli.

Bude zde dilezity pojem kontrakce. To je takové zobrazeni f z metrického prostoru (M, p) do
néj samého (tedy zas do (M, p)), ze existuje o < k < 1 takové, Ze pro kazdé dva body x a y v tomto

prostoru plati
Jo(f(x>7f(7)) <k 'ﬁ(x,}’)-

Jednoduse feceno, je to zobrazeni, které smrstuje vzdalenosti mezi vSemi dvojicemi bodu na k-
nasobek ¢i jesté¢ méné. Jde to definovat i pro pripad, kdy to zobrazeni jde z jednoho metrického
prostoru do jiného, ale to nas tady nebude zajimat.

I | V néjakém metrickém prostoru méjme mnozinu, ktera se celd vejde do kruhu o polomeéru 1.

Uplatnime na ni kontrakei s k = 3. Do jak velkého kruhu se urcité vejde obraz? A co kdyz tu kontrakci
n-krat zopakujeme? Muzete si to i schematicky nakreslit.

2 | Zcela intuitivné si predstavte/nakreslete, co se stane s jakoukoli (omezenou) mnozinou, pro-
vedu-li ,,nekoneénékrat“ néjakou kontrakei. Mélo by Vam vyjit, Ze se nakonec ,,zhrouti do bodu®.

3 | Jesté si predstavte, ze zacnu s néjakym libovolnym bodem x a vyrobim z né¢ho bod p tak, Ze
budu ,,nekone¢nékrat® opakovat néjakou kontrakci, tj. udélam

p = fUFC- () )

nekonec¢nékrat

Zméni se néjak tento bod p, kdyz s nim udélam tu kontrakci jesté jednou? Méli byste dojit k tomu, ze
ne, tedy Ze f(p) = p. To znamena, ze p by mohlo byt dobrym kandiditem na pevny bod zobrazeni f
— tedy na bod, ktery to zobrazeni viibec nezméni. Samoziejmé jen za predpokladu, ze ,,opakovat f
nekoneénékrat“ dava néjaky smysl.

4 | Ted se uz vrhneme na matematiku. Reknéme, Ze x je néjaky bod a f je kontrakee (se zadanym
k). Ozna¢me vzdalenost mezi body x a f(x) tfeba jako L.

1. Jaka nejvyse je vzdalenost mezi body f(x) a f(f(x))? (Napiste to pomoci ka L.)

2. Jaka je nejvyse vzdalenost mezi body f(f(x)) a f(f(f(x)))?

3. Obecné: jaké nejvétii mitze byt vzdalenost mezi £ K149)(x) a 07+ 1-kré0) 1),

4. Pomoci trojuhelnikové nerovnosti a souctu geometrické rady napiste, jaka nejvétsi mize byt vzda-

lenost mezi X540 () a FLEKT40) (),
s. Z vysledku predchoziho bodu vyvodte, Ze posloupnost x, f(x),..., f (n-krdr) (x),... je cauchyovska.

$ | To uz staci na to, abychom vymysleli Banachovu vétu.

1. Ukazte, Ze pokud posloupnost x, f(x),... , f (n-lerde) (x),... konverguje k néjakému p, tak p musi byt pev-
nym bodem zobrazeni f. (Snadno to udélate pfimo z definice.)

2. My uz vime, Ze ta posloupnost je cauchyovska. Co musime chtit od toho metrického prostoru, abychom
méli zajisténo, Ze bude i konvergentni?

3. Objevili jsme uz jeden pevny bod. Mize jich byt vic? (Kdyby jich vic bylo, mohlo by pak f byt kon-
trakce?)

4. Schvalné si zkuste porovnat vasi ,,versi“ Banachovy véty, kterou jste dostali z téchto Gvah, s tou, co je
v prednasce ¢i ve skriptech. Nejspis objevite, Ze se v nicem nelisi! Takze to neni Zadna ¢erna magie, ale
(doufdm) celkem intuitivni zalezitost.



