Prvni procvi¢ovani (metrické prostory)

I | M¢jme jakoukoli mnozinu M v néjakém metrickém prostoru. Jakou vzdalenost ma od ni

jakykoli bod na jeji hranici?

2 | M¢jme jakykoli metricky prostor. Je v ném prazdna mnozina @ uzaviena? Je oteviena?

3 | Méjme aplny metricky prostor (M, p) a jeho podmnozinu (4, p). Reknéme, Ze tento men-
$i prostor je netplny, takze v ném existuje cauchyovska posloupnost x, bez limity. Protoze vsak vétsi
prostor (M, p) je Gplny, musi v ném x,, mit limitu, feknéme x. Jaka miZe byt nejvyse vzdalenost x od
mnoziny A?

4 | Pro jednoduchost si pfedstavme prostor R” s eukleidovskou metrikou. Podejte pfiklad mnozi-
ny, ktera je oteviena i uzaviena. Pak podejte pfiklad mnoziny, ktera neni ani jedno. (Z toho je vidét, ze
ackoli ,,oteviena“ a ,,uzaviena“ mnozina zni jako protiklady, které se vylucuji, viitbec tomu tak neni.)
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$ | Naili jste starou, blbou a rozbitou kalkulacku, na které uz funguji jenom dve tlacitka: ,,za-
pnout/vypnout“a ,,cos®. Jak s pomoci této mizerné kalkulacky vycislite kofen rovnice cos x = x?

6 Ukazte, ze nasledujici zobrazeni jsou kontrakce na metrickém prostoru, ktery je tvoren zada-
nym intervalem realné osy a metrikou p(x,y) = |x — y|:

1. f(x) = 1/x na intervalu (1;00) (zkuste dat rozdil na spolecného jmenovatele);

2. f(x) = Vx" na intervalu (g;00) (zkuste rozdil vx' — /y' néjak vhodné rozsifir).

3. Jestli chcete, muzZete to zobecnit a dokdazat, ze kazda funkce f(x) je s touto metrikou kontrakei viude,

kde plati |f'(x)| < 1 (zkuste zapsat f(b) — f(a) jako integral z derivace).

7 | Diky minulému pfikladu uz mizete snadno dokazat, Ze nekonec¢n¢ vnofena odmocnina
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konverguje. Spoctéte, k ¢emu konverguje. Zalezi néjak na tom, co je ,,aplné uvnitf odmocniny“? (Na-
povéda: Banachova véta na zobrazeni f(x) = v6 — x.)

8 | stejné tak mizete dokazat, Ze nekoneény fetézovy zlomek

konverguje, a nalézt jeho hodnotu.



