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I | Predstavme si, Ze chceme integrovat po malém obdélnicku o veli-

kosti dx X dy. Zac¢iname v levém dolnim bodé¢ se souradnicemi [x;y] a obe-
jdeme obdélnicek jednou proti sméru hodin, tak, jak je to vyznaceno na

obrazku. LKL%_-S L“’A‘.ﬁ@
1. Zapiste f (P(x,y)dx + Q(x,y)dy) jako soucet ¢tyf integrald po jednotlivych stranach obdélnicku.

2. Dejte k sob¢ vzdy dva a dva integraly po rovnobéznych stranach.
3. Jelikoz je obdélnicek velmi maly, mizeme aproximovat P i Q diferencidlem. Provedte to a integraly

dopoditejte (mélo by to vyjit fakt jednoduse).

4. Doplnite: 55 (Pdx+ Qdy) = ( ) dx dy.

2 | V nasledujicim obrazku je néjaka oblast, kterou jsem rozdeélil na hromadu malych ¢tverecki.

Reknéme, ze po kazdém takovém malinkém ¢tverecku vyéislime y§ (Pdx + Q dy) zcela stejné jako

v pfedchozi uloze.

1. VSechny ctverecky se obihaji proti sméru hodin. Vyznacte v obrazku dovnitt kazdého ctverecku sipky,
které vyznaci, jak se ten c¢tverecek obiha. Nemusite to délat pro vsechny ctverecky, ale chtélo by jich to
relativné hodné.

2. Na zakladé Vasich $ipecek vysvétlete, co se stane s vnitfnimi stranami vSech ¢tverecku (tedy s témi,
které pfiléhaji k jinému ¢tverecku).

3. Co se stane s témi stranami Ctvereckd, které jsou na hranici vyznacené oblasti (a tudiz nepriléhaji
k jinému Ctverecku)?

4. Secteme-li prispévky od vsech ctverecki, dostaneme na jednu stranu [/ l % Pdx+ Q dj] dx dy.

Z Gvah v pfedchozim bodé¢ vysvétlete, jak to 1ze napsat jinym zpisobem (kde Vam v obrazku ziistanou
sipky, které se nezrusi?) Dosadte za 55 - vy€isleni z prvni tlohy. Méli byste obdrzet Greenovu vétu.

Jan ~

Stokesova véta

Budeme pokracovat tim, ze Greenovu vétu jesté ,,zvedneme* tak, aby fungovala nejen v roviné,
ale v jakékoli plose ve 3-D prostoru.

3 | Reknéme, Ze zase obchdzime maly obdélnicek stejné jako v prvni Anr
tloze, ale tentokrat ten obdélnicek bude libovolné natoceny. Jeho strany _— gl

budou ve smeéru jednotkovych, navzajem kolmych vektort # a v, jednot- I / A

kova normala ke ctverecku je tedy # X v.

. u a v také vymezuji pravouhlou soufadnou soustavu, stejn¢ jako x

N



a y, lze tedy pouzit vysledek prvni alohy. Napiste, jak dopadne integral
$1(P(u,v) du + Q(u,v) dv] v soufadnicich u, v.

2. P a Q jsou projekce F do smérii # a v. Napiste je tedy jako vhodny skalarni soucin F s néjakymi vek-

tory. Derivaci % zapiste jako smérovou derivaci: # - grad, a podobné pro %.

3. PfesvédCte se, Ze ziskany vyraz je linedrni v u a v. Také se ubezpecte, ze kdyz misto # dosadite v a mis-
to v date —u, vyraz se vilbec nezmeénti.

4. Z fakt v minulém bodé vydedukujte, Ze pokud ctverecek otacime kolem osy dané normalou, hod-
nota integralu se viilbec nezméni. (Kdyz jsme ho oto¢ili 0 90°, nezménilo se nic, a pokud o oto¢ime

J3% o v ’ / / . . / 7 . e LV ,
o min, muzeme nové vektory # a v napsat jako linedrni kombinaci téch starych.)
s. Zapiste v = n X u a pfesvédcte se, Ze vyraz je linearni v z.
6. Uz jsme se presvédcili, ze hodnota integralu zalezi jenom na normale a ne na konkrétnim natoceni
c¢tverecku, a navic je to v normale linearni. Proto udélejte toto: zapiste trikrat vysledek prvni alohy, po-
prvé v soutadnicich y a z (tomu odpovida smér normaly x), pak v z a x (tomu odpovida smér normaly
y) a nakonec v x a y (tomu odpovidd normila podél z). Je-li tedy # = (n,,7,,7,), lze vysledek diky

linearité napsat jako 7, - (prvni vysledek) + 7, - (druhy vysledek) + 7, - (tfeti vysledek).
7. Pokud to v tom jesté nevidite, napiste si vyraz rot F - 2 dS = rot F - d§ a ukazte, Ze se rovna tomu,
co Vam vyslo.

4 | Pouzijte stejnou logiku jako v druhé tloze a s pomoci pfedchoziho vztahu napiste, jak to do-
padne, jestlize vezmeme jakoukoli ohranic¢enou plochu v prostoru, rozpitvame ji na ¢tverecky, po kaz-
dém vycislime f F - dr a vysledky zintegrujeme pfes celou plochu (viz obrazek). M¢li byste dostat
Stokesovu vétu.




