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Prvni dloha

I | Vybavte realnou osu R takovou metrikou, aby posloupnost LI+4+2,14+24+3,1+2+3+4
n(n+1)
2

atd. (obecny ¢len je x, = ) konvergovala k bodu —. [2 body]

Tady je velmi mnoho moinosti Miuzeme se napriklad inspirovat »prekroucenou ¢iselnou osou

z prvniho cvi¢eni. Vytrhneme —+ a dime ji ,,do nekonec¢na“. Zavedeme tedy funkeci f(x) takto:
je-lix = —,
flo) = { jinak,

a metriku pak zavedeme takto:
£e,y) = [f(x) = fO)I

Muzeme také ovéfit, ze tato metrika zadani Glohy skute¢né splruje (i kdyz to se po nas nechté-
n(n+1)
2

lo). Vzdalenost mezi 7-tym clenem x, = a bodem —% je pak rovna

n(n + 1) I 1 1 I

Jo( S ) ‘f( ) —f(—;) arctg o T o =aretg o
2 T 2 Tn

Proto mame

: I : I I
lim p(x,, —;) = lim arctg T lim e L
2 12 2 12
a vidime, Ze posloupnost x,, skute¢né konverguje k —+, jak se to pozadovalo.

Druha Gloha

2 | Méjme mnozinu M = {A, B, C, D, E, F}. Na mnoziné M 6 yiech Sestic téchto pismen za-
vedeme ,,metriku Logik“ takto: p(a,b) = 6 — p — g, kde p je pocet mist, v nichZ se pismena
v obou slovech shoduji, a 7 je pocet mist ve slove 4, ktera obsahuji pismeno, jez je ve slové b obsa-
zZeno, ale ne na stejném miste (p a 7 jsou tedy pocty ,,uplnych® a ,,caste¢nych® shod ve hre Logik
alias Mastermind.)

Dokazte, ze (M®, p) neni metrickjm prostorem. (N4povéda: Zkuste se podivat na axiom sy-
metrie.) [2 body]

Staci se podivat tfeba na slova P = ABBBBC a Q = ABBBBA. Posuzujme p(P, Q) a p(Q, P).
Prvnich pét pismen se shoduje, takze ve vzorci p = 6—p— % musime v obou pfipadech klastp = 5.
U posledniho pismena je to ale jiné: pfi pocitani p(P, Q) je v poslednim pismenu tplna neshoda,
protoze ,,C“ v druhém slové viibec neni, a mame » = o. Naopak pfi pocitani p(Q, P) vidime, Ze
pismeno ,,A“ na posledni posici sice nesedi, ale aspon je obsazeno jinde v P: jde tedy o ,,¢aste¢nou

shodu a mame 7 = 1. Protoje p(P, Q) = 1 #+ p(Q,P) = 2



Tteti Gloha

3 | M¢éjme jakykoli metricky prostor (M, p). Dokazte, Ze jakakoli mnozina, ktera je v ném
uzavrena i oteviena zaroven, nema zadnou hranici. A obracené¢, dokazte, Ze mnozina, ktera nema
zadnou hranici, je otevfena i uzaviena. [1 bod]

Pokud je mnozina (oznacme ji tfeba A) otevfena, rovna se svému vnitiku, tedy 4 = vnitfek 4.
Je-li naopak uzaviena, rovna se sjednoceni svého vnitiku a své hranice, tj. 4 = vnitfek(4) U 0 4.
Oteviena i uzavrena zaroven je tudiz pravé tehdy, kdyz plati

A = vnitfek(4) = vnitfek(4) U 0 4.
Z toho uz je vidét, ze kdyz je 0.4 = @, je ta podminka urcité splnéna a mnozina je tedy oteviena
i uzavrena.
Naopak, je-li mnozina oteviena i uzaviena, musi byt vnitfek(4) = vnitfek(4) U 4. Z toho je
vidét, Ze 0.4 muze obsahovat pouze body, které patfi do vnitfku A4. Jenze kazdy bod metrického

prostoru patfi bud do vnitrku, nebo do vnéjsku, nebo do hranice mnoziny 4, takze kdyz bod
patfi do hranice, uz do vnitrku patfit nemuze. Proto dostavame, ze musi byt 4 = Q.

Ctvrta Gloha

4 | Provedte nasledujici:

1. NapiSte predpis néjaké funkce z R* do R, kterd by byla definovina pouze ve Ctverci
(—1;1) X (—1; 1) a nikde jinde. [% bodu]

x*+(y—1)
x?+ (y+ 1%’

2. Zjistéte, jak vypadaji vrstevnice funkce f(x, y) = a nacrtnete obrazek. [% bodu]

Ad 1. MiZeme si napf. uvédomit, Ze V1 — x? je definovana pouze pfi —1 < x < 1, a podobné
yI —* jedefinovana jen pfi —1 < y < 1. Proto jednou takovou funkci je tfeba

\/I—xz‘—l—‘/l—yz‘.

Ad 2. Mame-li zjistit, jak vypadaji vrstevnice, prosté vysetfime rovnici f = K, kde K je né¢jaka
konstanta, ktera vrstevnice ,,¢isluje®. V tomto pfipadé mame

x2+()/—1)2_
x*+(y+ 12

Ted chceme védét, jaké krivky to v roviné udéla. Pfedné si vSimneme, Ze vyraz vlevo je vzdy ne-
zaporny, takze musi byt K > o. Dale rozsifime rovnici jmenovatelem a rozepiseme ctverce, ¢imz
dostaneme

x*+y* —2y+1=Kx*+ Ky’ + 2Ky + K,

a kdyz to dame vsechno na jednu stranu, bude z toho
K—1)x*+K—1)y*+2K+1)y+(K—1)=o.

Jestlize je K = 1, pak vétsina zavorek vypadne a ziistane pfimka 4y = o, tj. y = o. To je x-ova

osa. V opaéném pfipadé muzeme zdvorku K — 1 zkrétit a obdrzet x* + y* + zﬁfi ¥+ 1 = o.

Doplnime v y na ctverec a konstanty zas posleme doprava, ¢imz ziskame

K+ 1)2 N (K—I— 1)2_1 _ K+ 1) —(K—1)* 4K

2
24+ e ) = (k5 K= K-



2K

K+I ] v
a polomérem R—1]

K—1
byt nezaporné). Takovym kruznicim se fika Apolloniovy krugnice.

Pata Gloha

S | Méjme jakoukoli funkci f(x, y). Je mozné, aby se nékteré dvé jeji vrstevnice protinaly?
Pokud ano, podejde priklad takové funkce a ukazte, které jeji vrstevnice se protinaji a kde. Pokud
to mozné neni, dokazte, Ze to nejde. [1 bod]

Takze ostatni vrstevnice jsou kruznice se stfedem v bod¢ [o; = (K musi

Rozhodné to nejde. Vrstevnice je mnozina véech bodi splnujicich rovnici f(X) = ¢ pro zadanou
konstantu ¢. Reknéme, Ze se v néjakém bodé X protinaji dvé riizné vrstevnice: pak musi platit
f(X) = cif(X) = d, tedy ¢ = d a dostavame spor s tim, Ze jsou ty vrstevnice rizné.

Jinak feceno, kazda funkce ma v kazdém bod¢ jenom jednu hodnotu — proto jeden bod prosté
nemuze patfit do vrstevnice s napf. ¢ = 1isc = 2, protoze pak by to znamenalo, Ze nabyva v tom
jednom bodé zaroven hodnoty 11i 2.

Sest4 tiloha

6 Vypoctéte nasledujici limity, nebo dokazte, Ze neexistuji: [V bodu za kazdou]
2,2
. lim xJ) :
(,7)—(0,0) xzyz + (x _}'>2

. lim (x+ )sinlsin 5 2
L oM

Ad 1. Jelikoz oba siny mohou nabyvat pouze hodnot mezi —r1 a1, jisté plati nerovnost
. I, 1
—x—7 < (x—l—y)sm;sm; <x+y.

Oba krajni vyrazy jdou ovsem pfi x — o,y — o do nuly. Proto podle véty o trech limitach jeita
limita, kterou jsme meéli spocitat, rovna nule.
Ad 2. Budeme se blizit do nuly po riznych pfimkach y = kx. Dosadime-li to tam, dostaneme

i k> x* : k*x?
I e T o= 2B e 1 =1

Ted uz snadno vidime, Ze napf. 2pfi k = o je pod limitou vyraz 3 = o, ktery jde zjevné do nuly,
zatimco pfi k = 1 je tam vyraz 73 = 1, ktery jde do jednicky. Limita je tedy zavisld na k a nemtize
existovat.



