Reseni étvrté pisemky
IﬁHMEMHIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIIII

x dy
I |V
ycislete integral [/ — ) .[1 bod]

x+y=>1
o<x<1

Budeme napf. integrovat nejdfiv podle x (to piijde od o do 1, coz ostat-
né vidime pfimo z popisu integracni oblasti) a pak podle y. Zespoda je
integracni oblast omezena pfimkou x+y = 1,tj.y = 1—x. Nakreslime
si to vie do obrazku (viz vpravo). Z néj je pak jasné, Ze y vzdycky zacind
na té primce (tj. na hodnoté 1 — x) a odtamtud pokracuje nahoru az do
nekonecna. Proto mizeme psat
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Ve vnitfnim integralu zavedeme substituci # = x + y. Z toho je dy = du (ted se integruje podle u,
takzZe x se zatim povazuje za konstantu!) a k mezim se pficte x, takzZe tento vnitfni integral pajde
od 1 do co. Oba integraly jsou najednou nezavislé, takze je snadno vycislime:
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Druhi Gloha
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@ Zameénte poradi integrace ve vyrazu / dx f (x — 9)*f(y)dy, pficemz 4 < B a « jsou
A A
konstanty. Pak spocitejte vnitini integral (podle x), ¢imz tento vyraz zjednodusite tak, Ze misto
dvou integraci v ném bude vystupovat jen jedna. [1 bod]

NP

razek. Nakreslime si tedy néjaky takovy, jaky je vpravo: x se pohybuje
mezi pevnymi mezemi 4 a B, zatimco y jde vzdy od pevné meze 4 az do ; ‘
x. Vysledkem tedy bude trojihelnik omezeny pfimkamiy = 4,x = B ‘; g”@\‘\g N\ (
ay = x, tak, jak je to na obrazku. AL j h —
Diky obrazku uz také snadno zaménime pofadi integrace. V puvod- \ -
nim vyrazu jsme nejdfiv sli vodorovné a teprv potom svisle; proto. ted Al e
musime jit ne]dnv svisle. Odkud kam to bude? Z obrazku j Je v1det se zase od A4 do B. Potom jde-
me vodorovne: za¢neme vzdycky na $ikmé strané (tedy pri x = y) a jdeme az ke svislé (x = B).

Proto miiZeme napsat zaménu. Pfitom f(y) je jen funkci y, a tak ji miizeme vystrnadit do vnéjsiho
integralu podle y — pfi integraci podle x se jedna jen o konstantu:

dexj(x—y)“f(y)dy= /Bf(y)dy /B(x—y)“dx-
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Pri zaménovani poradi integrace je vzdycky nejlepsi si nakreslit ob- A
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Ve vnitfnim integralu ted polozime u = x — y. Jelikoz se integruje podle x, je y z naseho pohledu



zatim jen konstanta, takze je dx = du a meze se posunou doli o y, takZe najednou jdou od o do

B — y. Zistane
3 (B y)a+l
/f@)dyfu = ff@) e
coz uz je zadany vysledek.

Tteti iloha

3 | Vime, Ze nekdy je jedno poradi integrace lepsi nez druhé. Podejte ultimatni priklad tohoto

jevu: najdéte néjakou oblast O takovou, ze v kartézskych soufadnicich pajde / f(x,y)dx dy za-

psat v jednom poradi jednim dvojnasobnym integralem, zatimco v druhém jej bude nutné napsat
jako soucet nekonecné mnoha dvojnasobnych integralt. [2 body, pokud Vase 2 bude omezena,
jinak 1 bod]

Vime, ze rozpad integralu na nékolik s¢itancli nastane, kdyz je v integracni oblasti néjaky
»roh“. Moznosti jsou opravdu mraky, ale jedna takova by mohla byt tfeba takovato:

/3\
To by znamenalo, Ze nase oblast bude zespoda omezena ptimkou y = oazeshoray = 1+sin” x.
Zatimco pokud integrujeme nejdriv podle x a pak podle y, dostaneme
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tedy jediny s¢itanec, pfi postupu opacném se se s¢itanci roztrhne pytel. Jednak musime dat bokem
paso <y < 1,apfi1 < y < 2 musime integrovat pres ty ,,vinky“, ovSem pres kazdou zvlast. Kdyz
jey = 1+ sin” x, tak mdme x = arcsin /y — 1. Proto kopecek kolem nz + Z musime integrovat
takto:

5 (n+1)wr—arcsin [y—T

/ dy / dx f(x, y).

I nr-+tarcsin [y—1

A to je potreba poscitat pres vSechny ty kopecky, takze celkem mame opravdu nekonecny pocet

SCltancu
oo o % (n+1)wr—arcsin [y—T1
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= —00 .
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Tohle ma jen jeden problém: takto urcena oblast 3 neni omezena. Jak udélat néco podobného

pro omezenou mnozinu? Snadno: musime prosté nahustit nekonec¢ny pocet ,,.kopecka™ na konec-

ny interval, ale to nenf tak tézké. Reknéme tieba, ze kopetky budou mit udoli v bodech 1, e,



e ” atd., vzdy k-té bude v bodé e *. Pak miZeme klidné poslat k — ocoa polohy udoli pijdou jen
do nuly, takze se viechny sméstnaji do intervalu (o; 1). Proto tu nasi oblast udélame tak, Ze ji ome-
zime zase zdola pfimkou y = o, ze stran pfimkami x = oax = 1a zeshora funkei ,,1 + sin® kz“.
Samoziejme k jsou cela ¢isla, ale kdyz vidime, ze Gdoli jsou v bodech x = e_k, staci dat misto &
naptiklad In x. Pokud zeshora bude kfivka y = 1 + sin®(# In x), bude viechno fungovat pékné
tak, jak ma.

Ctvrta dloha

4 | Jednim z nejdulezitéjsich urcitych integrala je I = f e dx.
—o0

(e}
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1. Spoctéte ho takto: jist¢ 1ze napsatil = / e dy, protoze je Gplné jedno, jak se jmenuje inte-
—o0

gra¢ni proménna. Nésobenim téchto dvou vyrazti dostanete I” jako dvojnésobny integral. Pfejdéte
do polarnich souradnic a vyc¢islete ho. Odmocnénim zjistite, kolik je I. [1 bod]
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2. S pomoci Vaseho vysledku z pfedchoziho bodu vy¢islete obecnéjsi integral / e (@bt gy
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kde a > o, b, ¢ jsou konstanty. [1 bod]
Zachovame se presné podle zadani. NapiSeme

I’ = ‘/ve_x2 dx-‘/‘e_y2 dy = //e_(x2+y2)dxdy.
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Zadani ndm radi, Ze mame piejit do polarnich soutadnic (i kdyz x* + y* nés tu udefi do odi tak, ze
2 2 2

bychom na to asi prisli i bez této rady). Pak misto e (“+7) dostaneme e ™", coz vypada, Ze neni

zadna pomoc, ale vsechno zasadné zméni jakobidn: misto dxdy mame rdrdp, takze
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takZe to muzeme uz odmocnit a dostivime megadulezity vysledek

u = r

de — 4y

I:fe_xzdx:ﬁ.

Tim je splnén prvni bod. A co druhy? To uz je jenom obycejné doplnéni na ctverec. Jelikoz
2
méme 4 > o, muzeme urdité napsat ax” + bx + ¢ jako (Vax + %)2 — f—ﬂ + ¢. Tim dosta-

vame (funkce ,exp(--) prosté znamena ,e na (-)“, jen se to mnohem vic hodi pro pfipady, kdy
argument exponencialy zabira hodné mista):
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/ _(ax2+bx+6)dx — ]o _ (F + b )2 _ b* — 4ac doc
(< = exp ax ZJZ‘ 4d .
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Z toho el 4 ”)/ ** muzeme vyhodit pred integral jako konstantu a ve zbytku muzeme polozit
u=vJax+; F’ z ¢ehoz hned vidime, Zze dx = du/vVa'. Meze se tim vibec nezméni a zistava
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Pata aloha

Vyc1slete nasledujici #-nasobné integraly: [1 bod za kazdy]

// /(x +5 +-+x;) dox, dx, - dx, 3 zf/ ‘/‘(xl—I—xZ—I—---—{—xn)zd:>cI dx, - dx,.
o O O

Tyhle integraly mozna vypadaji vyhrazné, ale ve skutecnosti jsou dost snadné. Ten prvni je jed-
nodussi nez ten druhy, tak zacnéme jim.
Pod integraly stoji soucet x7 + x; + - + x.. Nejlepsi bude integrovat kazdy s¢itanec zv1ast.

Zacnéme s x;:
1 I I
2
ff---fo dx, dx, - dx,,.
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Integrujeme postupné podle vSech proménnych. Pfi integraci podle x; musime spocitat
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Integrace podle viech ostatnich proménnych daji jenom jednicku, a tak pfi 7-nasbné integraci

x; dostaneme prosté 1/3. Je asi jasné, Ze u ostatnich s¢itancu se stane Gplné presné totéz a kazdy
z nich vyhodi rovnéz 1/3. Mame tedy soucet 7 integrald, kazdy je roven jedné tretiné, a vysledek

tedy musi byt
I I I
f / \[(xI2 + xz2 + .4 XZ) dx, dx, --dx, = —
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No a co ten druhy? Zase uplatnime stejnou logiku, jen musime rozepsat ten ctverec:
2 2 2 2
(¢, + 2, + 4+ x,)" =x; +x, + - +x, + 25, + 220,26, + -+ 25,%, + 2%,%, + - + 2%, X,
Soudet x7 + x7 + - + x;, jsme uz zintegrovali v pfedchozim bodé a vime, Ze to vyhodi /3. Co ten
zbytek? Vsechny cleny typu 224X pneco jiného S€ Zase ziejme zintegruji na totéz. Nac, to zjistime,
kdyz zintegrujeme tfeba 2x, x,:
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2‘/‘/\---‘/‘xlxzdxI dx, - dx,,.
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Pfiintegraci podle x, dostaneme 1/2, pfi integraci podle x, rovnéz. Integrace podle viech ostatnich
soufadnic da ]edmcku takze vysledek je roven 2 - 7 - 3 = 7. Nakonec vidime, Ze ¢lenti tohoto typu

tam méme celkem (}) = 3n(n — 1). Cely integral je tedy roven

ff f’“+x+ ol d o, = 74 B0 1+ D)
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