Odchylka vektora v euklidovském prostoru E,

Bud n > 1 pfirozené ¢islo. Vektorovy prostor R™ vsech n-tic redlnych ¢isel
x = (x1, 9, ..., T,) opatFeny standardnim skaldrnim soucinem definovanym pro
libovolné dva vektory x = (z1,%2,...,2,) & ¥ = (Y1, Y2, ..., ys) predpisem

(X,¥) = 2191 + Taya + - -+ + TpYn

je euklidovsky prostor dimenze n a znaci se E,,. Na tento euklidovsky prostor E,,
1ze nahliZet také jako na bodovy prostor — v tom piipadé se pro jeho prvky, jimiz

jsou potfad vSechny n-tice redlnych ¢isel, pouziva znaceni X = [x1, 2z, ..., ,)].
Jsou-li pak X = [z1,29,...,2,] & Y = [y1,92,...,¥ys] dva body v E,, jejich
rozdil Y — X = (y1 — x1,y2 — T2, ...,Yn — @) zpravidla byva povazovan za
vektor vedouci z bodu X do bodu Y.

Vezméme nulovy vektor o = (0,0, ...,0) v E,, ktery 1ze vnimat také jako bod
O =1[0,0,...,0] a ktery je moZno povazovat za pfirozeny pocatek v euklidov-
ském prostoru E,,, chdpeme-li E,, jako bodovy prostor. Je-li X = [z, 2o, ..., 2]

libovolny bod v E,, lezici mimo pocatek O, pak lze skrze body O a X prolozit
pfimku — jediny jednorozmérny afinni podprostor v E, obsahujici jmenované
dva body. Tyto body O a X pak vytinaji na pravé zminéné piimce tsecku OX.
Uvazme v této situaci vektor x = X — O, tj. vektor x = (1, 29, ..., x,). Délka
usecky OX je potom standardné nazyvana euklidovskou normou takto urce-
ného vektoru x a pro tuto normu vektoru x se pak obvykle uziva oznaceni ||x||.
Ptijmeme-li za intuitivné ziejmy fakt, ze v euklidovském prostoru E,, libovolné
dva vektory y a z majici vlastnost, ze mnoziny indexti jejich nenulovych slozek
jsou vzajemné disjunktni, jsou navzajem kolmé v klasickém smyslu, potom vice-
nasobnym pouzitim Pythagorovy véty odvodime pro euklidovskou normu ||x]||
vyse zminéného vektoru x nasledujici vztah:

x| = \fa? + a3+t a2 = /).

Posledni rovnost pritom plyne z vySe uvedené definice standardniho skalarniho
soucinu uzivaného v euklidovském prostoru E,,.

Méjme nyni dva nenulové vektory x = (z1,22,...,2,) a y = (Y1,Y2, -, Yn)
v euklidovském prostoru E,,. Jsou-li tyto vektory x, y linedrné nezavislé, generuji
dvourozmérny vektorovy podprostor [x,y]| v E,. Jsou-li vektory x,y linearné
zavislé, pak lze zvolit dvourozmérny vektorovy podprostor v E,, obsahujici oba
tyto vektory x,y. Bereme-li misto uvedenych vektort jim odpovidajici body
X =[r1,29,...,2,) &Y =[y1,y2,...,Yn), takZepak x =X -0 ay =Y — O,
pricemz oba body X,Y potom lezi mimo pocatek O, lze tutéz situaci nahlizet
nasledovné. Nelezi-li body X, Y a O na pfimce, lze jimi prolozit rovinu — jediny
dvourozmérny afinni podprostor v E,, obsahujici vSechny tfi jmenované body.
V opacném ptipadé lze zvolit rovinu v E,, prochéazejici poc¢atkem O a obsahujici
oba body X, Y. Ozna¢me 7 takto ziskanou rovinu v prostoru E,, obsahujici jeho
pocatek O a prochézejici obéma jeho uvazovanymi body X a Y.

Uvazujme dale polopfimky OX a OY v prostoru E,, vychazejici z pocatku O
— —
a prochézejici body X a Y. Tyto poloptimky OX a OY vytinaji v roviné n



duty thel (nulovy thel, jsou-li tyto poloptimky totozné, pfipadné piimy thel,
jsou-li tyto poloptimky opa¢né) s vrcholem v poc¢atku O. Oznaéme ¢ tento thel
vytaty zminénymi polopfimkami v roviné 7. Vratime-li se k pocateénimu po-
hledu z predchoziho odstavce na tuto situaci skrze nenulové vektory x = X — O
ay=Y — O, pak o thlu ¢ mluvime jako o thlu vektori x a y v prostoru E,
a piSeme ¢ = £(x,y). Velikosti tohoto thlu v radidnech pak rozumime délku
oblouku kruznice o jednotkovém poloméru majici stfed v poc¢atku O a lezici v ro-
an(:a 7, a_tcg jmenovité délku oblouku této kruznice vytatého na ni polopfimkami
OX a OY tymz zptsobem, jimz tyto polopfimky vytinaji v roviné 7 jiz feceny
thel . Tuto velikost thlu ¢ = £(x,y) potom nazyvame odchylkou vektori x
a y v prostoru E,, a zna¢ime ji rovnéz symbolem £(x,y). Centralnim tématem
tohoto textu pak je hledédni odpovédi na otézku, jak uréit tuto odchylku £(x,y)
dvou nenulovych vektorti x a y v euklidovském prostoru E,,.

Vratme se jesté jednou k bodim X = [z, 29,...,2,] a YV = [y1, 92, -, Yn]
v E, takovym, ze x = X — 0O a y = Y — O. Oznac¢me navic jako z vektor
Y—X = (y1—x1,Y2— X2, ..., Yn— T,). Pak ovSem samoziejmé mame z = y —x.

Cela situace v roviné 7 je ilustrovana na nasledujicim obrazku.

Klicem ke zodpovézeni posledné polozené otazky je dvoji moznost, jak vypo-
¢ist délku usecky XY v roviné 7. S ohledem na dfive uvedenou formuli pro
euklidovskou normu ||x|| libovolného vektoru x z E,, zjisfujeme, znovu podle
Pythagorovy véty, ze délkou zminéné tsecky XY je pravé euklidovskd norma
l|z|| vySe zavedeného vektoru z. Jde tedy fe¢ o dvoji moznosti, jak stanovit
onu euklidovskou normu tohoto vektoru z = y — x. Prvni moznost vychazi ze
shora uvedené definice standardniho skalarniho souc¢inu v E,, a z jeho vlastnosti
(symetrie, bilinearita). Tehdy umocnénim jiz citované formule pro euklidovskou
normu vektoru a jeji aplikaci na posledné jmenovany vektor z obdrzime:

2] = [ly —xI|* = {y —x,y —x)
= (y.y) — (xy) = (v, %) + (x,%) = [x]* + |lyl]* - 2(x, ).

Druhou moznosti je pouziti kosinové véty z trigonometrie. Zde je na misté pozna-



menat, ze klasické odvozeni kosinové véty se také urcitou mérou opira o intuici.
Pfipomenme znovu, ze euklidovska norma ||z|| vektoru z je délkou tisecky XY
Tato tsecka je ovsem stranou trojuhelnika OXY lezici naproti jeho vnitinimu
uhlu ¢. Zbyvajici dvé strany OX a OY tohoto trojuhelnika maji podle vyse
uvedenych poznatki délky ||x|| a ||y]||. Podle kosinové véty tedy plati:

[l2][* = 11" + lIyl1* = 2[Ix[[[ly]] cos .

Vzpomeneme-li si, Ze ¢ = £(x,y), pak porovndnim poslednich dvou vztahi po
jednoduché tupravé dostaneme formuli:

(x,y)

08 £0%Y) = Tyl

Toto je tedy onen hledany vztah pro odchylku dvou nenulovych vektori x a y
v prostoru E,,. Dluzno zde podotknout, ze v euklidovském prostoru E,, tedy
ve vektorovém prostoru R" se standardnim skalarnim souc¢inem dost dobfe neni
mozné tuto formuli chapat jednoduse primo jen jako definici odchylky dvou ne-
nulovych vektort, jak se tato odchylka vektort bézné zavadi v textech z linearni
algebry. Je tieba v tomto kontextu soucasné hledét na tuto formuli jako na vy-
sledek, ktery byl odvozen, tiebas s vyuzitim intuice (byt jen v omezené mife),
z elementarnich faktt zndmych z trigonometrie. Z téchto faktt pak zminéna
formule snadno plyne na zakladé béznych vlastnosti skaldarniho sou¢inu. Pokud
bychom se ovsem chtéli obejit zcela bez intuice, pak opravdu nezbude, nez vzit
vyse odvozenou formuli prosté za definici odchylky dvou nenulovych vektori
v euklidovském prostoru E,,. Korektnost této definice by pak ale bylo nutno
prokazat, coz je vSak snadné na zakladé Cauchyho-Schwarzovy nerovnosti, o niz
je Te¢ nize a kterou lze odvodit pfimo z defini¢nich vlastnosti skalarniho souc¢inu.
Nicméné naprosto bez intuice se ani tak obejit nelze. Vyse uvedené odvozeni
formule pro odchylku dvou nenulovych vektori v prostoru E, opfené do urcité
miry o intuici prinejmensim potvrzuje, ze definice odchylky dvou nenulovych
vektort v prostoru E,, pfimo zalozena na této formuli je tou ,spravnou” definici
odchylky vektori v E,,.

Je také na misté pripomenout, ze funkce kosinus je spojita klesajici funkce na
intervalu <0, 7> a ze zde nabyva hodnot z celého intervalu <—1,1>. V kontextu
s posledné odvozenou formuli to znamena, Ze pro kazdé dva nenulové vektory
X,y z prostoru E,, plati nerovnosti

1Y)
1| |-[[y]]

Tento fakt je instanci vysledku zndmého jako Cauchyho-Schwarzova nerovnost.
Zde se objevil jako bezprostfedni diisledek elementarnich vah (opirajicich se do
jisté miry o intuici) provedenych v euklidovském prostoru E,,. Zaroven tento fakt
znamena, ze kazdé dva nenulové vektory x,y z prostoru E,, maji podle posledni
formule odvozené v predchozim odstavci jednozna¢né uréenou odchylku £(x,y)
nachézejici se v intervalu <0, 7>.



