
Jméno:
1 2 3 Celkem

A. Ṕısemka z lineárńı algebry II, 8.6.2020 – početńı část
Max. počet bod̊u 12, čistý čas 120 minut

1. Lineárńı operátor ϕ : R3 → R3 je rotaćı kolem př́ımky p

x2 − x3 = 0, x1 = 0

převáděj́ıćı bod (2, 0, 0)T na bod (0,−
√

2,
√

2)T .
Najděte matici A tak, aby ve standardńıch souřadnićıch platilo ϕ(x) = Ax. Řešeńı doprovod’te
slovńım komentářem. Proved’te zkoušku. (4 body)

2. Najděte Jordan̊uv kanonický tvar J matice B =


2 0 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
1 0 0 2

 a matici P , která realizuje po-

dobnost J = P−1 ·B · P . Řešeńı doprovod’te slovńım komentářem. Proved’te zkoušku.
(4 body)

3. Ve vektorovém prostoru R4 mějme afinńı podprostor ρ generovaný jako afinńı obal bod̊u A =
(1, 1, 1, 1)T , B = (2, 0, 1, 3)T , C = (3, 2, 0, 1)T a afinńı podprostor σ generovaný jako afinńı obal bod̊u
D = (0,−2,−2, 1)T , E = (2,−1,−3, 1)T , F = (0,−1,−1, 1)T . Určete dimenze a vzájemnou polohu
afinńıch podprostor̊u ρ a σ. Řešeńı doprovod’te slovńım komentářem. (4 body)
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Vzorové řešeńı – početńı část

1. Lineárńı operátor ϕ : R3 → R3 je rotaćı kolem př́ımky p

x2 − x3 = 0, x1 = 0

převáděj́ıćı bod (2, 0, 0)T na bod (0,−
√

2,
√

2)T .
Najděte matici A tak, aby ve standardńıch souřadnićıch platilo ϕ(x) = Ax. Řešeńı doprovod’te
slovńım komentářem. Proved’te zkoušku. (4 body)

Plat́ı ϕ((2, 0, 0)T ) = (0,−
√

2,
√

2)T . Tedy i ϕ((1, 0, 0)T ) = (0,−
√

2/2,
√

2/2)T . Položme v = (1, 0, 0)T

a w = (0,−
√

2/2,
√

2/2)T . Pak ϕ(v) = w. Protože se jedná o otáčeńı a vektory v,w jsou kolmé,
nutně ϕ(w) = −w.

Př́ımka p procháźı počátkem a má směrový vektor u = (0,
√

2/2,
√

2/2)T . Každý bod př́ımky p se
zobraźı sám na sebe, zejména pak ϕ(u) = u.
Vid́ıme, že posloupnost α = (u,v,w) je ortonormálńı báze R3 (1 bod).
Zároveň má ϕ v bázi α matici (1 bod)

(ϕ)α,α =

 1 0 0
0 0 −1
0 1 0

 .

Plat́ı A = (ϕ)ε,ε = (id)ε,α · (ϕ)α,α · (id)α,ε (0.5 bodu). Zároveň (0.5 bodu)

(id)ε,α =

 0 1 0√
2/2 0 −

√
2/2√

2/2 0
√

2/2

 a (id)α,ε =

 0
√

2/2
√

2/2
1 0 0

0 −
√

2/2
√

2/2

 .

Plat́ı

(id)ε,α · (ϕ)α,α =

 0 0 −1√
2/2 −

√
2/2 0√

2/2
√

2/2 0


a (1 bod)

A = (ϕ)ε,ε =

 0
√

2/2 −
√

2/2

−
√

2/2 1/2 1/2√
2/2 1/2 1/2

 =
1

2

 0
√

2 −
√

2

−
√

2 1 1√
2 1 1



2. Najděte Jordan̊uv kanonický tvar J matice B =


2 0 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
1 0 0 2

 a matici P , která realizuje po-

dobnost J = P−1 ·B · P . Řešeńı doprovod’te slovńım komentářem. Proved’te zkoušku.
(4 body)

Vypočtěme (0.5 bodu) Laplaceovým rozvojem dle prvńıho řádku determinant

|B − λI4| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2− λ 0 0 0

0 2− λ 1 0
0 0 2− λ 0
1 0 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = (2− λ) · (2− λ)3 = (2− λ)4.
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Vyřeš́ıme homogenńı rovnici (B−λI4)x = 0 (1,5 bodu) zapsanou jako


0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
1 0 0 0

 a převedenou

na tvar


1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

.

Řešeńım je podprostor vlastńıch hodnot Ker(B − λI4) = [(0, 1, 0, 0)T , (0, 0, 0, 1)T ]. Skutečně plat́ı
B · (0, 1, 0, 0)T = 2 · (0, 1, 0, 0)T a B · (0, 0, 0, 1)T = 2 · (0, 0, 0, 1)T .
Odtud vid́ıme, že budeme mı́t dva Jordanovy bloky (bud’ oba typu 2x2 nebo jeden typu 1x1 a druhý
typu 3x3).
Spočtěme si matici (B−λI4)2 = 04×4. Je tedy Ker(B−λI4)2 = [(0, 1, 0, 0)T , (0, 0, 0, 1)T , (1, 0, 0, 0)T ,
(0, 0, 1, 0)T ]. Posledńı dva vektory rozš́ı̌rily bázi Ker(B − λI4) na bázi Ker(B − λI4)2, začnou z nich
tedy Jordanovy řetězce délky 2. Obdrž́ıme odtud 2 Jordanovy řetězce (1 bod)

(1, 0, 0, 0)T , (B − λI4) · (1, 0, 0, 0)T = (0, 0, 0, 1)T

a
(0, 0, 1, 0)T , (B − λI4) · (0, 0, 1, 0)T = (0, 1, 0, 0)T

Zároveň vid́ıme, že nutně budeme mı́t dva Jordanovy bloky typu 2x2, tedy Jordan̊uv kanonický tvar
J matice B bude matice (0.5 bodu)

J =


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 .

Př́ıslušná Jordanova báze bude (obrát́ıme řetězce) pak

(0, 0, 0, 1)T , (1, 0, 0, 0)T , (0, 1, 0, 0)T , (0, 0, 1, 0)T .

Matice P bude tvaru (0.5 bodu včetně zkoušky)

P =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

 .

Zkouška:

B · P =


2 0 0 0
0 2 1 0
0 0 2 0
1 0 0 2

 ·


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

 =


0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2
2 1 0 0

 ,

P · J =


0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0

 ·


2 1 0 0
0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2

 =


0 2 0 0
0 0 2 1
0 0 0 2
2 1 0 0

 .

3. Ve vektorovém prostoru R4 mějme afinńı podprostor ρ generovaný jako afinńı obal bod̊u A =
(1, 1, 1, 1)T , B = (2, 0, 1, 3)T , C = (3, 2, 0, 1)T a afinńı podprostor σ generovaný jako afinńı obal bod̊u
D = (0,−2,−2, 1)T , E = (2,−1,−3, 1)T , F = (0,−1,−1, 1)T . Určete dimenze, pr̊unik zaměřeńı a
vzájemnou polohu afinńıch podprostor̊u ρ a σ. Řešeńı doprovod’te slovńım komentářem. (4 body)

Položme u1 = B−A = (1,−1, 0, 2)T ,u2 = C−A = (2, 1,−1, 0)T a v1 = E−D = (2, 1,−1, 0)T ,v2 =
F −D = (0, 1, 1, 0)T . Společný pr̊unik ρ a σ najdeme vyřešeńım rovnice

A+ su1 + tu2 = D + pv1 + qv2, tj.
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su1 + tu2 − pv1 − qv2 = D −A.
Rovnici si převedeme na následuj́ıćı maticový tvar a vyřeš́ıme.

1 2 −2 0 −1
−1 1 −1 −1 −3

0 −1 1 −1 −3
2 0 0 0 0

 ∼


1 0 0 0 0
0 2 −2 0 −1
0 1 −1 −1 −3
0 −1 1 −1 −3

 ∼


1 0 0 0 0
0 2 −2 0 −1
0 0 0 2 5
0 0 0 −2 −7

 ∼


1 0 0 0 0

0 1 −1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

 .

Je tedy naše rovnice neřešitelná a tedy ρ ∩ σ = ∅ (1 bod). Zároveň vid́ıme, že Dir ρ ∩ Dirσ =
[(2, 1,−1, 0)T ] (1 bod) a dim ρ = dimσ = 2 (1 bod). Tedy ρ a σ jsou částečně rovnoběžné (1 bod).
Akceptuji i odpověd’, že jsou mimoběžné.


