Cviéeni 5 - Fiklady na testovani exponencialniho a Poissonovaziozeni

I. Test dobré shody
Ho: nahodny vybr X, ..., X, pochazi z rozlozeni s distriéni funkcid(x).
2
r \n; —np.
Testova statistikll = ZM
=1 j

~yA(r-p-1), kdyZ H plati.

Pritom:

r je paet variant resp. pet tidicich intervah veliciny X,

p je pa&et odhadovanych param&ulaného rozlozeni,

njje absolutnicetnost j-téhoifdiciho intervalu pro vetinu X resp. j-té varianty veliny X,
np je teoretick&etnost j-tehoifdiciho intervalu pro vedinu X resp. j-té varianty veliny X.
Plati-li nulové hypotéza, pak ® ®(U+1) - ®(u) resp.p; = ®(x;; )= lim &(x) = PX = x).

X=X[]~
Kriticky obor: W = <X21—a (r—p-1),0). JestlizeK OW , Hozamitdme na asymptotické

hladiné vyznamnostir.
Aproximace se povazuje za vyhovujici, kdyzap, j= 1, ..., 1.
Pri nesplreni podminky np>5, j = 1, ..., r jeieba rkteré intervaly resp. varianty slovat.

[I. Jednoduchy test exponencialniho rozlozeni (Dairigav test)
Ho: ndhodny vybr Xi, ..., X, pochazi z exponencialniho rozlozeni.

Testova statistik& = (nl;l—zszz v*(n-1), kdyZ H plati.

Piitom M je vybsrovy praimér a § je vybsrovy rozptyl daného nahodného b.
Kriticky obor: W = (0,%%a/2(n = 1)) 0 (X *1-ar2 (n = 2),e0).

JestlizeK 00 W, Hpzamitame na asymptotické hlagivyznamnosti.

[ll. Jednoduchy test Poissonova rozlozZeni
Ho: nahodny vybr Xj, ..., X, pochazi z Poissonova rozlozeni.

, .. _ (n - ])Sz 2 -« ,
Testova statistik&K = T: x°(n-1), kdyz H plati.

Kriticky obor: W = (0,%%a/2(n = 1)) 0 (X *1-a 2 (n = 1),e0).
JestlizeK 0 W, Hpzamitame na asymptotické hlagivyznamnosti.

IV. Test hypotézy o stedni hodno& Poissonova rozlozeni

Ho: A = Ao proti Hy: A # Xo. Testova statistikarl, = ZXi ~ Po(ry) za platnosti ki

i=1
p-hodnota = 2 mind(tp),1-O(tg)}, kde d(tp) je hodnota distribini funkce rozloZzeni Poly).
Je-li p<a, Ho zamitdme na hladénvyznamnostiw ve prosgch H.

V. Test hypotézy o shod stirednich hodnot dvou Poissonovych rozlozeni
Ho: A1 = A2 proti Hi: A1 # A,. Predpoklada se spini podminkyi; > 9,i=1, 2.

Testova statistikaT, = M, =M, N(0)), kdyz H, plati
M, M.
nl n2

p-hodnota = 2 mind(ty),1-O(to)}, kde O(to) je hodnota distribtni funkce rozlozeni N(0,1).
Je-li p<a, Ho zamitdme na hladénvyznamnosti ve prosgch H,.



VI. Test hypotézy o stedni hodno& exponencialniho rozlozeni

Ho: 1/A = 1l proti Hi: 1/A # 1/k. Testova statistikal, = in ~ Er(n,Ap), kdyZz H, plati.
i=1

p-hodnota = 2 mind(ty), 1-O(to)}, kde d(to) je hodnota distribtni funkce rozloZeni Er(riy).

Je-li p<a, Ho zamitdme na hladénvyznamnostiw ve prosgch H,.

Priklad 1.: V systému hromadné obsluhy byla sledovana dobalmp30 zakaznik (v min).
Vysledky jsou uvedeny v tabulce rozloZéatnosti:

Doba obsluhyPazet zakaznik
(O, 3] 14

(3,6] 16

(6,9] 10

(9,12] 9

(12,15] 8

(15,18] 5

(18,21] 3

(21,24] 5

Na asymptotické hladévyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, Ze dany nahegbér pochazi
z exponencialniho rozlozeni. PouZijte:

a) test dobré shody,

b) Darlingiv test exponencialniho rozlozeni

Reseni:
Testujeme bt ndhodny vybr Xy, ..., X7 pochazi z EX() proti Hy: non H,.
Ad a) Odhadneme paramatr

X 1 1

—= . =01122
m
SOILRT =%(14EL5+16D4,5+...+5E22,5)
=0

Pravdpodobnost, Ze nahodna \ittia s rozloZenim EXj), kdeh = 0,1122 se bude realizovat
v intervalu (uj ,uj+1> jep =o(Uuq1) - O(w), j=1, ..., r-1, p= 1 -O(u;) (sowtet g musi byt 1,
tedy horni mez poslednihiidiciho intervalu klademe), kde ®(x) =1-e™ . Sted

poslednihoifdiciho intervalu bude ve stejné vzdalenosti pgko je sted gedposledniho
téidiciho intervalu.
Vypocdty potrebné pro stanoveni testové statistiky K wapgame do tabulky.

(u. u ,+1> X 0B np Podminky dobré aproximace nejsou spiy
L slowime tedy intervaly (15,18] aZ (21,24] .
(0, 3] 1,5 | 140,2858 20,0033 — T —

(woup) Pa [0 e o [y -np)Y

(3,6] 4,5 | 10,2041 14,2871 Y np

(6,9] 7,5 | 100,1458 10,2044 (0, 3] 1,5 | 140,2818 20,0033 1,8017
(9,12] |10,59 [0,10417,2884 | |(3,6] 4,5 | 160,2041] 14,2871 0,2054
(12,15] | 13,38 [0,07445,2056 | |(6,9] 7,5 | 100,1458 10,2044 0,0041
(15,18] | 16,55 |0,05313,7181| [(9,12] |10,59 |[0,10417,2884 | 0,4020
(18,21] | 19,93 [0,03792,6556 | [(12,15] | 13,58 |0,07445,2056 | 1,5000
(21, 24] | 22,35 |0,02711,8967 | |(15,24] | 19,513/0,11818,2704 | 2,7047




K=1,8017 + ... + 2,7047 = 6,6178,r=6, p = 1,0 — 1 = 4y%of4) = 9,4877.
KOW = <9,4877, oo) = na asymptotické hladérvyznamnosti 0,05 nelze zamitnout
hypotézu, Ze doba obsluhyi$di exponencidlnim rozloZzenim.

Ad b)
m = %(14ELS+1GD4,5+... +5[225) = 89143

§' = é[lg[ﬂ]ﬁ— 89143 +16({45-89143" +... +5[(225- 8,9143)2] = 411447
(n-1s° _ 692111447
M? 89143
Kriticky obor: W = (0,x? 0025(69)) 0 (X 0s75(69),e0) = ( 0/47,9242) (1 (93856500).

Ho zamitame na asymptotické hlaglinyznamnosti 0,05.

Testova statistikak =

=357265.

Reseni pomoci MATLABU:

Ad a)

Ukol vyreSime pomoci funkce tds_exp.niiitém jiz zohlednime, Zetppavodnim tidéni do
8 intervah nebyly splgny podminky dobré aproximace a budeme pracovatiseivaly.
Zadame vektor mezi uj=[0 3 6 9 12 15 24jektor pozorovanycbetnosti

nj =[14 16 10 9 8 13]a hladinu vyznamnosti alfa=0.05.

Zavolame funkci tds_exp:

[zamitnuti,K,p,lambda]=tds_exp(uj,nj,alfa)

Dostaneme vysledek:

zamitnuti=0, K=6.6178, p=0.1575, lambda=0.1122

Protoze p-hodnota jestsi nez hladina vyznamnosti 0,05 kezamitame na asymptotické
hladiné vyznamnosti 0,05.

Ad b)

Pouzijeme funkci darling.m.

Zadame vstupni vektoristli pavodnich tidicich interval spolé&né s absolutniméetnostmi
tiidicich interval:

X=[1.514;4.516;7.510;10.5 9;13.5 8;16.5 5;19.2F 5]

Zavolame funkci darling:

[zamitnuti,K,p,lambda]=darling(X)

Dostaneme vysledek:

zamitnuti=1, K=35.7265, p=6.1430e-004, lambda=02112

Darlingiv test zamita hypotézu o exponencialnim rozlozardasymptotické hladén
vyznamnosti 0,05.

Piiklad 2.: Na jistém nadraZzi byl sledovanges prijizd¢jicich viaki za 1 h. Pozorovani bylo
provadno celkem 15 din(tj. 360 h) a vysledky jsou uvedeny v tabulce:

Patetvlakizal hodinu 0 |1 | 2 31 4| 5| g7avic
éetnost 27193|103|58(50|21|6|2

VVVVVVVV

1 h seridi Poissonovym rozlozenim, a to a) testem doboél\gHb) jednoduchym testem
Poissonova rozloZeni.
Reseni



Testujeme kt nahodny vybr Xy, ..., X3so pochazi z Pa{ proti H;: non H,.
Ad a) Nejprve odhadneme parametPoissonova rozlozeni:

=m= zn X[ = (27[u)+9311+ +207)=23
Pravcépodobnost ze nahodna vitia s rozloZzenim Paj), kdel = 2,3 bude nabyvat hodnot
j i
0,1, .., 7avic je, :%e —Zj—se ,j=0,1,...6p, =1-(p, +P,... + Py )

Vypocdty potrebné pro stanoveni testové statistiky K wagame do tabulky:

j n B np Podminky dobré aproximace nejsou gply slowime tedy
0 |27 | 0,100336,0037 Yarianty6a 7 ayvic.

1 |93 02306830147 | n | p np (n -np)? np

2 |103/0,2652 95,4665 |0 27 | 0,100336,0932 2,2909

3 58 | 0,203373,1914 |T 93 | 0,230683,0143 1,2012

4 |50 | 0,116943,0848 |2 103]0,2652| 95,4665 0,5945

5 |21 |0,053819,3590 |° 58 | 0,203373,191d 3,1529

6 |6 |002167,4210| |* 50 | 0,116943,0848 1,4887

7a |2 (0009433703 |° 21 | 0,053819,3590 0,1391

vic 6avic/8 [0,030010,79120,7220

K =2,2909 + 1,2012 + ... + 0,7220 =9,5892, r = % r—p — 1 = 5¢%,6§5) = 11,0705.
Protoze 9,5892 < 11,0705 Hezamitame na asymptotické hladuyznamnosti 0,05.

Ad b)

m:i(27[o+93m+...+2w): 23
36(

s? _—[27[60 23)° +93Mf1- 23)° +...+2[{7 - 2,3)2] =2121448
(n-1s* _3502121448_

23
Kriticky obor: W = (0,? 0025(359)) 0 (X os75(359),00) = ( 0308,4) [ (4134; )
Ho nezamitame na asymptotické hladiyznamnosti 0,05.

Testova statistikak = =3311304,

Reseni pomoci MATLABuU:

Ad a) Pouzijeme funkci tds_poiss.m. &®pohlednime, Zeipptvodnim zadani nebyly
splrény podminky dobré aproximace a pouzijeme tedy jedarariant.

Zadame vektor variant xj = [0:6] a vektor pozonoyeh cetnosti nj = [27 93 103 58 50 21 8]'.
Zavolame funkci tds_poiss:

[zamitnuti,K,p,lambda]=tds_poiss(xj,nj,alfa)

Dostaneme vysledek:

zamitnuti=0, K=9.6033, p=0.0873, lambda=2.2944

Ho tedy nezamitame na asymptotické hladifiznamnosti 0,05.

Ad b) Pouzijeme funkci darling.m.



Zadame vstupni vektor variant xj=[0:7]' sp@ié s absolutniméetnostmi &chto variant
nj=[27 93 103 58 50 21 6 2]' a ufime matici X:

X=[xj njJ;

Zavolame funkci darling:

[zamitnuti,K,p,lambda]=darling(X, poiss’)

Dostaneme vysledek:

zamitnuti=0, K=331.1304, p=0.2968, lambda=2.3

Priklad 3.: Ve firm¢ maji kopirku, ktera se v pméru poroucha 3x za tydenidsthovali ji
do vySSiho podlazi, kde jéie pristupna. Bhem nasledujicich Sesti tylmaznamenali tyto
pocty poruch: 3, 4, 2, 1, 1, 2. Na hladimyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze

a) paty poruch kopirky po festhovani maji Poissonovo rozloZeni (pouzijte jednbguest
Poissonova rozlozeni),

b) stedni hodnota pitu poruch kopirky poigsthovani je nizsi nezipd pgesthovanim.
ReSeni

Ad a) Testujeme bk ndhodny vybr X, ..., Xs pochazi z P&l proti H;: non H.

m =%(3+4+2+1+1+2)=1§’= 21667

2 2
=23 22

_ A2
Testova statistikak = N~ 8" _ 51,3667 _ 31538
M 21667

Kriticky obor: W = (0,? azs(5)) 0 (X 0s75(5).0) = (0,0,8312) [1 (128325 o)
Ho nezamitame na asymptotické hladuyznamnosti 0,05.

Ad b) Testujeme bl A = 3 proti H: A < 3.

Znamen =6, m=13/6p = 3,a = 0,05, no =18

Realizace testové statistiky:t 3+4+2+1+1+2 = 13

p-hodnota =(13) = poisscdf(13,18) = 0,1426

Na hladirg vyznamnosti 0,05 nezamitdme nulovou hypotézu.

Priklad 4.: Adam si zaznamenaval §tg e-maili, které mu pisly béhem tydne, bylo jich
126. Jeho ptelkyni Barbde pislo za tyden 112 e-mail Za gedpokladu, ze pidy e-maili se
fidi Poissonovym rozlozenim, na asymptotické hkagijiznamnosti 0,05 testujte hypotézu,
Ze stedni hodnota pitu e-maiti, které dostane Adam za den, je stejna jatedsi hodnota
poctu e-maifi, které dostane Barbora za den.

Reseni
Testujeme kt A; =X, proti Hy: A1 # A,. Realizace testové statistiky:
126_112
o= MM 7 7 187164405
\/ml m, [126 122 34
L4 e - /- -
n. n, o T 7
7 7

Kriticky obor: W = (- c0,— 196) 0 (196,)
Ho nezamitame na asymptotické hladuyznamnosti 0,05.



Priklady k samostatnémuieSeni:

1. Mame k dispozici 10 adap dol& mezi poruchami @itého zaizeni (v hodinach):

14 25 196 205 64 237 162 821 38

Na hladir¢ vyznamnosti 0,05 rozho¢te pomoci Darlingova testu, zda Ize rozlozeni didpy
poruchy povaZzovat za exponencialni. [Nulovou hypoetéezamitame na hladirnyznamnosti
0,05, p-hodnota = 0,2546]

2. Ceska obchodni inspekce provedlaéei ve 22 strnach druhotnych surovin. Zjigvala
pocet zavad, které se v jednotlivychéstach vyskytly. Vysledky jsou uvedeny v tabulce:

Patetzavad| Q1|23
Paletsk&ren| 75|46

Na hladir¢ vyznamnosti 0,05 rozhodte pomoci a) testu dobré shody {tie splreni
podminek dobré aproximace), b) jednoduchého tedfulze rozlozZeni ptu zavad povazovat
za Poissonovo. [Nulovou hypotézu nezamitame narfdagznamnosti 0,05, a) p-hodnota =
0,1125, b) p-hodnota = 0,7732]



