Modely a modelovani

Definice modelu:
Model je napodobenina originalu nebo jeho popis pomoci vymezenych prvkl a vztahii mezi

nimi.

Vlastnosti dobrého modelu:

Validita — schopnost modelu vystihnout podstatné vlastnosti originalu. Je vyjadiena stupném
shody modelu s origindlem v podstatnych vlastnostech.

Reliabilita — mira spolehlivosti a opakovatelnosti modelu. Vysoka reliabilita znamena, ze
vysledek modelovani je jen nepatrné ovlivnén ndhodou a podstatné vlivy jsou v modelu
zohlednény. Reliabilni model také umoZnuje pi1 opakovaném pouziti za stejnych podminek

ziskat podobné vysledky.



Druhy modelii:
- fyzikdlni model: fyzicky vytvoreny objekt, ktery napodobuje original (model automobilu,
mésta, stroje, atomu, ...)
- abstraktni model: soubor vzorct a pravidel, které zjednoduSené popisuji original.
Zjednoduseni spoc¢iva ve vybéru téch typickych vlastnosti originalu, které jsou vyznamné

pro popis jeho chovani.

Druhy abstraktnich modelii:
- deterministicky model — prvky a vztahy mezi nimi jsou pevné dany. Chovani modelu za
urcitych podminek je plné piedvidatelné (napt. modely riiznych fyzikalnich déji)
- stochasticky model — prvky modelu a vztahy mezi nimi maji charakter nahodnych jevi ¢i
nahodnych veli¢in nebo nahodnych procesti. V modelu vystupuje jedna nebo vice
nahodnych sloZek (napft. regresni model vysvétlujici zavislost jedné veli¢iny na jinych

veli¢inach).



Priklady stochastickych modelu:

modely systémi hromadné obsluhy

markovské fetézce a procesy popisujici vyvoj dynamickych systémi
modely zasob (umoznuji optimalizovat velikost skladu)

modely obnovy (popisuji proces nahrady téch prvki, které selhaly)
modely preziti (vyuZziti ve zdravotnictvi, pojistovnictvi, primyslu)

modely nabidky a poptavky

Specialni metody pro praci se stochastickymi modely:

stochasticke programovani
stochasticka teorie fizeni

simula¢ni metody



Specifika simula¢nich metod:
ziskava jen obtizné
- pro experimenty jsou pouzita nahodna Cisla. Tak 1ze simulovat pribchy realnych déjh pii

ruznych hodnotach parametrii a pozorovat vlastnosti modelovaného d¢je.

Mozné problémy pri simulacich:
- neadekvatni popis modelovaného déje
- nespravna volba pravdépodobnostnich rozloZzeni nahodnych veli¢in vyskytujicich se
v modelu
- chybn¢ odhady parametrii

- nekvalitni generatory pseudonahodnych Cisel.



Generatory nahodnych cisel

Definice nahodné posloupnosti Cisel:
Posloupnost Cisel je nahodna, pokud neexistuje kratsi zplisob vyjadieni dan¢ posloupnosti nez
tato posloupnost samotna, tj. tuto posloupnost nemiiZzeme zhustit do kratsi podoby. Proto Zadna

posloupnost ¢isel vzniklych vypoctem nemiiZze byt ndhodna, ale jen pseudonahodna.

Néhodna ¢isla vznikaji napft. jako vysledky nahodnych fyzikalnich procesii. Nelze predvidat

vyskyt urCité hodnoty a jednotlivé hodnoty jsou nezavisle.



Nahodna c¢isla potiebujeme napfr. v téchto situacich:
- generovani ndhodnych vybért
- simulace fyzikalnich procest
- simulované ulohy pouzivan¢ k feseni sloZitych matematickych problému, které nelze fesit
analyticky
- modelovani déji, kde se vyskytuji ndahodné jevy nebo nahodné veliCiny
- kryptografie
- pocitacove hry

- atd.



Zpusoby generovani nahodnych cisel

Mechanicky zptisob: losovani ¢isel z osudi, hazeni kostkami, ruleta. Pro vétSinu aplikaci je tento

zpusob pfrilis pomaly.

Fyzikalni zptisob: je zalozen na méfeni urc¢itého jevu, ktery nastava ndhodné (napt. rozpad
radioaktivni latky). Lze také v pravidelnych intervalech méfit Sum na polovodi¢ovych

pirechodech. Problémem je pfipojeni generatoru Sumu k pocitaci.

Pouziti tabulek ndhodnych Cisel: K jejich tvorbé se pouzivaly rozséhlé soubory dat ziskané
k jinym Gcelim (napf. Cisla v telefonnim seznamu apod.). Napft. z roku 1927 pochaze;ji

Tippetovy tabulky. Pro pocitacové experimenty vétsiho rozsahu jsou ovSem nevhodne.

Softwarovy zplsob: na zédkladé néjakeho algoritmu vytvari pocitac posloupnost Cisel, ktera ma

zdanlivé vlastnosti ndhodne posloupnosti, ale je pouze pseudonahodna.



Ukazka prvnich 30 ¢tvetic nahodnych ¢isel z Tippetovy tabulky:

2952 6641 3992 9792 7979 5911
3170 5624 4167 9525 1545 1396
7203 5356 1300 2693 2370 7483
3408 2769 3563 6107 6913 7691
0560 5246 1112 9025 6008 8126



Generovani pseudonahodnych cisel
V¢étSina algoritmt pro generovani pseudonahodnych Cisel ma rekurentni tvar
Xn+1 = F(Xp, X1, -5 Xo), kde Xo je vhodna pocatecni hodnota zvana ndsada nebo seminko (seed) a

F je pfislusna funkce. Tyto algoritmy umoznuji vytvareni jen periodicke posloupnosti.

NejrozsitenéjSimi zdroji pro generovani pseudondhodnych cisel jsou tzv. kongruencni

generatory.

Priklady kongruencnich generatoru:
- aditivni generator (Fibonacciiiv): x,1= X, + X,.; (mod M)
- multiplikativni generator (Lehmertv): x,,= ax, (mod M)
- smiSeny generator: X,.1= ax, + b (mod M)
V praxi: kombinuji se dva (nebo i vice) kongruencni generatory, aby se eliminovala ptipadna

zavislost mezi Cleny posloupnosti.



Pozadavky kladné na pseudonahodna Cisla pouzivana v simulacich:
- dostate¢né dlouhé posloupnosti bez opakovani (fadové aspon 10” hodnot)
- rychly vypocetni algoritmus generovani pseudonahodnych cisel
- splnéni dilezitych vlastnosti (musi se fidit danym typem rozlozeni, musi projit testy

nahodnosti a nezavislosti).



Nahodna cisla a nahodné Cislice
V uz8im slova smyslu jsou za nahodna Cisla povazovany realizace nezavislych ndhodnych

lprox e (O,l)

velicin z Rs(0,1), tj. hustota o(x)= {0 iinak a za nahodné Cislice (dekadicke) realizace

nezavislych nadhodnych veli¢in z Rd(G), kde G = {0, 1, ..., 9}, tj. pravdépodobnostni funkce

1
n(x) EproxeG.

0 jinak



Upozornéni: NezaleZi na tom, zda mame k dispozici ndhodn4 ¢isla nebo nahodné Cislice,

protoze mezi nimi plati tyto vztahy:

a) Necht’ X, ..., X, jsou nezavisl¢ nahodne¢ veli¢iny, X; ~ Rd(G), G= {0, 1, ..., 9}. Pak
transformovand ndhodna veli¢ina Y = 2,107 X; ~ Rg(0,1).
i=1

Znamena to, ze kdyz mame k dispozici nadhodné Cislice s rovnomérnym diskrétnim rozloZenim,
tak jejich transformaci Y mizZeme povazovat za spojitou nadhodnou veli¢inu s rovhomeérnym
spojitym rozloZzenim na intervalu (0,1).

b) Necht' ndhodna veli¢ina Y ~ Rs(0,1). Potom posloupnost Cisel X, X,, ... desetinn¢ho rozvoje

Y =2 10"X; tvoii posloupnost nezavislych a stejné rozlozenych ndhodnych velicin s rozloZenim

i=l1
Rd(G),G={0,1, ..., 9}.
Znamena to, ze rozloZenim ndhodného ¢isla z intervalu (0,1) na jednotlivé Cislice podle
desetinného rozvoje 1ze tyto Cislice povazovat za realizace nezavislych nahodnych veli¢in

z rovnomérneho diskrétniho rozlozeni na mnoziné {0, 1, ..., 9}.



Generovani nahodnych cisel z jinych rozlozeni
Mame generovat posloupnost n nezavislych realizaci ndhodné veli€iny s distribu¢ni funkci O(x).

Pi1 metodé€ inverzni transformace se generuji Cisla z Rs(0,1) a vhodné€ se transformuyji.

a) Diskrétni nahodna velifina

Postup:
1. krok: Z rozloZeni Rs(0,1) vygenerujeme ¢islo u.
2. krok: PoloZime x = a;, kde 1 = min{1; ®(a;) > u}.

Kroky 1 a 2 se opakuji n-krat.



Priklad: Opakované vypisovanych vybérovych fizeni se G€astni vzdy 4 firmy, ozna¢me je A, B, C, D. Pravdépodobnost, Ze
jejich nabidky budou vybrany, jsou postupné 0,2; 0,3; 0,4 a 0,1. Pro n = 10 simulujte vysledky opakovanych vybérovych
fizeni.
Reseni: Zavedeme nahodnou veli¢inu X, ktera nabyva hodnoty 1, kdyZ vyhraje firma A, hodnoty 2, kdyZ vyhraje B,
hodnoty 3, kdyz vyhraje C a hodnoty 4, kdyZ vyhraje D.
Najdeme distribuc¢ni funkci nahodné veliciny X.
0prox e (-oo,1)

0,2prox &(1,2)
®(x)=40,5prox (2,3)

0,9 prox (3,4)

Iprox e <4, oo)
Vygenerujeme &islo u e(0,1) a transformujeme ho takto:

IproO<u<0,2
2pro0,2<u<0,5
3pro0,5<u <09
4pro0,9<u<l

Znamena to, ze hodnotam veli¢iny X je distribu¢ni funkci ®(x) ptifazena ta ¢ast intervalu (0,1), ktera je proporcionalni
pravdépodobnosti odpovidajici hodnoty X.
Je-li napt. u = 0,7654321, pak nejmensi index 1, pro n€jz ®(a;) > 0,7654321 je 3, tedy v tomto ptipad€ vyhraje firma C.



Simulaci provedeme v MATLABu pomoci funkce simulace DNV (n,v):

function [realizace]=simulace DNV (n,v)
% autor: Petra Cabalkova
% funkce generuje n realizaci diskretni nahodne veliciny
% pravdepodobnosti realizace zadava vektor rozlozeni pravdepodobnosti v
% syntaxe: [realizace]|=simulace DNV(n,v)
% vstupni parametr: n ... pocet kroku simulace
% v ... vektor rozlozeni pravdepodobnosti diskretni nah.veliciny
% vystupni parametr:
% realizace ... vektor realizaci diskretni nahodne veliciny
realizace=[];
m=length(v);
for i=1:n

u=unifrnd(0,1,1,1);

if u<v(1,1) x=1;end;

if u>sum(v(1,1:m-1)) x=m;end;

for j=2:(m-1)

if (u>sum(v(1,1:3-1))) & (u<=sum(v(1,1:))) x=j;end;

end
realizace=[realizace x];
end

plot(realizace,'o")



Funkci zavolame s parametry n = 10, v=1[0.2 0.3 0.4 0.1]. Dostaneme vystup:

realizace =
2 3 3 1 1 2 4 2 3 2
Vidime, Ze pfi 1. konkurzu vyhraje firma B, pti 2. a 3. firma C atd.

Simulaci muzeme doplnit tabulkou rozlozeni Cetnosti:
tabulate(realizace)
Value Count Percent
1 2 20.00%
2 4 40.00%
3 3 30.00%
4 1 10.00%



b) Spojita nahodna veliCina
Metoda inverzni transformace je zaloZena na dvou nasledujicich vétach.

Véta 1.: Necht’ spojita ndhodna veli¢ina X ma rostouci distribu¢ni funkci ®(x) (tzn., ze k ni
existuje inverzni funkce @' (y) — tzv. kvantilové funkce). Pak transformovana nahodna veli¢ina
Y = O(X) ma rozloZeni Rs(0,1).

Dukaz: Oznacme ®«(y) distribucni funkci ndhodné veli¢iny Y.

®.(y)=P(Y <y)=P(®X)<y)=P(X <d"(y))= ®(@ ()= y proy & (0,1),

®.(y)=0proye (— 0,0), ®.(y)=1proy e (l,0)

Tedy Y ~ Rs(0,1).

Véta 2.: Necht' X ~ Rs(0,1) a necht’ @ je rostouci spojita distribucni funkce. Pak transformovana
nadhodna veli¢ina Y = @ (X) ma distribuéni funkci ®.

Dukaz: Oznac¢me ®+(y) distribu¢ni funkci ndhodné veli¢iny Y.
®.(y)=P(Y <y)=P(®"(X)< y)=P(X < d(y)) = d(y), protoze X ~ Rs(0,1).

Postup:
1. krok: Z rozloZeni Rs(0,1) vygenerujeme cislo u.
2. krok: Cislo u transformujeme vztahem x = @' (u).

Kroky 1 a 2 se opakuji n-krat.



Priklad: Generovani z exponencialniho rozloZeni
K benzinove pumpé€ s jednim Cerpadlem piijizdi v priméru auto kazdé dvé minuty.
Predpokladame, ze doba mezi prijezdy aut se tidi exponencialnim rozlozenim. Simulujte prijezd

10 aut k benzinoveé pumpg.

ReSeni: Casova jednotka = 1 minuta. Ozna¢me X dobu, ktera uplyne mezi dvéma po sobé

nasledujicimi ptijezdy aut. Vime, ze se fidi exponencialnim rozlozenim s parametrem A = 0,5.

Ae ™ prox >0 l1-e™ prox >0
P(x Z{ , Olx :{ . Odtud odvodime:

0 jinak 0 jinak
u=d(x)=l-e™ = x = —%ln(l—u)_

V nasem piipadé A = 0,5, tedy x =—2In(l1-u).

Samotnou simulaci provedeme v MATLABu pomoci funkce sim_expon(n,lambda):



function x=sim_expon(n,lambda)

% funkce generuje n realizaci spojite nahodne veliciny s exp. rozlozenim
% s exponencialnim rozlozenim

% syntaxe: x=sim_expon(n,lambda)

% vstupni parametry:

% n ... pocet realizaci

% lambda ... parametr exponencialniho rozlozeni

% vystupni parametr:

% x ... vektor realizaci nahodne veliciny s exp. rozlozenim
u=unifrnd(0,1,n,1);

x=-(1/lambda)*log(1-u);

plot(x,'0")

pocet=[1:n]";

t=cumsum(x);

figure

stairs(t,pocet)



X:

3.3718 4.7245 0.2716 4.8924 2.0013 0.2053 0.6528 1.5832 6.3168 6.6985

Znamena to, Ze pri této simulaci prvni auto piijede 3,3718 min po zacatku sledovani, druhé auto

ptijede 4,7245 min po prvnim autu atd.



Priklad: Generovani z normalniho rozlozeni

Nahodna cCisla z normalniho rozlozeni nemiizeme generovat metodou inverzni transformace,
(t=n)

X 1 E
protoZe nelze analyticky vyjadfit inverzni funkci k distribu¢ni funkci O(x)= Ime ot

a) Metoda zaloZena na centralni limitni vété

Necht’ {Xn }::1 je posloupnost ndhodnych veli¢in definovanych na témz pravdépodobnostnim prostoru, ktera
spliiyje tyto podminky:

- nahodné veli¢iny X, X,, ... jsou stochasticky nezavislé

- nahodné veliginy X;, X,, ... maji viechny stejné rozlozeni se stfedni hodnotou p a rozptylem o”.

Pak posloupnost standardizovanych souctl

konverguje v distribuci k nahodné veli¢iné U ~ N(0,1), tj. plati:
VxeR:limP(U, <x)=®(x), kde ®(x) je distribuéni funkce rozlozeni N(0,1).

n—o



Zvolime nahodne¢ veli¢iny s Rs(0,1):

Necht’ X4, ..., X, jsou stochasticky nezavislé ndhodné¢ veli¢iny, X; ~ Rs(0,1), tedy

E(X,)= l,D(Xi): Licy..n Pak E(inj =Y E(X,)== D(inj =Y D(X,)=—
2 12 | i=1 i=1 2 ’ i=1 i=1 12 |

YX, -np YX -2
i=1 — =l 2

Podle CLV nahodna veli¢ina Ua= c/n - n

12

~ N(0,1)

12
Sta¢i volitn = 12 a pak U, =2, X; =6 = N(0,1).
i=1

Generovani provedeme v MATLABu pomoci funkce clv(mi,sigma,n):



function [realizace]=clv(mi,sigma,n)

% funkce generuje cisla z normalniho rozlozeni pomoci CLV
% syntaxe: realizace=clv(mi,sigma, n)

% vystupni parametr:

% realizace ... vektor realizaci nahodne veliciny s rozlozenim N(mi, sigma”2)
% vstupni parametry:

% mi ... stredni hodnota

% sigma ... smerodatna odchylka

% n ... pocet realizaci

realizace=[];

for i=1:n

u=unifrnd(0,1,12,1);

x=sum(u)-6;

realizace=[realizace;x];

end

sh=mi*ones(n,1);

realizace=sh+sigma*realizace;

hist(realizace)



Nevyhody:

- na jedno nahodné &islo z N(u, 6°) je zapotiebi vygenerovat 12 &isel z Rs(0,1);

- rozloZeni takto vygenerovanych nahodnych cisel je oboustranné useknuté v bodech -6, 6;
- Aproximace neni uspokojiva vné intervalu (u—3c,p+30).

Tento nedostatek 1ze ¢asteCné napravit tak, Ze vygenerovana ndhodna Cisla budeme

transformovat pomoci polynomu.



b) Aproximace polynomem

Realizace generované v bodé€ (a) upravime takto:
y=0,25x

u=a1y + a3y3 + a5y5 + a7y7 + a9y9,

kde koeficienty jsou:

a; = 3,949846138

a; = 0,252408784

as =0,076542912

a; = 0,008355968

ag = 0,029899776.

Hodnoty u lze povazovat za realizace nahodné veliCiny s rozlozenim N(0,1).

Funkci clv.m upravime tak, aby poskytovala uspokojivéjsi realizace normalniho rozloZeni:



function [realizace]=clv_polynom(mi,sigma,n)
% funkce generuje cisla z normalniho rozlozeni pomoci CLV
% pouziva aproximaci polynomem

% syntaxe: realizace=clv_polynom(mi,sigma, n)
% vystupni parametr:

% realizace ... vektor realizaci nahodne veliciny s rozlozenim N(mi, sigma”2)
% vstupni parametry:

% mi ... stredni hodnota

% sigma ... smerodatna odchylka

% 1 ... pocet realizaci

al =3.949846138;

a3 =0.252408784;

a5 =0.076542912;

a7 =0.008355968;

a9 = 0.029899776;

realizace=[];

for i=1:n

u=unifrnd(0,1,12,1);

x=sum(u)-6;

y=0.25%x;

u=al *y+a3*y"3+aS*y"5+a7*y"7+a9*y"9;
realizace=[realizace;u];

end

sh=mi*ones(n,1);
realizace=sh+sigma*realizace;

hist(realizace)



¢) Metoda zaloZzena na Boxové — Miillerové transformaci

Necht x;, X, jsou dvé nezavisla Cisla z Rs(0,1). Pak transformovana ¢isla
z, =4/-2Inx, cos2nx,,z, = /- 2Inx, sin2nx, lze povazovat za realizace nahodné veli¢iny

s rozloZzenim N(0,1).

Funkce BM transformace(mi,sigma,n) generuje nahodna ¢isla z normalniho rozlozeni pravé

timto zptisobem.



function [realizace|=BM transformace(mi,sigma,n)

% funkce generuje cisla z normalniho rozlozeni pomoci BM transformace
% syntaxe: realizace=BM _transformace(mi,sigma, n)

% vystupni parametr:

% realizace ... vektor realizaci nahodne veliciny s rozlozenim N(mi, sigma”2)
% vstupni parametry:

% mi ... stredni hodnota

% sigma ... smerodatna odchylka

% n ... pocet realizaci (musi byt sude cislo)

realizace=[];

for i=1:n/2

ul=unifrnd(0,1,1,1);

u2=unifrnd(0,1,1,1);

x 1=sqrt(-2*log(ul))*cos(2*pi*u2)

x2=sqrt(-2*log(ul))*sin(2*pi*u2)

realizace=[realizace;x1;x2];

end

sh=mi*ones(n,1);

realizace=sh+sigma*realizace;

hist(realizace)



Poznamky k metodé Monte Carlo (MMC)

Je to stochasticko — numerickd metoda zaloZena na generovani (pseudo)ndhodnych ¢isel.
Modeluje chovani ndhodnych veli€in a na zdklad¢ statistického odhadu jejich charakteristik
umoznuje fesit rizné matematicke problémy 1 problémy z praxe.

Pouziva se zvlasté k feseni takovych uloh, kde analyticke feSeni je obtizné nebo dokonce
nemozné.

Vyuziti v matematice:

Vypocet urcitych integralli (v€etné vicenasobnych)
Reseni systémi rovnic (algebraickych i diferencialnich)
Vypocet hodnoty funkce

Vyuziti v praxi:

V oblasti financi a pojistovnictvi
Pti analyze rizika

Ve studiu zivotniho prostredi

V pocitacove grafice

P11 predpovédi pocasi



Historicky nejstarsi vyuziti MMC - Buffonuv problém hazeni jehlou (r. 1777)

Zadani: Vodorovna rovina je rozdé€lena stejn¢€ od sebe vzdalenymi rovnobézkami, jejich
vzdalenost ozna¢ime d. Hodime na ni jehlu délky h, ktera je mensi nez vzdalenost rovnobézek.
Kazdou polohu jehly povazujeme za stejn€ nadéjnou. Jaka je pravdépodobnost, Ze jehla protne
neékterou rovnobeézku?

Reseni:
_.N——————~———’* — —

el
h
; %,y]
—fy
‘|

Polohu jehly v roviné miizeme popsat uhlem ¢, ktery jehla svird s rovnobézkami a soutfadnicemi
[x, y] jejiho stiedu. Vodorovnou soufadnici ztotoZznime s rovnobézkou, kterd je nejblizsi stiedu
jehly. Hodnota y je tedy vzdalenost stiedu jehly od nejblizsi rovnobézky, 0 <y < d/2 . Je ziejme,
ze na hodnoté x nezalezi. Protoze kazda poloha jehly je stejn¢€ nad&jna, staci se omezit na thel

T
e(0,—
oc(0).
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Oblast G lze popsat takto: G = {((PJ) eR*0<p< 5 5} :

Jev B znamena, Ze jehla protne nékterou rovnobézku.
T
Kdyz y = 0, dojde k protéti pro vSechna ¢ € <0> 5> .
h

h
Kdyz ¥ E[ ] dojde k protéti pro ty hodnoty ¢, pro néz je ¥ < ESIH P,

h T
Kdyz ¥ =7, dojde k protéti pouze pro ¢=-.

h h

d =nd 2
o e B
> mes( ) !
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T
Spocteme: mes(G)= 5

sin pdep = —E[COS (p]0 == tedy Q



Tento vysledek 1ze pouzit k pfibliZznému stanoveni ¢isla . Podle empirickeho zakona velkych
Cisel plati, Ze s rostoucim poctem pokusu se relativni Cetnost uspéchu blizi pravdépodobnosti
uspéchu.

N(B) zQ(B):g: . 2hn |
n nd dN(B)
V 19. a 20. stoleti se né¢kteti experimentatori timto problém skutecné zabyvali. Vysledky jejich
pokustl jsou shrnuty v tabulce:

Oznacme n celkovy pocet pokusii a N(B) pocet uspéchii. Pak

experimentator [ rok | pocet hodu | aproximace n

Wolf 1850|5000 3,1596
Smith 1855|3204 3,1553
Fox 1894|1120 3,1419

Laccarini 1901 | 3408 3,1415929




Prvni systematické vyuziti MMC

Za 2. svétove valky tesili matematici Stanislaw Ulam a John von Neumann v americkych
laboratofich v Los Alamos v ramci projektu Manhattan problémy pii1 vyvoji vodikové bomby.
Slo o to, jaké procento neutronil v uréité sprice pronikne prekazkou, napt. nadrzi vody. Pouzili
techniku zaloZenou na kole rulety — odtud plyne nazev metody.



