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Parcialni diferencialni rovnice






Kapitola 1

Rovnice prvniho radu

Vyvoj vékové strukturované populace

Uvazujme néjakou populaci tvorenou jedinci ruzného véku. Predpokladejme, ze zndme slozeni
této populace v néjakém Case a zajima nds, jak se bude vyvijet jeji velikost a vékové slozeni.
K vyjddieni velikosti populace muzeme pouzivat dvé veliciny. Muzeme ji vyjadfovat jednak jako
mnozstvi' jedincii, kteif maji v ¢ase ¢t vék v rozmezi od a do a + 7, pfesnéji jedince, kteii maji
v Case t vék z intervalu [a, a4+ 7); tuto veli¢inu oznacime N (¢, a, 7). Velikost populace véak muzeme
vyjadrit také jako tzv. hustotu populace véku a v ¢ase t, kterou oznacime symbolem u(t, a). Hustota
populace u a velikost populace N jsou vazény vztahem

a+T

N(t,a,7) = /u(t,ﬁ)d«f.

a

O hustoté u budeme piedpoklddat, ze je to spojité diferencovatelns funkce?. Obé funkce u a N
jsou nezaporné.
Procesy probihajici v populaci jsou rozeni a umirani.

Model procesu umirani

Ozna¢me symbolem D(t, a, 7) mnozstvi jedinct, ktef{ zemfou béhem ¢asového intervalu (¢,t + 7]
a v case t maji vék v rozmezi [a, a4 7). Jedinci, ktef{ béhem ¢asového intervalu délky 7 nezemfteli,
zestarli o 7. Tuto trividln{ skute¢nost (zdkon zachovan{) vyjadiime rovnosti

N(t+71,a+7,7)=N(t,a,7) — D(t,a,7). (1.1)

Vyjadiime levou stranu této rovnosti a upravime pomoci substituce n = ¢ — ,

a+2T1 a+T1
Nt+7,a+7,7)= / u(t—i—T,E)dE:/u(t—i-T,n—i—T)dn.
a-+T1 a

1Slovo ,mnozstvi“ mize oznacovat pocet vech jedincil. Muze to viak také byt pocet jedinct vztazeny k néjaké
plose, pocet néjak ,reprezentativné® vybranych jedinct (napt. plodnych samic) a podobné.

2Tento predpoklad nenf realisticky. Bezprostfedné z ného totiz plyne, ze funkce N je spojité. Pfitom ale N nabyvs
hodnot celoéiselnych (pokud vyjadiuje pocet jedincu) nebo raciondlnich (pokud vyjadifuje popula¢ni hustotu, tj.
pocet jedincu vztazenych k néjaké plose). Tato pozndmka zduraznuje skutecnost, Zze se nesnazime presné popsat
skutecnost, ale konstruujeme jeji idealizovany (abstraktni, zjednoduseny) model.



S vyuzitim Lagrangeovy véty o stfedni hodnoté pro funkce dvou proménnych muzeme psat

N(t+7,a+7,7)— N(t,a,7) =

a+-7 a+T
— / (u(t+7,§ +7)— u(t,f))d{ = / <%(t+1917',§+7)7'+ %(t,g+ﬁz7’)7’) d¢ =
a a a+T a a
=7 / (a—zb(t+q917,§+7) + a—Z(t,g +1927)> d¢, (1.2)

a

kde 91, ¥2 jsou néjaka ¢isla z intervalu [0, 1]. K vyjaddieni mnozstvi umirajicich jedincu budeme
predpokladat, ze podil zemielych jedincu jistého véku za kratky casovy interval délky At mezi
vS8emi jedinci téhoz véku je pfimo imérny trvani At procesu umirdni,

D(t,a, At)

N(t,a,At) (@) At

O koeficientu imeérnosti p predpokladame, ze zavisi pouze na véku a, nikoliv na ¢ase t. Uvazujeme
tedy vyvoj populace v podminkach, které se v case neméni. Koeficient u nazyvame specifickd
dmrtnost (mortalita) ve véku a. Vyraz na levé strané posledni rovnosti muzeme také interpre-
tovat jako klasickou pravdépodobnost, ze jedinec, ktery ma v case ¢ vék v rozmezi od a do
a + At, zemfe v prubéhu ¢asového intervalu (¢,¢ + At]. Hodnotu p(a) proto muzeme chdpat
jako pravdépodobnost, ze jedinec véku a zemie béhem jednotkového ¢asového intervalu®. Specific-
kou timrtnost budeme povazovat za spojitou nezapornou funkci p definovanou na intervalu [0, co).
Typicky prubéh funkce p je zndzornén na Obrézku 1.1 a): Umrtnost novorozenct je relativng
velkd. Pak az do jistého véku (vétsinou do dospélosti, ukonéen{ individudlniho vyvoje) klesd. Dale
zustane na néjaké nizké irovni a po dosazeni hranice stafi opét roste; zpocatku linedrné a nakonec
jako konvexni funkce.
7 uvedeného predpokladu dostaneme vyjadieni mnozstvi umirajicich jedincu ve tvaru

a+At
D(t,a, At) = p(a)N(t, a, DAL = At | u(a) / u(t, &)de | (1.3)
Polozime 7 = At a dosadime rovnosti (1.2) a (1.3) do relace (1.1). Dostaneme
at+At
ou ou
o7 (6T V1AL E + AL) 4 ==(t,€ + D2 AA8) + p(a)u(t, €) | dE = 0.

Tato rovnost mé platit pro libovolnd a > 0, ¢t > 0 a At > 0. To je mozné jen tak, ze integrovand
funkee (ktera je podle predpokladu spojitd) je nulovd, tj. pro vechna piipustnd a,t, At plati

0 0
a_::(t L9 AL a+ At + 8—“@, a+ 92 AL) + p(a)ult,a) = 0
a
a odtud limitnim prechodem At — 0 dostaneme McKendrickovu-von Foersterovu rovnici
0 0
8_1;(t’ a) + a—Z(t, a) = —pla)u(t,a). (1.4)
Znamé slozeni populace na poc¢atku vyjadiime pocdtecni podminkou
u(0,a) = ¢(a) (1.5)

prislusnou k rovnici (1.4). Funkce ¢ se nazyva pocdtecni funkce; vyjadiuje hustotu populace
v pocateénim case t = 0 a je to podle predpokladu spojita funkce.

3Presnéjsi vyjadieni je ,intenzita pravdépodobnosti“. Hodnota p mé totiz rozmér pievracené hodnoty asu a
pravdépodobnost je bezrozmeérnd; navic pu muze byt vétsi nez 1.

4



a) b)

Obrézek 1.1: Typicky prubéh a) specifické amrtnosti @ a b) specifické porodnosti § v zdvislosti na
véku. Hodnota a; oznacuje vek pocdtku plodnosti (dospélosti), hodnota ar vék ukonéeni plodnosti.

Popiseme, jak se vyviji ¢ast populace tvorend jedinci, ktefi se narodili pred ¢asem t = 0. V takto
vymezené Casti populace ma v case t kazdy jedinec vék vétsi nez t. Zajima nas tedy hustota u,
jejiz definiéni obor je zizen na mnozinu

A ={(t,a) eR*: a>t>0}. (1.6)
Zvolime libovolné ag > 0 a pro a > ag polozime

z(a) = u(a — ag, a).

Pak podle tetézového pravidla pro vypocet derivaci slozené funkce a podle rovnice (1.4) plati

Z pociteéni podminky (1.5) dostaneme
x(ag) = ulag — ag, ag) = u(0,ap) = p(ag). (1.7)

Funkce z je tedy FeSsenim obycejné linearni homogenni rovnice

s po¢éateéni podminkou (1.7). To znamend, ze

G
z(a) = p(ag)e

a ponévadz u(t,a) = u(a — (a — t),a), muzeme psat Feseni rovnice (1.4) s pocatetni podminkou
(1.5) na mnoziné A dané rovnosti (1.6) ve tvaru

- |
u(t,a) = pla —t)e -t . (1.8)

Ze spojitosti funkce u dale plyne, ze takto definovand funkce je fesenim pocdtecni tlohy (1.4),
(1.5) na mnoziné A; = {(t,a) € R? : a >t > 0}.

5



Model procesu rozeni

Nejprve si uvédomime, ze v populaci nemohou byt jedinci neomezeného véku. V ¢asovém okamziku
t je v populaci néjaky maximélni vék apax; hodnota ama.x zavisi na ¢ase t. Pro hustotu u tedy
plati u(t,a) = 0 pro kazdé a > amax. Vezmeme libovolné celé kladné ¢islo n a polozime

amax . .
Aa = , a; =1Aa, 1=0,1,2,...,n.
n

O jedincich, ktefi v ¢ase t maji vék a takovy, ze a;—1 < a < a;, Fekneme, Ze jsou v Case t v i-té
vekové ti{dé. Mnozstvi jedincu v i-té vekové tiide je rovno N (¢, a;—1, Aa); to plyne z piedpoklddané
spojitosti hustoty wu.

Oznac¢me B;(t, 7) mnozstvi novorozenci, kteff se narodili v ¢asovém intervalu (¢,t + 7] a jsou
potomky jedinci?, kteii v ¢ase t byli v i-té vékové tiide. K vyjadieni mnozstvi novorozenych jedinci
budeme predpokladat, ze v kratkém casovém intervalu délky At je mnozstvi narozenych potomku
jedincu z néjaké vékové tiidy umeérny velikosti této vékové tiidy a délce casového intervalu At, tj.

Qs

Bi(t, At) = ﬂZN(t, a;—1, Aa)At = ﬂzAt / u(t, g)dg,

aq—1

koeficienty imeérnosti 3; jsou nezaporné. Podle véty o stfedni hodnoté integralniho poctu existuji
cisla oy, a;—1 < oy < ay, takova, ze

a;

/ u(t, £)d¢ = u(t, a;)Aa.

QA —1
Dostavame tak vyjadieni

Bi (ta At)

A Biu(t, ;) Aa, 1=1,2,...,n. (1.9)

Zavedeme nyni spojitou nezédpornou funkci 8 nezdvisle proménné a, pro niz plati g(a;) = G;.
Funkéni hodnotu S(a) interpretujeme jako oc¢ekavany (typicky) pocet potomk, které m4 jedinec
véku a béhem jednotkového ¢asového intervalu. Funkci 8 budeme proto nazyvat vékove specifickd
porodnost. Typicky prubéh specifické porodnosti 8 je zndzornén na Obrazku 1.1 b). Novorozeni
jedinci zédné potomky nemaji, mohou je mit az po dosazeni jistého véku a; (dospélosti). Pak
porodnost naroste do jisté maximalni hodnoty 5*, po néjaké dobé zacéne klesat a ve véku ar (po
menopauza) vymiz{. Vétsina organismu je plodnd az do smrti, prezivdni po menopauze se objevuje
jen u nékterych primati nebo kytovciu; hodnota ar tedy muze byt vétsi nez maximalni mozny
vék dosahovany v populaci.

Pravou stranu rovnost{ (1.9) nyni{ muzeme psét ve tvaru S(«;)u(t, a;)Aa; zFejmé pro ni plati
nerovnosti

min (ﬂ(f)u(t,&))Aa < Bag)ult,a;)Aa < max (ﬂ(&)u(t,f))Aa,

a;—1<§<a; a;—1<§<a;

takze soucet levych stran rovnost{ (1.9) vyhovuje nerovnostem

n n

min (ﬂ(f)u(t,&))AaSAit;Bi(t,At)gi max_ (B(&)u(t,€))Aa. (1.10)

— a; 1<¢<a; a;—1<§<a;
i=1 =1

n
Soucet > B;(t, At) vyjadiuje mnozstvi vSech novorozenct, kteif se narodili v krétkém casovém

1=1
intervalu (¢,¢+ At]. Jinak feceno, vyjadiuje mnozstvi v8ech jedincu, kteif v case t + At méli vék

4U pohlavné se rozmnozujici populace zni vyjadieni ,,potomek jedince* podivné; kazdy je potomkem dvou jedinct
ruzného pohlavi, ktefi mohou byt ruzného véku. V takovém piipadeé je vhodné za populaci povazovat pouze populaci
samic.



z intervalu [0, At). To znamend, ze
n At
> Bi(t,At) = N(t + At,0, At) = /u(t + AL, €)dE = u(t + At, 0AL)At,
1=1 0

kde 6 € (0,1) je néjaké ¢islo; posledni rovnost plyne z véty o stfedni hodnoté integrélniho poctu.
Uvedené vyjadieni dosadime do nerovnosti (1.10) a dostaneme

n n

min_ (B(&u(t,€))Aa < u(t + At,0At) < max  (B(&u(t,§))Aa.

~— a; 1<¢<a; ~—a;_1<{<a;
i=1 =1

Vyraz na levé strané konverguje pro Aa — 0 (tj. pro n — c0) k dolnimu (Riemannovu) integrélu
z funkce S(-)u(t, -) na intervalu [0, amax), vyraz na pravé strané k integrdlu hornimu. V limité
n — oo tak dostavame rovnost

Amax

u(t + At,0At) = / BE)ult, £)de.
0

Nyni provedeme dalsi limitni pfechod At — 0. Nakonec si jesté uvédomime, ze pro & > amax je
B(&)u(t,&) = 0 pii libovolném ¢. V horni mezi integrélu tedy muzeme psét co. Dostaneme tak

u(t,0) = [ B§)u(t,§)ds; (1.11)

to je okrajovd podminka pro rovnici (1.4), kterd byva také nazyvéna podminka obnovy.

Popiseme, jak se vyviji ¢ast populace tvorend jedinci, kteri se narodili po case t = 0. V takto
vymezené ¢asti populace mé v case t kazdy jedinec vék mensi nez t. Zajima nés tedy hustota wu,
jejiz definiéni obor je zizen na mnozinu

Ay ={(t,a) eR*: t >a>0}.

Ziejmé je Ay U A; = [0,00) x [0,00), takze hleddme feeni rovnice (1.4) na zbytku definiéniho
oboru hustoty w.

Vyraz na pravé strané rovnosti (1.11) z&vis{ pouze na proménné ¢. Proto ho ozna¢ime symbolem
¥ (t). Zvolime libovolné ty > 0 a pro a > 0 polozime

y(a) = u(a + to, a).
Pak plati
y(0) =(to),  ¥'(a) = —p(a)y(a),

takze funkce y je feSenim této Cauchyovy tlohy pro obycejnou linearni diferencidlni rovnici, tj.

— [ u()de
u(a 4+ to,a) = yla) = P(to)e 0! .

Ponévadz hodnota to byla libovolnd a plat{ u(t,a) = u(a + (t — a),a), feSen{ rovnice (1.4) na
mnoziné As, které spliuje okrajovou podminku (1.11), dostaneme ve tvaru

- fa n(§)dg
e o

u(t,a) =t —a) , (1.12)
kde funkce 9 je definovana integralem
wlt) = [ Bult. (113)
0
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wSeminumerické“ feSeni modelu vékové strukturované populace

Model vyvoje vékové strukturované populace je ddn rovnici (1.4) spolu s pocdteéni podminkou
(1.5) a s okrajovou podminkou (1.11). Zapiseme ho v kompaktnéjsim tvaru

du 9
a—? + a—z = —u(a)u, t>0,a>0, (1.14)
u(0,a) = ¢(a), a>0, (1.15)
u(t.0) = [ BEu(t. ¢, >0, (1.16)

Hledand funkce u = u(t, a) vyjadiuje hustotu populace véku a v ¢ase t. Poznamenejme, Ze v rovnici
(1.14) nepiseme explicitné nezdvisle proménné ¢, a jako argumenty funkce u, nebot jsou zapsany
v operétorech parcidlnich derivaci. Poc¢dtecéni funkce ¢ = p(a) vyjadiuje strukturu populace (t;.
jeji hustotu) v ¢case ¢ = 0, funkece 8 = f(a) vyjadiuje vékové specifickou porodnost a funkce
= p(a) vékove specifickou tmrtnost.
Z dosud provedenych vypoétu, tj. podle (1.8), (1.12) mame FeSeni dlohy (1.14), (1.15), (1.16)
ve tvaru .
S ANTICILS
pla—t)e ¢ , t<a,
u(t,a) =
Pt —a)e Ofu(f)dg, t > a.
Pro zjednoduseni zdpisu oznacme
~ [ u(e)ae
e 0 .

L(a) =
Resen{ tlohy (1.14), (1.15), (1.16) pak zapiseme
t(a)
—t ) t< )
ult,a) = el )ﬁ(a — ) ¢ (1.17)
Y(t —a)l(a), t>a.

Problémem tohoto vyjadreni je skutecnost, ze funkce 1) neni v zadani dlohy; je ddna integralem
(1.13), v némz vystupuje hledang funkce u. Proto se pokusime najit alespon ptiblizné feseni tlohy
na néjaké konetné mnoziné bodu

{(tiya;): i=0,1,2,...,N,j=0,1,2,...,M}.

Konkrétné: zvolime casovy interval At¢, maximalni uvazovany vék ay; a ¢as vyvoje populace ty;
vek ap 1 Cas ty volime jako ndsobky ,casového méritka“ At, vék aps navic tak, ze 8(a) = 0 pro
a > ayr. Pak polozime

ti=iAt, i=0,1,2,..., a;=jAt, j=0,1,2,....
Pro libovolné nezéporné celé éislo j podle (1.17) plat{

Uajed) oo 3 Ha+i)
Tayei— 1)~ 29 (ay)

u(ti, aj4i) = plajr; —t;)

Pro libovolné kladné ¢ plati
u(ti, 0) = 1(t:)€(0) = (t:),
takze pro kladné i plati

u(tivy,aj) = Y(tir; —aj)la;) = Y(t:)l(a;) = ults, 0)¢(ay).
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Hodnotu 9 (t;) = wu(t;,0) budeme aproximovat integralem (1.13) pocitanym numericky pomoci
slozeného lichobéznikového pravidla,

u(t;,0) = Y(t;) = /6(£)u(ti,£)d«£ = /ﬁ(&)u(ti,g)dgz
0 0
~ Z L (Blag—1)u(ti, ap—1) + Blar)u(t;, ar)) At =
k=1
=1 <ﬁ(0)u(ti,0) +2 z_: Bax)u(ts, ax) +ﬂ(aM)u(ti,aM)> At = At z_: Blar)ults, ay);
k=1 —

vyuzivame zavedené vlastnosti S(ans) = 0 a prirozeného predpokladu 5(0) = 0 (novorozenci nejsou
plodni).

Resen{ tlohy (1.14), (1.15), (1.16) v bodech (t;,a;) budeme aproximovat hodnotami u; ;, tj.
u(ti, aj) &~ u; . Jesté oznacime ¢; = ¢(a;) , B; = Bla;), {; = £(a;). Hodnoty w; ; muzeme pocitat
napf. podle schématu

Citi ) ) . .
ui,jﬂ-:%ﬂ[—f, j=0,1,2,....M, i=0,1,2,...,min{N, M — j},
J

M—1
wio=At > Bruik, wiyi;=uiol;, i=1,2,...,N, j=1,2,...,min{M,N —i}.
k=1
Toto uspoidddni vypoctu kopiruje myslenkovy postup odvozeni formule (1.17) — nejprve se (ana-
lyticky) vypoéitda vymiran{ jednotlivych vékovych kategorii pocateéni populace, pak se v kazdém
casovém kroku postupné priddvaji novorozenci (vypoéitani pomoci numerické integrace) a pocita
se jejich vymirani.

Vypocet lze ovSem uspofadat i jinak — v jednotlivych ¢asovych krocich vypocitat vékové slozeni celé
populace. K tomu si nejprve povS§imnéme, ze pro vSechna pfipustnd i a j plati
aj —titp1 = (] — 4 — 1)At =aj-1 — ti, tiv1 —aj; = (Z +1 7j)At =t —aj-1.

Proto podle (1.17) pro 0 < i < j plati

Uir1,; = u(tivi, a;) = p(a; — ti+1)% = p(aj-1 - ti)# =

a; — tis1 aj—1—ti)
llaj—1)  £(ay) £(ay) 2
=plaj—1 —t; =u(ti, aj-1) "~ ~ Ui, j— s
Pl )E(aj,l —ti) £(a;-1) (t. 05 1)£(a]~,1) G
pro i > j > 0 plati
Ua; l
Uit1,; 2 utiv1, a) = Y(tivr — aj)l(a;) = ¥t — aj—1)l(aj-1) (,J) R Wiyjm1 5
l(aj-1) lia
Pro libovolné ¢ > 0 a j > 0 tedy plati
6.
Uit1,5 ~ ﬁum_ll
i
Dal
e M—1 M—1 / M—2 ’
Wiy1,0 = At Z Brtiv1,s = At Z ﬂkg—kui,kﬂ = At Z ﬂkﬂ%ui,k-
k=1 k=1 k=1 k=0 k
Oznacime-li nyni
l; l;
Py = ?17 Fj = Bjt J;lAt
j J



a povsimneme si, ze

J4 J4
Fror=Bu—2-At=0, Fy= B((M + 1)At) Ml
Uar—1 [497;

At =0,
muzeme schéma vypoctu zapsat jako

M
) wit1,0 = Fjuiy,
Uo,j = Pjs .7:071727"'7M7 7=0

Uit1,; = Pj—1uij-—1, j=12,..., M,

nebo v maticovém tvaru

Uit1,0 Fr Fr F» ... Fy1 Fu Ui,0
0,0 ®o Ui+1,1 Py O 0o ... 0 0 Ui, 1
Uuo,1 P1 Ui41,2 0 P1 0 . 0 0 Ui,2
U0, M 3% Uit1,M—1 o 0 0 ... 0 0 Wi, M1

Uit1,M 0o 0 0 ... Py O Ui, M

Tento zépis ukazuje, ze pocatecni tloha (1.14), (1.15), (1.16) pro McKendrickovu-vonFoersterovu rovnici je
analogii Lesliecho modelu vyvoje vékové strukturované populace. V- McKendrickové-vonFoersterové modelu
jsou ¢as i struktura spojité, v Leslieho modelu jsou diskrétni.

1.1 Rovnice ve dvou nezavisle proménnych

Jednd se o rovnice tvaru
=0 (1.18)

)

r (w,y,u ou 6u)

a%aa_y

kde F je spojitd funkce péti proménnych definovani na néjaké mnoziné G C R® s neprazdnym
vnittkem G°.

Klasické (silné) resent rovnice (1.18) je funkce u definovand na mnoziné 2 C R? takové, ze
Q = Q°, piitom funkce v je na vnitiku mnoziny Q diferencovatelnd, na uzévéru mnoziny € je
spojita a splnuje vztahy

ou(z, ou(z, ou(z, ou(z,
(x,y,U(fc,y), ((%y), éyy)) €G a F(ﬂc,y,U(fc,y), ((%y)’ éyy)) =0

pro vsechny body (z,y) z vnittku mnoziny .
Graf feseni rovnice (1.18) se nazyvé integrdalni plocha této rovnice.

1.1.1 Linearni rovnice
Linearni rovnice je tvaru
a(@, y)us + b(z, y)uy + c(z,y)u = g(z,y), (1.19)

kde a, b, c, g jsou spojité funkce dvou proménnych definované na podmnoziné € prostoru R?, ktera
mé vlastnost Q = Q°. O funkcich a,b budeme navic piedpokladdat, ze jsou v kazdém bodé Q°
nenulové.

Kdyby totiz byla naptiklad funkce a nulovd, rovnice by nabyla tvaru

b(xa y)uy + C(‘T’ y)u = g(.%', y)

a mohli bychom ji povazovat za rovnici oby¢ejnou — proménnou y bychom chéapali jako nezavisle
proménnou, proménnou x bychom povazovali za parametr.
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Pokud je funkce g na pravé strané rovnice (1.19) nulové, tj. pokud rovnice je tvaru
a(z,y)us + b(z,y)uy + c(z,y)u =0, (1.20)

fekneme, Ze tato rovnice je homogenni. Mnozina feSeni rovnice (1.20) spliiuje princip superpozice:
Linedrn{ kombinace feeni rovnice (1.20) je opét fesenim této rovnice. Podrobnéji:

e Je-li funkce u fesenim rovnice (1.20) a « je libovolné redlné ¢islo, pak také funkce au je fesenim
této rovnice.
Dukaz: Ponévadz

O(au) ou O(au) ou

or  “or oy - O‘a_y’
plati
d(au)  O(au) B ou  Ou B
e +b ay + clau) = « a8x+b8y+cu = 0. -

e Jsou-li funkce uq, ug FeSenim rovnice (1.20) se stejnym definiénim oborem, pak také funkce
u1 + ug je feSenim této rovnice.
Dukaz: Ponévadz

Our tup) _ 0wy | Ouy - O(watup) _Owr | Ou
ox T Oz Ox Oy Oy Ay’
plati
d(ug + O(uy +
a (ulax uz) b (Ulay us) Fe(ur + us) =
. Ou ouy Ouy Ouz _ _
_a[?:c +b8y —i—cul—i—aax +b8y +cuy =0+0=0.

O
Protoze funkce u = 0 je ziejmeé fesenim rovnice (1.20), plyne z principu superpozice, ze mnozina
vsech Fesenf rovnice (1.20) definovanych na jedné mnoziné € tvoif redlny vektorovy prostor.
Nyni se podivejme na strukturu mnoziny feseni nehomogenni rovnice (1.19). Pro ni plati:

e Jsou-li funkce u; a ug FeSsenim nehomogenni rovnice (1.19), pak jejich rozdil je feSenim homogenn{
rovnice (1.20).

Dukaz:
d(uy —u d(uy —u
“ (1690 2)+b : 15y 2)+C(u1*u2):
:a%—i—b%—i—cul— a%—l—b%—i—cm =g—g=0.
Ox dy ox dy 0

e Je-li funkce uy Fesenim nehomogenni rovnice (1.19), pak pro kazdé feseni uy homogenni rovnice
(1.20) je soucet funkei uny + up také Fesenim nehomogenni rovnice (1.19).
Diikaz:

aa(uN +un) —l—ba(uN +un) +cluy +uy) =
ox dy
_ Ouy oun oup Oug - _
_a[?x +0b 3y +cuny +a o +0b 3y +cug=9g+0=g.

O

Mnozinu Feseni nehomogenni linedrni rovnice (1.19) tedy muzeme chapat jako afinni prostor.
Presnéji, feseni nehomogenni rovnice (1.19) jsou body afinniho prostoru, jehoz zaméfenim je vek-
torovy prostor vsech feseni linedrni homogenni rovnice (1.20).
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Reseni rovnice a(r,y)u, + b(z,y)u, =0

Tato rovnice je specidlnim piipadem linedrni homogenni rovnice. Predstavme si, ze jeji feSeni
zndme. Necht tedy funkce u = u(z,y) je feSenim rovnice

a(z, y)ug + b(x, y)u, = 0. (1.21)

Tuto funkci dvou proménnych miizeme zndzornit pomoci vrstevnic. Necht vrstevnice funkce u
maji parametrické vyjadieni tvaru

=a(s),

y=y(s),
kde parametr s probihd néjaky realny interval I. Ponévadz funkce u je diferencovatelna, jsou jeji
vrstevnice hladké kiivky, tj. funkce = x(s), y = y(s) jsou diferencovatelné. (Poznamenejme,
ze pokud maé funkce u ostré lokalni extrémy, pak v bodech téchto extrému vrstevnice degeneruje
v jediny bod; tato skutecnost vsak dalsi ivahy neovliviiuje.) Na vrstevnicich plati

(1.22)

u(xz(s),y(s)) = const

(pro libovolnou hodnotu parametru s € I). Derivovanim této rovnosti podle parametru dostaneme

rovnost
d - au(z(s),y(s)) dxz(s) 8U(ZE(S)7ZJ(5)) dy(s) .
0= E“(w(s)ay(s)) = oz 1s T ay ds '

pouzili jsme fetézové pravidlo pro derivovéni slozené funkce. Porovndnim s rovnici (1.21) vidime,
ze posledni rovnost bude splnéna, pokud

_dx(s)

#(5) = S = a(a(s) (), () = B = b(a(s), y(s)).

Toto pozorovani vede k rozhodnuti, ze k parcidlni diferencidlni rovnici (1.21) prifadime dvou-
rozmérny autonomni systém obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic

@' =a(z,y),
J bl g (1.23)

Tento systém se nazyva charakteristicky systém prislusny k rovnici (1.21), jeho trajektorie se
nazyvaji charakteristiky rovnice (1.21). Charakteristiky jsou vrstevnicemi feseni w rovnice (1.21).
Délenim rovnic charakteristického systému (1.23) dostaneme charakteristickou rovnici prislus-
nou k rovnici (1.21); charakteristickd rovnice m4 tvar
dy _ bz.y) (1.24)
dz  a(x,y)
a je to obycejna diferencidlni rovnice prvniho fadu. Budeme predpokladat, ze tato rovnice ma
feseni. Ponévadz se jedna o rovnici prvniho fadu, zavisi jeji obecné feSeni na jedné konstanteé.
Tuto konstantu osamostatnime na pravé strané rovnosti vyjadiujici feseni charakteristické rovnice
(1.24) a dostaneme
v(z,y) = const; (1.25)

pritom v je diferencovatelna funkce definovand na mnoziné 2. Tuto skute¢nost muzeme vyjadiit
také jinak: charakteristickou rovnici (1.24) pfepiSeme ve tvaru

b(x,y)dz — a(z,y)dy = 0; (1.26)

funkce v je tedy kmenovou funkci diferencialu na levé strané. Funkce v se nazyva prond integrdl
rovnice (1.21).

Prvni integrdl rovnice (1.21) lze také najit eliminaci parametru s v feseni charakteristického
systému (1.23), jinak feceno pfevedenim parametrické rovnice kiivky na rovnici obecnou. Vrstev-
nice feseni u parcidlni diferencidlni rovnice (1.21) maji tedy implicitni vyjadreni (1.25), konstanta
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na pravé strané predstavuje hodnotu funkce u na pfislusné vrstevnici. Ozna¢me tuto hodnotu
symbolem @ (v(z,y)).

Provedenymi uvahami jsme vlastné nasli algoritmus hledani reseni parcidlni diferencidlni
rovnice (1.21): K rovnici pfitadime charakteristicky systém (1.23) nebo charakteristickou rovnici
(1.24), ktery (nebo kterou) vyfesime a najdeme prvni integral rovnice (1.21) ve tvaru (1.24). Pak
vezmeme libovolnou diferencovatelnou funkci @ jedné proménné a polozime

u(z,y) = ®(v(z,y)). (1.27)

Jesté je potieba udélat zkousku, ze takto nalezend funkce u je skuteéné feSenim parcidlni rovnice
(1.21). Jinak feceno, dokdzat ndsledujici:

Tvrzeni 1. Necht v : Q — R je diferencovatelna funkce takova, ze rovnost (1.25) je implicitnim
zépisem trajektorii charakteristického systému (1.23) (nebo ekvivalentné: implicitnim zépisem
feseni charakteristické rovnice (1.24)). Je-li ® libovolnd diferencovatelna funkce jedné proménné
takova, ze jeji definiéni obor obsahuje obor hodnot funkce v, pak funkce u definovana vztahem
(1.27) je fesenim rovnice (1.21).

Dikaz: Pro feseni © = x(s), y = y(s) charakteristického systému plati
v(z(s),y(s)) = const.
Derivovanim této rovnosti podle parametru s dostaneme
A (x(s),y(s)) da(s) | dv(z(s),y(s)) dy(s)
O = — = =
dsv(x(s), y(s)) Ox ds * dy ds

= 2DV o)y ) +

Ay
strucné
a(x,y)vm(z, y) + b(l‘, y)vy(za y) = 0
Dale
u(x 0P (v(x, , u(r, )
0 ((%,y) _ CI)(a(x y)) — P (v(x,y))vm(x,y)’ %yy) - & (U(x,y))vy(x,y),
takze
a’( ay)w + b(‘r’y)%‘zy) = (a(m,y)vz(ﬂc,y) + b(m,y)vy(x,y))@'(v(x,y)) =0.

O

Dostali jsme mnozinu feseni rovnice (1.21) ve tvaru (1.27). Prvky této mnoziny zdvisi na dife-
rencovatelnych funkcich, nikoliv na konstantdach, jak tomu je v ptipadé obycejnych diferencialnich
rovnic. Odtud plyne, ze (vektorovy) prostor fesenf linedrni homogenni parcidlni diferencidlni rov-
nice nemuze mit koneénou dimensi. Navic zatim nevime, zda rovnice (1.21) nemd néjaké dalsi
feseni, které neni uvedeného tvaru.

Priklad.

Uy — 62%u, = 0.
Charakteristicka rovnice je j—y = —622 a jeji feSeni je bezprostiedné ddno integraci pravé strany,
y = —2x° + const. Prvni integgcrél dané rovnice tedy muzeme zapsat ve tvaru

223 4+ y = const
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a jeji feseni je dano rovnosti
u(z,y) = 8(22° +y),

kde @ je libovolna diferencovatelna funkce.

Zkouska:
u(z,y) 9 3 (9,3 2 u(z,y) 9 3 1(9,.3
— —P(2 = d'(2 -6 = —®(2 =P’ (2
o 5y 2227 +y) = (227 +y) - 627, By ay(ﬂchy) (22° +y)
takze 5 5
wzy) _ 62 uzy) 622®' (22° + y) — 62°®'(22° + y) = 0.
ox dy
|

1.1.2 Kanonicky tvar a reSeni rovnice linearni v prvnich derivacich
Uvazujme parcialni diferencialni rovnici prvniho fadu ve tvaru

Budeme hledat néjakou transformaci nezavisle proménnych, ktera tuto rovnici néjak zjednodusi.
Soucasné budeme chtit, aby tato transformace nebyla pfilis komplikovand. Ponechame tedy prvni
soufadnici (nezdvisle proménnou ) beze zmény a transformujeme pouze souradnici druhou (ne-
zdvisle proménnou y). Jinymi slovy, puvodni souradnice z,y transformujeme na nové souradnice
&, n tak, ze

E=x, n=nu(zy), (1.29)

Pritom v je diferencovatelna funkce dvou proménnych. Aby se jednalo skuteéné o transformaci
prostoru R? do R?, musi byt zobrazeni ¢ : R? — R?, definované vztahem

o= (5) = (o)

regularni (invertovatelné). Existuje tedy inversni zobrazeni ¢~' : R? — R?; jeho druhou slozku
oznacime Yy, je to diferencovatelna funkce dvou proménnych. Pfitom funkce v a x spliuji rovnosti

x(&,n) =y, v(z,y) = n, podrobnéji
(@ o(z,y) =y, v(&x(En) = (1.30)

Poznamenejme, ze k tomu, aby zobrazeni ¢ bylo regularni, staci, aby funkce v méla nenulovou
parcidlni derivaci podle druhé promeénné, tj. v, # 0.

Nyni budeme rovnici (1.28) transformovat do novych nezavisle proménnych pomoci transfor-
mace (1.29). Parcidlni derivace hledané funkce u podle puvodnich proménnych vyjddiime v novych
proménnych pomoci ,fetézového pravidla® pro derivovani slozenych funkei:

_Ouot Ooubn_ ... 0, _OuOl Oudn_
T 060xr | onox C T W T 9oy | onoy Y

Uy

Po dosazeni do levé strany resené rovnice (1.28) tedy dostaneme
aug + buy = aue + (avy + bvy)uy,.

Pokud funkce v bude takova, ze vyraz v zavorce vymizi, dand rovnice se transformuje na rovnici,
v niz vystupuje pouze jedna parcidlni derivace. Pozadujeme tedy av, + bvy = 0, tj.

b Vg
a

Uy
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v
Vyraz —— ovéem vyjadiuje oby¢ejnou derivaci funkce y = y(z) zadané implicitné rovnici
Uy

v(x,y) = const.

Funkce y = y(z) zadand touto rovnici tedy mé derivaci tvaru

dy _ b(z,y)
dz  a(z,y)

Porovnanim s (1.24) vidime, ze transformaéni funkce v soucasné implicitné vyjadiuje charakteris-
tiky rovnice (1.21).

Transformovand rovnice méa tvar aug = f. Funkce a je podle pfedpokladu nenulové, proto
muzeme rovnici dale upravit, vyjadiit parcialni derivaci wug:

Ug = iu
3 a
Dostavame tak prvni zaveér: Transformace nezdvisle proménnych (1.29), kde funkce v predstavuje

implicitni zépis (1.25) charakteristik rovnice (1.21), pFevdd{ rovnici (1.28) na rovnici

ug = F(&n,u); (1.31)
pritom
F& X&), u
Pl n) = LEXED-1)
a(&x(&m)
kde funkce x je definovdna rovnostmi (1.30). Rovnice (1.31) se nazyva kanonicky tvar rovnice
(1.28).

V rovnici (1.31) neni derivace hledané funkce u podle proménné n. Hledanou funkci tedy
muzeme chépat jako funkci jedné nezavisle proménné £ a jeji parcidlni derivaci ug chapat jako
derivaci obycejnou. V tomto pojeti bude nezavisle proménna n mit roli parametru. Hleddame tedy
feseni obycejné diferencialni rovnice prvniho fadu s parametrem 7

du

d_€ = F(&v , u)
Pokud se ndm podafi tuto rovnici vyf¥esit, tj. najit funkci u = u(&, n), kterd ji spliuje, dostaneme
zpétnou substituci nezdvisle proménnych Feseni puvodni rovnice (1.28). Pfitom je potfeba mit na
paméti, ze integra¢ni konstanta objevujici se pti feseni obycejné rovnice, bude zaviset na parametru
1. Ve vyjddreni feseni rovnice (1.28) se tedy bude vyskytovat néjakd neurcend funkce promeénné 7,
tj. v puvodnich nezédvisle proménnych néjakd funkce argumentu v(z, y). To je v souladu s vysledky
uvedenymi v 1.1.1.

Priklad

Hledejme feseni rovnice yu, + zu, = u? + 1 v kladném kvadrantu.

Prislusna charakteristicka rovnice je
dy =«
dz g
2

a jejf Fesenf je implicitné ddno rovnosti 2 — y? = const. Transformace

_ _ .2 2
=z, n=a" -y
prevede danou rovnici na kanonicky tvar

VEX —nue =u?+1.
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Tuto rovnici budeme povazovat za obycejnou. Upravime ji na tvar explicitni oby¢ejné diferencialni
rovnice s parametrem 7
du u? 41

NG

a vidime, ze se jednd o rovnici se separovanymi proménnymi. Jeji feSeni je implicitné dano rovnosti

/ du d¢
w+1 ) ey
Integraci dostaneme implicitni tvar feSeni rovnice

arctgu = In|¢ + /& — | + C(n),

kde C' je integracéni konstanta, kterd zavisi na parametru 7. V tomto piipadé muzeme funkci u

vyjadrit explicitné,
u(gn) = tg (Co) +In ¢+ V& —7]).

Névratem k puvodnim proménnym x,y dostaneme feseni dané rovnice ve tvaru
u(z,y) = tg (C(a? —y*) + In(z +y)),

kde C je libovolna diferencovatelna funkce jedné proménné.
Zkouskou se muzeme presveédcit, ze se skutecéné jedna o feseni dané rovnice. Parcidlni derivace
nalezené funkce u jsou’

1 (2 2 1
v 8) = F (CEr — ) + (e + 9) (29”0 A" +y) |

1 a2 2 1
uy(2,y) = cos? (C(z2 —y?) +In(z + y)) <2y0 &=y T+ y> 7

takze plati

1
yua(@,y) + vy (@, y) = cos? (C(z? — y2) + In(z + v)) -
sin® (C(2% — y?) + In(z + y)) + cos? (C(2? — y?) + In(z +y))
cos? (C(x? —y?) + In(z +y))

=tg” (C(z® —y*)+In(z+y)) + 1 =u* +1

a rovnice je splnéna. |

Reseni v = u(&,n) rovnice (1.31) v kanonickém tvaru obecné nelze explicitné vyjadfit. V nékte-
rych piipadech, napt. jedné-li se o rovnici se separovatelnymi proménnymi nebo o rovnici exaktni,
muzeme jeji feSeni vyjadrit alespon implicitné. Takové FeSeni zavisi na integra¢ni konstanté @,
kterd oviem sama zavisf na parametru 7. Resenf rovnice (1.31) tak zapfseme ve tvaru

P(&,m,u) = 2(n);

pritom 1 je diferencovatelna funkce tii proménnych, @ je diferencovatelnd funkce jedné promeénné.
Névratem k puvodnim nezdvisle proménnym x,y dostaneme implicitn{ tvar feseni rovnice (1.28)

1/1(90, v(x,y), u) = @(v(m, y))

5Poznamenejme, Ze zapis sin” a oznacuje druhou mocninu funkéni hodnoty goniometrické funkce sinus v bodé
«, nikoliv dvakrat iterovanou funkci sinus; podobné pro funkce cosinus a tangens.

2
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w2

Nejjednodussi je situace v pripadé linedrni rovnice. Kanonicky tvar rovnice (1.19) je

ug = P(&n)u+Q(&,n); (1.32)
pritom ( ) )
_c&x&m) _9(ExEm
Pem==Ciexen) 7= aexen)

kde funkce y je definovédna rovnostmi (1.30). Hleddme tedy feseni obycejné linedrni diferencidlni
rovnice prvniho fadu s nezavisle proménnou ¢ a parametrem 7:

du

Jeji feseni je tvaru

£ £ £
u(&,m) = const - exp /P(O’, n)do +/Q(s,7}) exp /P(O’, n)do | ds.
o o

S

Integracéni konstanta samoziejmé muze zdviset na parametru n, proto ji zapiseme jako ®(n). Regeni
linearni parcidlni diferencidlni rovnice v kanonickém tvaru (1.32) je tedy ddno formuli

S 3 3
u(&,n) = ®(n) exp /P(O’, n)do +/Q(s,7}) exp /P(O’, n)do | ds, (1.33)
o o

S

kde ® je libovolna diferencovatelna funkce jedné proménné, &, je néjaké redlné ¢islo; ve vétsiné
piipadu lze polozit £ = 0.

Reseni linearni rovnice (1.19) dostaneme z formule (1.33) ndvratem k ptivodnim nezavisle
proménnym z,y pomoci rovnosti (1.30). Vysledek nyni muzeme zformulovat ve tvaru véty:

Véta 1. Necht v : Q — R je diferencovatelnd funkce takovd, Ze rovnost (1.25) je implicitnim
zapisem trajektorii charakteristického systému (1.23) (nebo ekvivalentné: implicitnim zdpisem Te-
Send charakteristické rovnice (1.24)) a x : Q — R je funkce takovd, Ze jsou splnény podminky
(1.30). Oznacme

c(s,x(s,v(m,y))) g(s,x(s,v(m,y)))
a(s,x(s,v(x,y)))’ a(s,x(s,v(z,y)))'

Je-li @ diferencovatelnd funkce jedné proménné, jejiz definiéni obor obsahuje obor hodnot funkce
v, pak funkce u definovand rovnosti

p(xaya S) = - q(ac,y,s) =

u(z,y) = @(v(z,y)) exp /p(x,y,a)da +/q(z,y,s) exp /p(x,y,a)da ds

0 ZTo S

je resenim rovnice (1.19); ¢islo xg je libovolné takové, Ze integrdly na pravé strané jsou konedné
pro vSechny dvojice (x,y) € Q.

Dukaz neni potieba provadét, véta plyne z predchozich vypoctu. Lze ji ovsem také dokazat
primym vypoctem. Je to pékné cviceni na derivovani vicendsobné slozenych funkei vice promén-

nych. O

Vypocty provedené pied Vétou 1 ukazuji, ze z existence Feseni charakteristické rovnice (1.24)
plyne existence tesenf linedrni parcidlni rovnice (1.19) a toto feSeni ma tvar uvedeny ve Vété 1.
Existence FeSeni linearni parcialni rovnice v tomto tvaru je tedy dusledkem existence feSeni prislus-
né charakteristické rovnice, tj. obycejné diferencialni rovnice.

17



Disledek 1. Linedrni nehomogenni rovnice s konstantnimi koeficienty w prvnich derivaci, tedy
rovnice
auy + buy + c(z,y)u = g(x,y)

md rTe§eni definované rovnosti

S =

1 fe(@—o.y~(b/a)o)do 1] < b) 1 fe(a—oy—(b/a)o)do
0 —[|g e 0 d
a

u(z,y) = ®(ay — bx)e + T=8y= s

0
1 b 1 Ic(xfa, —(b/a)o)do -1 Ic(z—a, —(b/a)o)do
= @(ay—bx)—l——/g(w—s,y——)e ! ! ds | e ! ! ,
a a
0

kde ® je libovolnd diferencovatelnd funkce.

Diikaz. V tomto piipadé je charakteristickd rovnice tvaru
dy b
dz a

1
a jeji feSeni v implicitnim tvaru je ay — bx = const. Tedy v(z,y) = ay — bz, x(&,n) = E(bf +1n),

takze

(5, x(s, v(@ 1)) = ¢ (s Los oy - bx)) e (s,y LT s)) ,

9(s,x(s,v(z,9))) =9 <Sy - Z(w - S)) :

Dale plati

x x

Jelontomo)ao= [elemmn-to)an

0 0

x

b % Jeloy—(b/a)o)do
/g(s,y——(x—s))e s ds =
a
0
b -1 [ cloy—(b/a)(z—0)do
=[glxr—sy——-s)e == ds =
a
0

/I ( b > —%fc(m—a,y—(b/a)a)da
=[glr—sy——s]e O ds.
a
0

Pii tfeseni konkrétni linedrni parcidlni diferencialni rovnice prvniho fadu ve dvou nezavisle
proménnych s nekonstantnimi koeficienty u prvnich derivaci byvéa prehlednéjsi rovnici transfor-
movat na kanonicky tvar, rovnici v kanonickém tvaru vyftesit a zpétné transformovat nezavisle

proménné, nez pouzivat vzorec z Véty 1.
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Priklad.
YUy — TUy = z? + y2

Rovnici budeme uvazovat na mnoziné G = {(z,y) ER?2: 2>0,y > 0}, na jejimz vnitiku jsou

oba koeficienty a(x,y) =y, b(x,y) = —x nenulové. Prislusnd charakteristicka rovnice je
dy =@
de  y’

Je to obycejnd diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi a jeji feSeni je implicitné ddno
rovnosti 2 + y? = const. Zavedeme tedy transformaci

E=xz, =2+
Pak na mnoziné G je

y=Vn—£&, e=1, & =0, n,=20=2§ mn,=2y=2Vn-E&,

takze
Up = Uy + UnTle = Ug + 28Uy, Uy = ugby + uply = 2v/1 — §% uy.

Po dosazeni do feSené rovnice dostaneme

Vi — & (ue + 26uy) — 26/ — ECuy =& +n— &

a odtud snadnou tpravou ziskame kanonicky tvar

Tuto jednoduchou obycejnou rovnici fesime integraci podle proménné &,
u = / Ld{ = narcsini + const.
V=& Vi
Integracni konstanta zavisi na parametru 7, feseni rovnice v kanonickém tvaru je

u(€,m) = narcsin % + (),

kde 7 je libovolna diferencovatelnd funkce jedné proménné. Navratem k puvodnim proménnym
dostaneme feSeni dané rovnice ve tvaru

2 2 . r 2 2
u(z,y) = (x° + y*) arcsin ——— + ®(x* + y*).
() = ( s
Jesté muzeme vyuzit skutecénosti, ze pro z > 0, y > 0 je
. T x
arcsin ————— = arctg —,

Va? +y? y

a vysledek zapsat v trochu kratsim tvaru
x
u(z,y) = (2° +y*) arctg v o(a? +y°).
a(z,y) =y, blz,y)=—z, clr,y) =0, gl,y)=a+y"
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Implicitni z&pis feseni charakteristické rovnice je 2 4 y? = const a tedy
v(z,y) =2 +y2

Tvar funkce x dostaneme ze druhé rovnosti (1.30). M4 platit
n=v(&x(&mn) =& +x(En)?,
takze x(&,m) = /n — &2. Déle p(x,y,s) =0 a

g(s,x(s,v(z,y)))  s*+ x(s,v(z, y))2 B s2 4+ (v(z,y) — %) B 2% +y?

alw,y.s) = a(s, x(s,v(z,y))) - x (s, v(z,y)) B Vo(z,y) — s2 a Va2 +y?—s?

Zvolime xy = 0 a feSeni dané rovnice rovnice dostaneme podle Véty 1 ve tvaru

x+y x

ds = ®(z? +y?) + (2% + y?) arcsin ———,
Va2 +y? — /22 + 42

tedy az na poradi s¢itancu ve stejném, jako pii predchozim zpusobu feSeni rovnice. |

u(z,y) = ®(a” + 3 +/
0

Rovnici (1.28) jsme transformovali do novych nezévisle proménnych tak, ze jsme ponechali
prvni soufadnici nezménénu a za druhou jsme vzali funkci vyjadiujici charakteristiku rovnice. To
nenf{ jedind moznost, jak parcidlni rovnici (1.28) transformovat na kanonicky tvar, tj. na obycejnou
rovnici s parametrem. Stejné dobfe muzeme ponechat druhou soutadnici a prvni nahradit charak-
teristikou.

Priklad.
2ugy + 3uy —xu =0

Charakteristicka rovnice je

jeji feseni y = %x + const muzeme piepsat ve tvaru
3x — 2y = const;
to je zapis charakteristiky. Zavedeme transformaci
§=3r—-2y, n=y.

Pak u, = 3ug, uy = —2ug +uy, = %(5 + 2n). Leva strana dané rovnice se tedy transformuje na
tvar
2uy + 3uy — zu = 6ug — 6ug + 3uy — 5(§ 4 2n)u = 3 (uy — 5(§ + 2n)u) .

Kanonicky tvar dané rovnice je

o 5(E+2n)u.

Tato rovnice ma feSeni
du

" 5 /(E + 2n)dn, tj. Inu = £(&n +n®) + const, neboli u = const - ed Entn®),

5 . ) . 1 p . . S
Resenf rovnice v kanonickém tvaru je tedy u = W(¢ )69’7(§+’7) a navratem k piivodnim proménnym
dostaneme feseni dané rovnice

u(z,y) = U(3z — 2y)es V=24 = Y (3y — 2y) Vedrv—v® =
— U3z — 2y)e— 3 ((v=30"=32") _ (35 — 2y)e— T 230 o1a"
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Podle Dusledku 1 Véty 1 je feSeni dané rovnice déno formuli

: Iada 2
u(z,y) = ©(2y — 3x)e Of =02y — 3x)eiz )
Vidime, ze se obé vyjadfeni shoduji, ®(§) = \Il(—«f)e_%fz. u

1.1.3 Okrajové tulohy

Resenf rovnice (1.28), které lze najit pomoci transformace nezavisle proménnych, je vyjadfeno
pomoci néjaké diferencovatelné funkce ® jedné proménné. Jednd se tedy o mnozinu feSeni dané
rovnice. Néjaky prvek z této mnoziny, partikuldrni reseni, dostaneme konkrétni volbou funkce ®.
V této casti budedeme hledat feSeni, které spliuje néjakou predem danou podminku.

Okrajova uloha pro rovnici a(z,y)u, + b(z, y)uy, = f(x,y,u)

Uvazujme parcidlni diferencidlni rovnici (1.28) linedrni v prvnich derivacich a jednu konkrétni
charakteristiku rovnice (1.21) s nulovou pravou stranou; tato charakteristika md parametrické
vyjadieni (1.22) a je partikuldrnim fesenim autonomniho systému obycejnych diferencidlnich rov-
nic (1.23), které spliuje podminky

2(0) =z,  y(0) =yo.

Nechf funkce u je Fesenim rovnice (1.28). Pak na uvazované charakteristice plati

Lo al),9(5)) = e (o5),009) 2 4y (a5) ) A

= a(z(s), y(s))ua (2(s), y(s)) + b(z(s), y(s))uy ((s),y(s)) = f(z(s),y(s), u(x(s),y(s)))-

Odtud vidime, ze prostorova kiivka, jejiz parametrické vyjadieni je feSenim autonomniho systému

j—ﬁ =a(z,y),
% =b(z,y), (1.34)
TR
s pocatecnimi podminkami
z(0) = o, y(0) = o, u(0) = uo = u(zo, Yo), (1.35)

je incidentni s grafem Fesenf rovnice (1.28), tj. lez{ na grafu funkce w.

Zaddme-li tedy hodnotu ug FeSeni u rovnice (1.28) v néjakém bodé (xo,yo) charakteristiky,
méme hodnoty feSeni u rovnice (1.28) ve vSech bodech této charakteristiky jako feseni auto-
nomniho systému obyéejnych diferencidlnich rovnic (1.34) s poc¢dteénimi podminkami (1.35). Sys-
tém (1.34) charakterizuje feSenf rovnice (1.19), proto se nazyva charakteristicky systém prislusny
k rovnici (1.19), jeho trajektorie muzeme nazvat charakteristické krivky rovnice (1.28).

Jedno konkrétni feseni (partikuldrni feseni) rovnice (1.28) ziskdme tak, ze na kazdé charak-
teristice zaddame pravé jednu funkéni hodnotu. Jinak fe¢eno, zadame hodnoty feseni na néjaké
rovinné kiivece, kterd protind kazdou charakteristiku praveé jednou. Takové kiivce fikame okraj pro
rovnici (1.28).

Okraj muze byt zaddn parametricky rovnicemi

r=X(0),
y=Y(o0),
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kde parametr o probiha néjaky interval J. Pro kazdou hodnotu parametru o € J zaddme hodnotu
fesen{ u = g(o). Rovnosti

r=X(o), y=Y(o), u=g(o), oelJ (1.36)

lze interpretovat jako parametrické vyjadieni prostorové kiivky, ktera ma lezet na grafu feseni u
rovnice (1.28). Tyto rovnosti nazyvame okrajovd podminka pro rovnici (1.28).

Okrajovd iloha pro rovnici (1.28) je loha najit feseni u = u(x, y) rovnice (1.28), které spliuje
okrajovou podminku (1.36), tj. FeSeni, pro které plati

u(X(0),Y(0)) = g(o)

pro kazdou hodnotu parametru o € J.

Okrajovou ulohu muzeme fesit tak, ze metodami popsanymi v 1.1.2 najdeme FeSeni rovnice
zavisejici na obecné funkci ® a dosadime do ného okrajovou podminku. Dostaneme tak funkcionalni
rovnici pro neznamou funkci ®; tuto funkci lze v nékterych pripadech z prislusné rovnice uhodnout.

Piiklad
Hledejme feseni rovnice
2ug + 3uy = zU,

které splnuje podminku

u(z,0) =
pro kazdé x € R. Zaddvame tedy hodnoty feseni na ose z. Okrajovou podminku muzeme parame-
tricky zapsat jako

r=o0, y=20, uzaQ, o eR.

Reseni dané rovnice jsme nasli v piikladu na str. 20 ve tvaru
u(z,y) = ¥ (3x — 2y)W.
Aby toto fesSeni splnilo okrajovou podminku, musi platit
2? = u(z,0) = U(3z) Vel = ¥(3z).

Funkce ¥ je tedy fesenim jednoduché funkcionalni rovnice ¥(3z) = 22 a snadno uhodneme, ze
funkci ¥ muzeme zadat predpisem U(§) = (%5)2 = 552. Pro teseni dané okrajové ulohy tak

dostavame formulku
u(z,y) = %(3:0 — 2y)2 Vesry—y?,
[ |

Reseni funkcionalni rovnice viak obecné nenf snadné tloha. Proto mize byt vihodné pii feseni
okrajové tlohy (1.28), (1.36) postupovat jinak.

Najdeme konkrétni charakteristiku, ktera protind okraj v bodé daném konkrétni hodnotou
parametru o. To znamend, ze rovnosti v (1.36) chédpeme jako pocateéni podminky pro autonomn{
systém obycejnych diferencidlnich rovnic (1.34), tj. najdeme TeSeni systému rovnic

dz dy du
E —a(.’L',y), = —b($,y), E_f(xayau)

s pocatecnimi podminkami
2(0) = X(0), y(0)=Y(0), u(0)=g(o).

Takové teseni pocatecéni tlohy pro autonomni systém obycejnych diferencidlnich rovnic tedy zavisi
na nezavisle proménné s a na parametru o, je obecné tvaru

x=u(s,0), y=uy(s,0), u=u(s, o).
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Pro feSeni okrajové tlohy predstavuje parametr o i nezavisle proménnd s pouze pomocné para-
metry, které je potieba eliminovat. Proto budeme prvni dvé rovnosti chédpat jako dvé rovnice pro
dvé nezndmé s a o; tyto nezndmé vyjadiime pomoci proménnych z,y, tj. najdeme s = s(x,y),
o =o(x,y), a dosadime je do tiet{ rovnosti. Dostaneme tak reseni okrajové ilohy ve tvaru

u(x,y) = u(s(z,y),0(z,y)).

Priklad
Hledejme feseni rovnice
YUy — TUy = z? + y27

(coz je linedrni rovnice fesend v piikladu na str. 19) s okrajovou podminkou
u(z,0) = 22, x> 0.

Zadavame tedy hodnoty feseni na kladné poloose x. VSechny funkce, které se objevuji v dané

rovnici, jsou definovény na celém prostoru R?. Budeme hledat Feseni, které je definované na co

nejvétsi podmnoziné R?, nikoliv pouze v prvnim kvadrantu jako v zminéném piikladu.
Parametrické vyjadreni okrajové podminky je

Resfme charakteristicky systém
dx

o=
dy _
ds 7

Y,

du 5 9
ds =Tty

s pocateénimi podminkami
z(0) =0, y(0)=0, u(0)=oc>

Prvni dvé rovnice predstavuji linedrni systém obycejnych diferencidlnich rovnic pro neznymé
funkce x a y. Tento systém vyfesime a feSeni dosadime do tfeti rovnice, kterou pak vyftesime
prostou integraci. Dostaneme tak FeSeni charakteristického systému ve tvaru

x:osin(s+g), y:ocos(s+g), u=(s+1)0° (1.37)

Prvni dvé rovnosti nejprve umocnime na druhou a sec¢teme, dostaneme
2 2,2
ot =z +y,

poté je vydélime a dostaneme

E_sin(s—i—%)_t ( +E)
y_cos(er%)_g s 2/

Tato jednoduché goniometrickd rovnice pro neznamou s + 4§ mé feSen{

s+ g — arctg  + kr, kde k € Z,
Y
tedy s = arctgg + (2k — 1)%. Dosazenim do pravé strany tfeti rovnosti v (1.37) dostaneme

(2% + 1) <1 +(2k = 1) + arctg f) .
y
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Obrézek 1.2: Reseni rovnice yug, — zu, = 2% + y* s okrajovou podminkou u(x,0) = 2%, = > 0.
Resen{ je ddno parametricky rovnostmi (1.37), hodnoty parametru na obrdzku jsou s € [—6, 6],
ocelo,]

V tomto vyjadieni vSak zustava neurceny parametr k a navic tato formule je pro y = 0 nedefino-
vana, dokonce ani nemé limitu pro y — 0. Pro = > 0 totiz plati

I tg s =2 I P pe—
im arctg— = — a im arctg— = ——.
y—0+ & y 2 y—0— & Y 2

Aby byla splnéna okrajovd podminka, mélo by pro x > 0 platit

2 : 2, .2 77 z 2 T, 2
x :y1_1>r(1)1+(:17 +y)(1+(2k—1)§+arctg§>:x (1+(2k—1)§+§>=x (14 km),

tedy k£ = 0, a soucasné

2 _ 1 2 2 T LY _ 2
T _yl_%l_ (z* +9°) <1+(2k— 1)5 —i—arctg;) =2*(1+ (k—1)m),
tedy k = 1. Jinak feceno, na mnoziné {(I,y) ER?: >0,y > O} je feseni dané okrajové tulohy
tvaru

u(z,y) = (ag2 + y2) (1 — g + arctg g)

a na mnoziné {(z,y) € R? : > 0,y < 0} tvaru

u(z,y) = (ag2 + y2) (1 + g + arctg%) .

Tato vyjadreni lze jednotné zapsat formuli

u(z,y) = (I2 + y2) (1 + arctg L gsgny> .
Y

Takto definovand funkce je Fesenfm dané okrajové tlohy na mnoziné R? \ {(z,0) : = < 0}.

Podivejme se jesté jednou na parametrické vyjadieni reSeni dané dlohy. Rovnosti (1.37) jsou
parametrickym vyjadienim plochy v prostoru, kterd muze pfipominat Sroubovou plochu s osou
sroubovani u (pfi fixované hodnoté o se jednd o sroubovici, tj. prostorovou kiivku, kterd ,,obih&*
osu u, celou ji obéhne pii narustu parametru s o hodnotu 27 a po jedné ,otoCce* vystoupa
o hodnotu o). Plocha je zndzornéna na Obrazku 1.2

Reseni charakteristického systému s po¢ateénimi podminkami tedy vyjadiuje diferencovatelnou
varietu, kterd je lokalné grafem feSeni rovnice, kiivka vyjadiujici okrajovou podminku pfitom na
této varieté lezi. |
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Okrajova tloha pro obecnou rovnici

Budeme hledat feseni rovnice (1.18) s okrajovou podminkou (1.36). Abychom zjednodusili zépis,
zavedeme oznaceni

Ju Ju
- = == 1.38
P=7 1= 3, (1.38)
a rovnici zapiseme jako
F(z,y,u,p,q) =0. (1.39)

Pro feseni rovnic linedrnich v prvnich derivacich se ukazal jako uzitetny pojem charakteristiky.
Je to rovinnd kiivka s parametrickym vyjddienim

ZL':Z'(S), y:y(s)v 5617

kterd je resenim charakteristického systému, tj. autonomniho systému obycejnych diferencialnich
rovnic

dz dy

ds ds
V piipadé rovnice (1.21) je na charakteristice Feseni konstantni. V pfipadé rovnice (1.28) s ne-
nulovou pravou stranou jsme zavedli charakteristickou kfivku v prostoru. Je to kiivka, kterd lezi
na grafu feseni rovnice (1.28) a jeji prumét do roviny soufadnic x,y je charakteristikou. Jinak
feceno, charakteristicka kiivka urc¢uje v kazdém bodé (m(s), y(s)) charakteristiky funkéni hodnotu
u(m(s), y(s)) fesen{ rovnice (1.28). Charakteristickd kiivka je trajektorif autonomniho systému

= a(z,y), = b(z,y).

dx dy du

& :a(x,y), & :b(.’L',y), E :f(x,y,u)

Rovnici (1.28) linedrni v derivacich prepiSeme s pouzitim oznaceni (1.38) ve tvaru

a(z, y)p + b(z, y)qg — f(z,y,u) = 0.
V piipadé této rovnice je tedy F(z,y,u,p,q) = a(z,y)p + b(x,y)q — f(x,y,u) a plati

oF oF
a(x,y) = a—p(x,y,u,p,q), b(x,y) = a—q(x,y,u,p,q),

z ¢ehoz déle plyne

F F
flx,y,u) = paa—p(w,y,u,p, q) + qg—q(w,y,u,p, q),

nebot je splnéna rovnice (1.28). Charakteristicky systém piislusny k rovnici (1.28) tedy muzeme
strucné zapsat

dx dy du
—=F,, —~ =F, — =pF, +qF,. 1.40
ds p ds q ds p P q q ( )
Tyto vysledky zobecnime pro rovnici (1.18).
Reseni obecné rovnice vyjadifme tak, ze kazdému bodu charakteristiky piifadime hodnotu
feseni v a hodnoty obou parcidlnich derivaci p a ¢q. Dostaneme tak kfivku v pétirozmérném pro-
storu, kterd ma parametrické vyjadieni

SC:SC(S>, y:y(S), U:U(S), p:p(s)v q:(I(S)v SEI; (141)
nazyvame ji charakteristicky pruh rovnice (1.18). Ten samozfejmé splituje rovnici (1.39), tj.

F(a(s),y(s), u(s), p(s),q(s)) = 0, (1.42)



a budeme pozadovat, aby funkce z = x(s), y = y(s), u = u(s) také splnovaly systém obycejnych
diferencidlnich rovnic (1.40). Derivovénim rovnosti (1.42) podle parametru s dostaneme

d dz dy du dp dgq
0=—F =F—+4+F,~=+F,—+F,—+F,— =
dS (z(s)7y(s)7u(s)7p(s)7q(S)) dS + yds + dS + Pds + qu
dp dg
:FIFP+Fqu+Fu(pFP+qu>+FP$+FQE:
dp dg
= F, F,+— | F F, F,+— | F,.
( +p +ds) p+<y+q +ds> q
Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyz
dp dg
— = —(F, F,), — = —(F, F,). 1.43
P (Fu + pFy) P (Fy + qFu) (1.43)

Provedené uvahy naznacuji, ze za charakteristicky systém prislusnyg k rovnici (1.39) muzeme
povazovat systém obycejnych diferencidlnich rovnic (1.40), (1.43).

Jesté uréime pocatecéni podminky tak, aby feseni charakteristického systému vyjadiovalo feseni
pocatecni tlohy (1.18), (1.36). Stejné, jako v pripadé rovnice linedrni v derivacich polozime

2(0) =zo = X(0), y(0)=yo=Y(0), u(0)=wuo=g(0).
Pocdtecni hodnota charakteristického pruhu musi spliovat rovnici (1.39), t.
F(z0, Y0, u0, o, q0) = 0. (1.44)
Déle pro pocdteéni hodnoty soutadnic p a g charakteristického pruhu plati
po = uz(T0,Y0) = uI(X(a),Y(a)), qo = uy(To,Yo) = “y(X(U)aY(U))-

Nyni pfepiseme tieti rovnost z okrajové podminky (1.36) ve tvaru g(o) = u(X(0),Y (0)) a zderi-
vujeme podle parametru ¢. Dostaneme

9'(0) = poX'(0) + qoY'(0). (1.45)
Dosazené vysledky muzeme shrnout jako algoritmus pro hleddni fesenf okrajové tlohy (1.18),

(1.36): Rovnici piepiSeme do tvaru (1.39) a prifadime ji charakteristicky systém obycejnych auto-
nomnich rovnic (1.40), (1.43) s po¢dteénimi podminkami

2(0) =zo = X(0), y(0)=yo=Y(0), u(0)=wuo=g(0), p0)=po, q(0)=qo,
kde hodnoty pg a go jsou FeSenim soustavy rovnic (1.44), (1.45). Prvni tii slozky
x=ux(s,0), y=uy(s,0), u=u(s, o) (1.46)
feseni pocatecni ilohy pro charakteristicky systém vyjadiuji parametrické vyjadreni (grafu) feseni
u dané okrajové tlohy. Pokud lze z prvnich dvou rovnosti (1.46) vyjadrit parametry s,o pomoci

soufadnic x,y, tj. vyjadiit s = s(z,y), o0 = o(x,y), dosadime tyto vyrazy do tieti rovnosti (1.46)
a dostaneme tak explicitni vyjadieni feseni dané okrajové tlohy.

Priklad

Budeme hledat feseni rovnice

které splnuje okrajovou podminku

u(cos o,sino) = cos 20

26



V tomto ptipadé je
F(a,y,u,p,9) = p* — ¢ — 4u,
takze
F,=F,=0, F,=-4, F,=2p, F,=-2q,
pE, +qlFy = 20> — 2¢°, F, +pF, = —4p, F, +qF, = —4q.

To znamena, ze charakteristicky systém je

dx dy du

72p5 4. = 72(]7 = :2(p2iq2)a

dz dp_, g
ds ds ds

= p =
ds " ds
Dvé posledni rovnice jsou oby¢ejné linearni homogenni rovnice s konstantnim koeficientem. Jejich
feSeni s obecnymi pocateénimi podminkami tedy je

4q.

p=p(s) =poe®®, q=q(s) = qoe™.

Tyto vyrazy dosadime do prvnich t#{ rovnic charakteristického systému. Dostaneme
_ Yy _ 4s — (2 _ 2\ 8s

3 = 2poe o= 20007, o =2(00 — ap)e

a po integraci

r=x0+3po(e*—1), y=vo—3q(e*—1), u=uo+3P3—q) (e —1). (1.47)
Parametrické vyjadreni poc¢atecnich podminek je X (o) = coso, Y (o) = sino, g(o) = cos 20, takze
pocatecni hodnoty xg, yo a ug jsou dany rovnostmi

To = cCoso, Yo =sino, wuy= cos2c (1.48)
a pocatecéni hodnoty pg a go spliuji rovnice (1.44), (1.45), konkrétné
4cos20 = pi — qa, 2sin20 = ppsino — qg cos o. (1.49)

Bezprostiednim dosazenim ze tfeti rovnosti (1.48) a prvni rovnosti (1.49) do t¥eti rovnosti (1.47)

dostaneme

u = e cos 20. (1.50)

Soustava rovnic (1.49) je tvofena jednou linedrni a jednou kvadratickou rovnici pro dvé nezndmé
Po a qo- Ma tedy dvé feSeni.
Prvni feseni soustavy (1.49) je po = 2 coso, go = —2sino. Dosazenim do prvnich dvou rovnosti

(1.47) dostaneme

z =e* coso, y = e* sino.

Umocnénim téchto rovnosti na druhou a jejich odectenim dostaneme
z? — y? = %% cos 20.
Porovnénim se vztahem (1.50) vidime, Ze jedno feseni dané okrajové ilohy je ddno vyrazem

u(z,y) = 2% — 2.

Druhé feseni soustavy algebraicko-goniometrickych rovnic (1.49) je

2coso(1 + 2sin’ o)

cos 20

2sino(1 + 2cos? o)

cos 20

Po = ) qo =

Po dosazeni téchto vyrazu a vyrazu (1.48) do rovnost{ (1.47) dostaneme

2 — (1 + 2sin? 0)e?®) ,
(2—( )

1+ 2sin?
xcosa<1w(e4sl)) _ o8¢

cos 20 cos 20
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2_
T

podminka je vyznacena ¢ernou kiivkou na ,sedle®, tj. na grafu feseni daného rovnosti u = == — y°.

Obrazek 1.3: Reseni rovnice u uZ = 4u s okrajovou podminkou u(cos o, sin o) = cos 20. Okrajova

2 2

2 .
M (e4S o 1)> — Sl o (72 + (1 + 2COS2 0_)645) )

Yy =sino <1 +
cos 20

cos 20

Spolu s rovnosti (1.50) tak mdme vyjadieno druhé fFeseni dané dlohy v parametrickém tvaru.
Vzhledem k tomu, Ze ve jmenovateli zlomku je vyraz cos 20, omezime se na hodnoty parametru o
7 intervalu (—%7‘(‘, %TF).

Obé feseni dané ulohy jsou znazornény na Obrazku 1.3. Tento piiklad také ukazuje, ze okrajova
tloha nemusi byt jednoznaé¢né fesitelna. |

Priklad (geometricka aplikace obecné rovnice)

Najdeme plochu, ktera prochéazi primkou zadanou obecnymi rovnicemi
r+y=1, z=1,

a kterd méavlastnost: prusecik roviny xy a normaly k této plose v néjakém bodé M a prumét bodu
M do roviny xy ma konstantni vzdalenost a.
Hledanou plochou bude graf funkce z = z(x, y), pro kterou plati

z(x,1—2) =1. (1.51)
7 geometrie vime, ze smérovy vektor normaly v bodé M = (ﬂc, y, z(x, y)) mé souradnice
dz 0z 1
ox’ oy’ ’

takze parametricka rovnice normély v bodé M je dana parametrickymi rovnicemi

0z
X= —t
v oz’
0z
Y = —t,
Z =z —t,
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kde t je parametr. Prusec¢ik normély s rovinou xy je bod této piimky, kde Z = 0, tj. t = z. Prumét
bodu M do roviny 2y m4 souradnice (z,y,0). Pro euklidovskou vzdélenost téchto bodu ma platit

2 2
G%) +<zg—z> =a* (1.52)

To uz je parcidlni diferencidlni rovnice pro hledanou funkci z = 2z(z,y). Piislusnd okrajova
podminka je (1.51). Resen{ této tilohy je vSak ponékud obtizné, proto zavedeme novou nezndmou
funkei u = u(z,y) = 2(z,y)?. Pak

ou % ou Oz

or ~ “For’ oy Za_y

a ulaha (1.52), (1.51) se transformuje na tvar
2 2
(%) + (g—Z) =4a® u(z,1-—2z)=1.

F(z,y,u,p.q) =p° + ¢ —4a®, F,=F,=F,=0, F,=2p, F,=2q,

Méme tedy

charakteristicky systém s poc¢ate¢nimi podminkami je

d

d—i:2p, z(0)=0
dy

— =2 0)=1-—
I =2 y(0) o
QU o 1 9g?, w(0)=1
—_— = u =
G =Pt

dp

—= =0 0) =
ds ) p() Po
dgq

— =0 0) = qo;
ds 3 q() qo;

piitom pZ + ¢ = 4a®, po —qo = 0, tedy po = qo = ++/2a. Odtud a z poslednich dvou rovnic
dostaneme p(s) = q(s) = +v/2a a déle

r=0+2v2as,
y=1—0+2V2as,
u=1+ 8a?s.

7 prvnich dvou rovnosti vyjadiime

r+y—1

r+y=1+4v2as, tj. s=+
Y J 1y

a dosazenim do posledni rovnosti dostaneme

u=1+aV2(z+y—1).

Vratime se k puvodni proménné z, pripomeneme si, ze z(z, 1 —x) = 1 > 0 a dostaneme, Ze hledand
plocha je dana jednou ze dvou rovnosti

z:\/lia\/i(x—i—y—l).
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Quasilinearni rovnice a jeji geometricka interpretace

Vyznamnym specidlnim ptipadem obecné rovnice (1.18) je rovnice tvaru

a’(xay’u)% +b($ayau)g_,: :f(x,y,u), (153)
kde a,b jsou spojité funkce tii proménnych. Koeficienty a,b u prvnich parcidlnich derivaci hle-
dané funkce na této funkci zévisi. Proto vyraz na pravé strané rovnice (1.53) nevyjadiuje linedrn{
operator na mnoziné diferencovatelnych funkci dvou proménnych, ale je pouze ,linearnimu po-
dobny*“ nebo ,jakoby linearni“. Proto se rovnice (1.53) nazyva quasilinedrnd.

V piipadé quasilinedrni rovnice (1.53) je

F(‘Tayau)p’ q) = a(‘rayau)p + b(‘rayau)q - f(xayau)a

takze F, = a(z,y,u), Fy = b(z,y,u), pFy + ¢F, = f(x,y,u). Prvni tfi rovnice charakteristického
systému (1.40) prislusného k rovnici (1.53) jsou proto tvaru

% dy du

ds = a(x,y,u), E = b(xvyau)v E = f(.fC,y,’lL) (154)

Tyto rovnice nezdvisi na (pomocnych) soufadnicich p,q charakteristického pruhu. Pro feseni
quasilinedrni rovnice (1.53) tedy nepotiebujeme rovnice (1.43). Reseni rovnice (1.53) s okrajo-
vou podminkou (1.36) v parametrickém tvaru tedy dostaneme jako FeSeni systému obycejnych
diferencidlnich rovnic (1.54) s po¢dteénimi podminkami

Priklad
Budeme hledat feseni rovnice

ou

(y+u)%+(u+z)a—y

=z+y,
ox Ty

které splnuje okrajovou podminku
u(x, —x) = 2.

Charakteristicky systém feSené rovnice je tvaru

dx n
= u
ds yru,
d

d—z:ac + u,
du n

— =x+u.
ds Y

Jednd se tedy o systém linearnich obycejnych diferencialnich rovnic s konstantni matici
0 1 1
A=1[1 0 1
1 10

Jeji vlastni ¢isla a prislusné vlastni vektory jsou

1 0 1
)\1,2 = —1, )\3 = 2, V1 = 0 s Vo = 1 5 V3 = 1
-1 -1 1
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To znamena, ze obecné feseni charakteristického systému je

x(s) = Ae* + Be™*,
y(s) = Ae?* + Ce™2,
u(s) = Ae?* — (B + C)e~s.

Okrajovou podminku prepiseme do tvaru x = o, y = —o, u = 20, ze kterého dostaneme pocatecni
podminky pro charakteristicky systém

z(0) = o, y(0) = —o, u(0) = 20.

Regeni charakteristického systému s témito pocateénimi podminkami je

z(s)=20e* 4+ foe7* =foe™* (23 + 1),
y(s)= %erS — %Ue’S = %Ue’S (263S — 5) ,
2 1
3 3

£
—

%)
=

Il

oe?s + %Ue’S =zoe™" (2% 4+ 4).

Z prvnich dvou rovnosti postupné vyjadiime

STty 1 s T—Yy

2635
z—y’ 3 6

a dosadime do rovnosti tieti. Po ipravé pak dostaneme feseni dané 1lohy

3r —vy

Necht G je diferencovatelnd funkce tif proménnych takova, ze v kazdém bodé definiéniho oboru
je aspon jedna z jejich parcidlnich derivaci nenulova. Z véty o implicitni funkci pak plyne, Ze rovnost

G(z,y,2) =c (1.55)

vyjadiuje soustavu ploch v prostoru. Normalovy vektor k nékteré z téchto ploch v jejim libovolném
bodeé (zo, Yo, 20) mé souradnice

oG oG oG
VI = <%($0,y0,20), a_y(x()vy()azo)a E(x()vy()vzo)) .

Uvazujme nyni dalsi plochu danou rovnosti

z=g(x,y), (1.56)

tj. graf funkee g dvou proménnych, kterd také prochdzi bodem (g, yo, 20). Normélovy vektor k této
plose ma soufadnice

9g g
V; - (%(:EO) yO)a a_y(w()a yo)a _1) .
Pokud v{ vy = 0, pak plocha (1.56) protind plochu ze soustavy (1.55) kolmo. Pokud tedy v kazdém
piipustném bodeé (z,y) plati

oG dg ) 0G dg G
alC (zayvg(zay)) ax(zay) =+ ay (zayvg(zay)) ay(xvy) - 6,2 (zayvg(zay))v

pak plocha (1.56) protind kazdou plochu ze soustavy (1.55) kolmo.
Jinak feceno: Integralni plocha quasilinedrni rovnice

ou ou
Gz(wayau)a + Gy(‘rayau)a—y = Gu(xayau)

protind kolmo soustavu ploch (1.55).
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Obrazek 1.4: Plocha ortogonalni k soustavé ploch xyz = ¢ prochazejici pfimkou o parametrickych
rovnicich z = 0, y = 20, z = 0. Zelené je zobrazena plocha odpovidajici ¢ = 1.

Priiklad
Najdeme plochu, ktera kolmo protina plochy soustavy
TYyz = ¢

a prochazi ptimkou y = 2z, z = 0.
Podle ptedchoziho je hledané plocha integralni plochou quasilinearni rovnice

u n ou
U— +TUu— ==
L dy 4
s okrajovou podminkou u(x, 2x) = 0. Piisludny charakteristicky systém s po¢ateénimi podminkami
je
dx dy du
— =yu, —=2xU, — =2
as 7" s T ods o
z(0) =0, y(0)=20, u(0)=0.
Vydélenim prvnich dvou rovnic se zahrnutim poc¢ate¢nich podminek dostaneme pocatecni ilohu

dy =
= =2 y(o)=20.
iy y(o)
Jeji feseni je implicitné dano rovnosti

y? — 2% = 307 (1.57)

Podobné ze druhé a treti rovnice s po¢ateénimi podminkami dostaneme lohu

du gy
—_Z 20) =0
T-L o)
s feSenim
u? —y? = —40°. (1.58)

Vydeélenim rovnosti (1.57) a (1.58) dostaneme implicitni vyjddieni hledané plochy ve tvaru

u? — g2

_4 2 =4,2_1
" 5 = —3, neboli u” = 3z Y

— X
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a z né¢ho dvé explicitni vyjadieni

u(z,y) = £41/32° — 397

Reseni dané tlohy je znazornéno na Obrazku 1.4. |

1.2 Rovnice v n nezavisle proménnych

Budeme se zabyvat rovnici

(1.59)

F<1‘1;1‘25"'7$n7 Ou  Ou ﬂ) :07

"0z, Oz’ Oxyy

kde F je spojitd funkce 2n + 1 proménnych definovana na néjaké mnoziné G C R?"*!, kterd ma
neprazdny vnitiek. Pii oznaceni vektoru nezdvisle proménnych® & = (z1, 29, ...,2,)" a gradientu

.
W<au ou - ﬂ)

Dy’ Dy
muzeme rovnici (1.59) zapsat uspornéji
F (x,u,Vu) = 0. (1.60)

Klasické (silné) reseni rovnice (1.59) je spojité diferencovatelna funkce u definovana na mnoziné
2 C R"™ takové, ze Q = Q°, ptitom funkce u je na vnittku ©° mnoziny  diferencovatelnd, na
uzavéru 2 mnoziny §2 spojitd a pro vSechny body x € () plati

(z,u(z), Vu(z)) € G a F(z,u(z), Vu(z)) = 0.

Rovnice linearni v derivacich s nulovou pravou stranou

Rovnice
ou ou ou
ay(x1, 22, ... ,xn)a—xl + as (21, 29, . .. ,xn)a—m + ot ap (@, T, ’xn)(?T =0,
strucnéji
n @)% g (1.61)
a;\ T = .
i—1 Oz

nebo ve vektorovém zépisu

a(x)'Vu=0
je nejjednodussim specidlnim pripadem obecné rovnice (1.59). Jedné se o bezprostiedni zobecnén{
rovnice (1.21) do vicerozmérného prostoru. Proto budeme jeji feseni hledat zptusobem, ktery je

analogii metody charakteristik popsané v 1.1.1. Rovnici (1.61) pfifadime autonomni systém n
obycejnych diferencidlnich rovnic tvaru

dxi
ds

:ai(xl,xg,...,xn), i:1,2,...,7’L. (1.62)

Tento systém se nazyva charakteristicky systém prislusny k rovnici (1.61) a jeho trajektorie se
nazyvaji charakteristiky rovnice (1.61). Charakteristika je hladkd kiivka v n-rozmérném prostoru,
Ize ji zapsat parametrickymi rovnicemi

x; =xi(8), sel, 1=1,2,...,n, (1.63)

6Pokud budeme n-tici redlnych éisel povazovat za vektor, vzdy pijde o vektor sloupcovy.
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kde I je néjaky redlny interval. Necht funkce v = u(xy, 22, ..., x,) je fesenim rovnice (1.62). Pro
derivaci funkce u na charakteristice (1.63) podle parametru s plati

1 s Du(wa(s), w2(s), . wa(s) day
u(1(),02(5), () = Y ? ds

»
i=1 v

To znamend, 7Ze na charakteristikdch je fesen{ rovnice (1.61) konstantni. Odtud plyne, 7Ze feseni
rovnice (1.61) muzeme ziskat tak, ze na kazdé charakteristice zaddme hodnotu funkce u.

Charakteristika rovnice (1.61) je hladkou kfivkou v n-rozmérném prostoru. Takovou kiivku
muZzeme zapsat bud parametricky rovnostmi (1.63) nebo obecné jako prunik n — 1 nadploch (tj.
(n — 1)-rozmérnych diferencovatelnych variet) v n-rozmérném prostoru, tedy rovnostmi

(X1, T, ... xn) = ¢, 1=1,2,....,n—1, (1.64)

kde v; jsou diferencovatelné funkce n proménnych. Rovnosti (1.64) nékdy muzeme ziskat z para-
metrického vyjddieni (1.63) charakteristik eliminaci parametru s.

Jind moznost, jak ziskat obecné vyjadreni (1.64) charakteristik rovnice (1.61) spocivd ve
vydéleni rovnic charakteristického systému (1.62); dostaneme tak n — 1 oby¢ejnych diferencidlnich
rovnic, napf.

dripr  aip (1,02, ,7)
= , n=12....,n—1,
dl‘i ai(xl,xg,...,xn)
nebo
dz;  ai(xr,x2,..., %)
= , n=2,3,...,n.
dl‘l a1($1,$2, e ,xn)

Obecné feseni téchto systému rovnic, které zavisi na n — 1 konstantach, zapiSeme v implicitnim
tvaru (1.64). Piedchozi obycejné diferencidlni rovnice muzeme také jednotné zapsat ve tvaru rov-
nosti diferenciali

da _ dz - dzy, . (1.65)

a1(x1, @, ..., xy) B az(x1, @, ..., xy) an(x1, T2, ..., Ty)

Hodnotu funkce u, kterd je fesenim linearn{ rovnice (1.61), vyjadifme na charakteristikach pomoci
diferencovatelné funkce ®, kterd je funkei n — 1 proménnych. Resenf rovnice (1.61) tedy piseme ve
tvaru

u(z) = @ (vi(x), v2(x), ..., vp_1(x)). (1.66)

Provedené uvahy ukazuji, Zze pro rovnici (1.61) lze zformulovat vysledek, ktery je bezprostied-
nim zobecnénim Tvrzeni 1 platného pro rovnice ve dvou nezavisle proménnych.

Tvrzeni 2. Necht funkce v; : Q@ - R, i =1,2,...,n — 1, jsou diferencovatelné funkce takové, ze
rovnosti (1.64) jsou implicitnim zdpisem trajektorii charakteristického systému (1.62) piislusného
k rovnici (1.61) (nebo ekvivalentné: implicitnim zdpisem FeSeni sytému obycejnych diferencidlnich
rovuic (1.65)). Je-li @ libovolnd diferencovatelna funkce n — 1 proménnych takova, ze jeji definién{
obor obsahuje kartézsky soucin oboru hodnot funkei v;, pak funkce u definovand rovnosti (1.66)
je Fesenim rovnice (1.61).

Diikaz: Na teseni (1.63) charakteristického systému (1.62) jsou splnény rovnosti (1.64). Tedy
pro kazdy index j plati

0= oser( a5 () = 3 AL 02 (0) A1)

i=1 axl ds
" Ovj(21(8), 22(8), ..., wn(s
:Z J( (s) a(xl) ( ))ai(zl(s),xg(s),...,:En(s))7
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strucnée

" " "*13@ v1(2), v2(), ..., Va1 () Ovj(z
>l 2 =3y 3 2 ) o@)

v; dx;
i=1 i=1 =1 J ¢

n—1 n
P (v1 (), v2(x), ..., vp—1( 81)]
B Z v, ZGZ 6951 =0
j=1 i=1
(]

Povsimnéme si, ze na levé strané rovnice (1.61) je skaldrni soucin vektoru a s gradientem
hledané funkce u. Gradient je linearni zobrazeni, skalarni sou¢in také. Slozeni linearnich zobrazeni
je linedrni. Odtud plyne, ze rovnice (1.61) také spliuje princip superpozice: Jsou-li uy,ua, ..., ug
fesen{ rovnice (1.61), pak také jejich libovolnd linedrni kombinace je feSenim této rovnice. Jinak
feceno, mnozina vsech fesen{ rovnice (1.61) tvoi{ redlny vektorovy prostor.

Priklad

0
+(@x—y+y) = "

ou ou
(y—2x—22:)£+(a:—2y+22:)— 7%

dy

Prislusny charakteristicky systém

d

d—i =2x+ y-— 2z,
d

d_z = x-—2y+ 2z,
dz n
—= - z
ds 4

je linedrni homogenni systém obycejnych diferencidlnich rovnic s konstantni matici. Muzeme tedy
explicitné napsat jeho reseni

(245 + 2B)e~"
(—2A4s + 2C)e~*
(—24s+C — B — A)e™*

T
Y
z

pritom A, B, C jsou integracni konstanty. Druhou rovnost vydélime rovnosti prvni a dostaneme

y —As+C . z+y B+C

x As+ B’ J: x  As+ B’

tfeti rovnost vydélime prvni a dostaneme

2772A5+CfB—A ti r+2 C+B-A

T As+ B Ty :2(As+B)’

tyto rovnosti navzajem vydélime a dostaneme

Tty
xr—+z

= const.
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Analogicky (prvni a tfet{ rovnost tentokrit délime druhou) dostaneme

r+y
=Y

= const.

Tty =4y
x+z? z—y
proménnych. |

Resen{ je tedy tvaru u(z,y) = <I)( ), kde ® je libovolnd diferencovatelnd funkce dvou

Na charakteristikdch je tesenf rovnice (1.61) konstantni. Proto konkrétni feseni (partikuldrni
fesen{) této rovnice muzeme ziskat tak, ze na ,zacatku“ kazdé charakteristiky uréime funkéni
hodnotu feseni. ,Zacatky* charakteristik 1ze urcit tak, ze v prostoru zavedeme néjakou nadplochu
((n—1)-rozmérnou varietu), kterd protind kazdou charakteristiku pravé jednou; prusecik této nad-
plochy s charakteristikou budeme povazovat za ,zacatek charakteristiky“. Nadplocha s uvedenou
vlastnost{ se nazyvéd okraj pro rovnici (1.61).

Okraj muze byt zaddn parametrickymi rovnicemi; ponévadz se jednd o (n — 1)-rozmérnou
nadplochu, zavisi na n — 1 parametrech. Parametrické rovnice okraje tedy jsou

wi:Xi(015023"'70n—1)5 i:1,2,...,7’L,

kde parametry o1,09,...,0,—1 jsou z néjaké podmnoziny prostoru R"~!, kterd m4 neprazdny
vnittek. Prusecik konkrétni charakteristiky s okrajem je urcen konkrétni sadou parametru. Hod-
noty fesen{ u rovnice (1.61) tedy zaddvédme pro tuto sadu parametru. Jinak feceno, zaddvame
okrajovou podminku ve tvaru

’U,(Xl(O'l,O'Q, .. .7O-n71)7X2(0-170-27 .. .,O'nfl), N ,Xn(O'l,O'Q, e ,O’nfl)) =
=g(o1,09,...,0n-1). (1.67)

Okrajovou tlohu, tj. rovnici (1.61) s podminkou (1.67), fesime tak, ze k charakteristickému systému
(1.62) pridame pocéteéni podminky

xi(()):Xi(al,ag,...,an_l), i:1,2,...,n. (168)

Jednotlivé slozky feseni Cauchyovy ulohy (1.62) zévisi na nezdvisle proménné s a na parametrech
01,02, ...,0n_1, tj.
T = 2(8,01,02,...,0n-1). (1.69)
Rovnosti (1.69) a rovnost (1.67) piepsand do tvaru u = g(o1, 02, . .., 0,) predstavuji parametrické
vyjadreni (grafu) feseni okrajové tlohy (1.61), (1.67).
Na rovnosti (1.69) se také muzeme divat jako na systém n rovnic pro n nezndmych, kterymi

jsou parametry s,o1,09,...,0,—1. Pokud se z ného podaii explicitné vyjadfit parametry okraje
01,092, ...,0n—1 V zavislosti na soutfadnicich 1, o, ..., Ty, tj.
ajzoj(xl,xg,...,xn), j:1,2,...,n—1,

pak je lze dosadit do okrajové podminky (1.67). Takovym zpusobem dostaneme feSeni okrajové
ulohy (1.61), (1.67) ve tvaru

u(xy, o, ..., xn) = g(ol(:cl, cesTp)y ey Ot (T, . ,xn))
Priklad
Budeme hledat feseni rovnice
ou ou ou
—xr)— —y)— — =0
(z+y—a)o+ (2 +a y)ay tag

s okrajovou podminkou
u(z,y,a) = 4azy,
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kde a je néjaka realna konstanta.
Charakteristicky systém (1.62) je v tomto piipadé tvaru

dr_ —T+ytz
dS - Y ’
d

d—z = x—yY+tz,
dz

-— = z.
ds

Jedna se o linearni homogenni systém obycejnych diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty,
jeho obecné Feseni je tvaru

x=Ae® + Be % + C,

y=Ae® — Be 2% 4 C,

z=Ae®.

Pocatecni podminky (1.68) odpovidajici dané okrajové podmince jsou
z(0) =01, y(0) =02, 2(0)=a.

Pro integracni konstanty A, B, C' tak dostavame soustavu linearnich rovnic

A+B+C:O'1,
A*B+C:O'2,
A =a,

kterd mé fesenf A = a, B = 1 (01 — 02), C = 1 (01 + 02) — a. Regeni (1.69) Cauchyovy tlohy pro
charakteristicky systém je

z:aes+%(01 fog)e_Qer%(ol +09) —a,
y:aes—%((fl —0’2)6_284-%(0’1 + 03) — a,
z=ae’.

Bezprostiedné vidime ae® = z a tedy e~ 2 = a?/z2. Po dosazeni do prvnich dvou rovnosti dosta-
neme systém rovnic pro parametry oy, oy ve tvaru

a*(oy —02) o1+ 02

rEEt T Ty e
2
B a*(o1 —03) o1+ 09
== 2.2 T 32 @

nebo po upravé

(22 4+ a?)oy + (22 — a®)oe =22%(x — 2 + a),
(22 —a®)oy + (22 +a®)oe =22%(y — 2z + a).

Determinant této soustavy linedrnich rovnic je roven 4a?z2, takze pro a # 0 dostaneme

1 1
o1 = ﬁ((x+y—22+2a)a2 + (z —y)2?), o9 = ﬁ((gg—ky—Qz—i—Qa)aQ — (z —y)2?).

Parametrické vyjadieni okrajové podminky (1.67) je
u(o1,09,a) = da*oy05.

Do této rovnosti dosadime vypocitané hodnoty parametru oq,02 a dostaneme feseni dané tlohy
ve tvaru

u(z,y,z) = a(z +y — 22+ 2a)? — (z — y)?24

Tato funkce je feSenim tlohy pro nenulovou hodnotu parametru a. V pripadé a = 0 je feSenim
nulova funkce, u = 0. |
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Priklad
Najdeme obecné feSeni rovnice

ou ou ou
—_— —=0. 1.
1 ; + a9 ; + + - 0 ( 70)

Charakteristicky systém je v tomto pripadé

dSCZ' o
ds

To vlastné nenf systém, ale n nezavislych rovnic. Jeho tesen je z;(s) = C;e®. Z toho vidime, ze
pro kazdé i = 2,3, ..., n plati

= = const,

takze obecné feseni dané rovnice je tvaru

Tl T2 Tp—1
w(ry, Xay ..y xn) =P | —, =, ..., ,
T2 I3 T

kde ® je néjaka diferencovatelnd funkce n — 1 proménnych.

To ovSem neni jediné mozné vyjadieni feseni dané parcidlni rovnice. Stejné snadno muzeme
z teSeni charakteristického systému odvodit, ze pro libovolnou hodnotu j € {1,2,...,n} a kazdy
indexi=1,2,...,5—1,7+1,7+2,...,n plati

zi(s) = g = const
;(s) j ’

<

takze feseni dané parcidlni diferencidlni rovnice je tvaru

r1 T2 Tj—1 Tj4+1 In
U(SCl,ZCQ,...,J]n):\I/(—.,—.,...7—.,—.,...,—. 5
Tj Tj Ty Ty Ty

kde ¥ je opét néjaka diferencovatelnd funkce n — 1 proménnych.
Nyni muzeme k rovnici (1.70) pfidat okrajovou podminku

u(l,x2, @3, ..., y) = TaTz - Tp. (1.71)
Dosadime-li tuto rovnost do druhého vyjadfeni feseni rovnice (1.70), v némz zvolime j = 1,
dostaneme

ToXz Ty = U(T2, X3, ..., 2n).

7 toho snadno vidime, Ze za funkci ¥ muzeme vzit funkci danou predpisem

U(1,&2,...,&n1) = &6+ En

a FeSeni tlohy (1.70), (1.71) dostaneme ve tvaru

XToX3 Ty
u(xy, o, ..., xn) = —
Ty
Z prvniho uvedeného feseni rovnice rovnice (1.70) neni FeSeni okrajové tlohy vidét. |
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Quasilinearni rovnice

ResSeni rovnice

0 0
al(.’L'l, cee 7‘1"”’”)6—:1;1 + G’Q(‘Tl’ e 7‘1"”’“)8—::2 + +an($1, o 'awnau)a—;n = f(xla cee ,.Z'n,u),

neboli

- ou

i=1 Oz

pripadné ve vektorovém zapisu

a(x,u) Vu = f(zx,u),
budeme hledat v implicitnim tvaru

V(e,u) =0, (1.73)

kde V' je néjakd diferencovatelnd funkce n 4+ 1 proménnych.
Budeme si predstavovat, Ze feSen{ zname. Nechf tedy u = u(x) je TeSeni rovnice (1.72), které
je implicitné popsdno rovnosti (1.73). Pak plat{

V(z, u(x)) = 0.
Tuto rovnost parcidlné zderivujeme podle kazdé z proménnych z;. Dostaneme

OV (z,u(x)) N oV (z,u(x)) du(x)
0z; Ju ox;

=0, i=12,...,n

Dale vynasobime i-tou rovnost vyrazem az( ) a vysledné rovnosti secteme. Vysledkem je

rovnost
- 8V (, u( - ou(z) \ OV (z,u(x)) B
E ai(z, u(z)) —=—= (;_1 a;(x,u(x) 8:&- ) 7 =0

i=1

a ponévadz funkce u je Fesenim rovnice (1.72), muzeme tuto rovnost upravit na tvar

Z i (:1:, u(m))%;j(m)) + f(.’B, u(m)) W —0.

Vidime, ze funkce V je feSenim rovnice v n+ 1 nezavisle proménnych, ktera je linearni v derivacich
a ma nulovou pravou stranu. Struéné: funkce V', kterd rovnosti (1.73) implicitné popisuje feseni
quasilinedrni rovnice (1.72), je FeSenim parcidlni diferencidln{ rovnice

;ai(m,u)g—:‘; + f(:c,u)g—z = 0.

To je rovnice, kterou jsme se zabyvali v predchozi ¢asti. Mame tedy néasledujici algoritmus pro
hledéni feseni quasilinedrni rovnice (1.72).

K rovnici (1.72) piifadime charakteristicky systém obycejnych autonomnich diferencidlnich
rovnic

dSCZ'
ds

=a;(x1,...,Tp,u), 1=1,2,...,n,

(1.74)

— =f(z1,...,Tn,u).
dS f( 1 n )
Jeho trajektorie vyjadiime v obecném tvaru jako prunik n nadploch

vi(z1,22,...,2n,u) =c¢j, j=1,2,...,n
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Resenf rovnice (1.72) je pak implicitné ddno rovnosti
<I>(vl(ac1, ey Ty W), V2 (T Ty )y O (2, ,:I:n,u)) =0,
kde ® je libovolna diferencovatelnd funkce n proménnych.

Rovnici (1.72) s okrajovou podminkou (1.67) Fesime tak, ze najdeme Feseni charakteristického
systému (1.74) s poc¢atecnimi podminkami (1.68) doplnénymi o podminku

u(0) = g(o1,02,...,0n-1).

Toto feSeni zavisi na nezavisle proménné s a parametrech o1,09,...,0,_1, tj.
x;=xi(8,01,09,...,0,), i=12,....n
u=u(s,01,02,...,0n).

Témito rovnostmi je parametricky zaddno Feseni okrajové tlohy (1.72), (1.67). V nékterych jedno-
duchych pripadech lze parametry s, 01,09, ...,0,_1 eliminovat a feseni ulohy vyjadrit explicitné.

Povsimnéme si, ze algoritmus Feseni okrajové tilohy (1.72), (1.67) je bezprostiednim zobecnénim
postupu pii Feseni tlohy (1.53), (1.36) pro funkci ve dvou nezavisle proménnych.

Okrajova tuloha pro obecnou rovnici

Dosud provedené tivahy napovidaji, ze FeSeni obecné rovnice (1.59) pro funkci w v n nezévisle
proménnych s okrajovou podminkou (1.67) by bylo mozné hledat stejnym postupem, jako Feseni
ulohy (1.39), (1.36).

Pro zjednoduseni zapisu zavedeme oznaceni

u . . )T

pi:az_aZ:ZaQa"'an7 p:(plﬂan"'apn :vua
4

o= (01,00, -,001)", X(0)=(X1(0), Xa(0),..., Xu(o)) .

Rovnice (1.59), nebo ekvivalentni rovnice (1.60), s okrajovou podminkou (1.67) je pak tvaru

F(w,u,p) =0, u(X(a)) = g(0). (1.75)
K rovnici pritadime charkteristicky systém obycejnych diferencidlnich rovnic
dw; :
d_:T;:F,é:l(m’u7p)7 Z:172,"',n7
du
E :Zpini(mvuap>a (176)
i=1

dp; :
dl:7Fmi(mau7p)7piFu(mau7p)7 7’:1725"'5n'

S

Véta 2. Necht © = x(s,0), u=u(s,0), p = p(s,o) je reseni charakteristického systému (1.76)
splnugict pocdtecni podminky

z;(0) = X;(o), i=1,2,....n,
u(0) =g(Xi(a)), (1.77)
pi(0) = poi, i=1,2,...,n,
kde hodnoty po1,Do2; - - - Pon JSOU TeSenim soustavy rovnic
dg

F(X(U>’g(o'>ap015p027 cee ap()n) - 0;

" 9X;
99 5 = =—(o), j=1,2,....n—1. (1.
Do, (o) Z_E:lpo 90, (@), j n (1.78)

Dadle necht funkce F je spojité diferencovatelnd a funkce g je spojitd. Pak prvnich n + 1 slozek
Tesent pocdtecni ulohy (1.76), (1.77) je parametrickym vyjdadrenim teseni okrajové dlohy (1.75)
v okoli okraje.
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Diikaz: Necht feseni uvedené poédteéni ilohy (1.76), (1.77) s parametry o je definovdno na
intervalu [0, §). Polozme
Q={z(s,0) eR": 0< s<d}.

Tato mnozina ma ziejmé vlastnost 2 = Q° pozadovanou pro definiénim obor fegeni rovnice (1.59).
Ze spojitosti pravych stran systému (1.76) plyne, ze vSechny slozky FeSeni tohoto systému
(jakozto funkce proménné s) jsou spojité diferencovatelné a z toho déle plyne, ze funkce u je na
mnoziné §) spojitd a uvnitf této mnoziny diferencovatelna.
Z pocatecni podminky (1.77) a z prvn{ rovnosti (1.78) plyne, ze

F(2(0,0),u(0,0),p(0,0)) =0

a déle z (1.76) dostaneme
dF—Zn:F dxi—deu—kiF dpi—iFF +F2n:-F Zn:F (Fp, + piFu) =0
ds _i:I ds “ds i=1 " ds _i:1 o ui—1pl " = nopme

To znamen4, ze F(a:(s, o),u(s,0),p(s, o’)) = 0 pro vSechny piipustné hodnoty proménné s. [

Prvnich n+ 1 slozek fesen{ pocéteéni tlohy (1.76), (1.77) jsou funkce jedné proménné s an—1
parametru oy,09,...,0,-1. Jako parametrické vyjadreni Feseni okrajové tlohy (1.75) v8ak tyto
funkce povazujeme za funkce n proménnych,

1 :1'1(8,0'1,0'2, .. '70—n71)5
xo =x2(8,01,02,...,0n-1),
T =Tn(8,01,02,...,0n-1),
u =u(s,01,09,...,05_1).

1.3 Evoluéni rovnice

Za evolucéni rovnice povazujeme takové parcidlni diferencidlni rovnice, u nichz jednu z nezavisle
proménnych hledané funkce interpretujeme jako ¢as; tuto proménnou budeme povazovat za prvni
a znacit ji symbolem ¢. Evoluéni rovnice prvniho fadu jsou tedy obecné rovnice tvaru

F(t,xl,:cg,...,zn, du Ou Ju aU)O.

U7E7a—$176—$27.”76$n

Pro zjednoduseni zdpisu opét oznacime vektor ,prostorovych“’ proménnych x1, s, ..., T, Sym-
2 ) ) )

bolem x a vektor parcidlnich derivaci hledané funkce podle prostorovych proménnych oznacime

jako gradient Vu. Pfedchozi rovnici tedy struénéji zapiseme ve tvaru

F (t,:c,u,@,Vu) =0.
ot

Déle budeme predpokladat, ze derivaci hledané funkce podle ¢asu muzeme z této rovnice vyjadrit.
Budeme se tedy zabyvat rovnicemi tvaru

% = f(t,x,u, Vu). (1.79)

7“Obor nezavisle proménnych z1,x2, ..., T, obecné nemusi byt néjaky geometricky prostor, jak tomu obvykle
byvéa ve fyzikdlnich aplikacich. Déle jiz budeme uvozovky vynechavat, pripadné pouzivat jako synonyma slovo
strukturni proménné
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(Klasické) resent rovnice (1.79) je diferencovatelna funkce u : J x © — R, kterd pro vSechna
(t,z) € J x Q spliiuje rovnost

ou
E(t’ x) = f(t, z,u(t,x), Vu(t,z));

pritom J C R je interval a 2 C R" je mnozina s neprazdnym vnitikem.
Poédtecnd podminka pro rovnici (1.79) je tvaru

u(toam) = @(m)a T e Qv

kde tg € J.

1.3.1 Pocatecni tloha pro evoluc¢ni linearni rovnici v jedné prostorové
promeénné

Linearni rovnice byly jiz obecné zavedeny v 1.1.1. Tam byly také uvedeny jejich zédkladni vliastnosti.
Uvazujme nyni specielné linearni evoluéni rovnici, tj. rovnici tvaru
ou ou
— =a(t,x)— + b(t t 1.80
= alt ) S bt )+ f (1), (1.80)

kde a,b, f : [0,00) x R — R. Tuto obecné nehomogenni rovnici lze fesit transformaci na kanonicky
tvar, sr. 1.1.2. Tento standardni postup pouzijeme pouze pro rovnici homogenni. Pro feSeni rovnice
nehomogenni ukazeme alternativni zpusob feseni, ktery umoznuje interpretovat nékteré rysy pro-
cesu, ktery je rovnici modelovan. Nakonec vyuzijeme skutecnosti, ze mnozina feSeni nehomogenni
rovnice tvori afinni prostor, tj. ze feSeni nehomogenni rovnice lze zapsat jako feSeni homogenni rov-
nice s obecnou pocateéni podminkou a FeSeni nehomogenni rovnice s néjakou specialni poc¢atecni
podminkou.

Homogenni rovnice

Nejprve tedy budeme fesit homogenni rovnici s obecnou po¢atectni podminkou, tj. tilohu

ou ou
i a(t,x)% +b(t,x)u, prot>0, xR, (1.81)

u(0,2) = p(x), proz € R. (1.82)

Charakteristicka rovnice piislusnd k uvazované parcidlni diferencidlni rovnici je

% = —a(t, x).

Reseni této obycejné diferencialni rovnice vyjadifme v implicitnim tvaru
v(t,z) = const.

Transformace & = v(t, x) prevede rovnici (1.81) na jeji kanonicky tvar

ou

5 b(t, x(t,€))u,

kde funkce x(t, -) je inversni k funkci v(t, -) pro kazdé t > 0. Resenf této rovnice (coz je v podstaté
obycejna linedrni homogenni rovnice zavisld na jednom parametru &) je ddno rovnost{

t

u(r§) = u(0. € exp [ bsix(s€))ds

0
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Podle podminky (1.82) je u(0,€) = o(£). ReSeni pocatecni tlohy (1.81), (1.82) v piivodnich
nezavisle proménnych tedy je

u(t,z) = ¢(v(t, z)) exp /b(s,x(s,v(t,z)))ds . (1.83)
0

Integral v exponentu je vlastné kiivkovym integralem z funkce b pres tsek charakteristiky
spojujici body (¢, x) a (O,U(t,:c)).

Povsimnéme si jesté specidlniho pripadu rovnice (1.81), kdy funkce a je konstantni. Charakte-
ristickd rovnice

dz

T
mé obecné Feseni x(t) = —at + const, tedy v(t, z) = x + at a x(t,£) = £ — at. Uloha

0 0
a—?:aa—Z—i—b(t,x)u, prot >0, z € R,
u(0,2) = p(x), pro z € R.
mé proto reseni
t t
[ b(s,z+at—as)ds [b(t—s,x+as)ds
u(t,z) = o(x + at)e?d = p(x + at)ed

Pokud je také funkce b konstantni, rovnice

8t_a8z b

s pocdteéni podminkou (1.82) mé Feseni
u(t, ) = (x + at)e®.

Hodnotu z + at muzeme interpretovat jako polohu bodu na prostorové ose, ktery ma v ¢ase t = 0
soufadnici  a pohybuje se rovnomeérné rychlosti a. Vyraz ¢(z + at) si tedy muzeme piedstavit
jako graf funkce ¢ pohybujici se rovnomérné nad vodorovnou osou. Vyraz e tento graf deformuje
ve svislém sméru. Pro b < 0 je

lim u(t,z) =0

t—o0
pro kazdé z a kazdou ohrani¢enou pocatecni funkei . Reseni pocateéni tlohy pro linedrni homo-
genni rovnici s konstantnimi koeficienty tedy v tomto pripadé modeluje postupujici a postupné
mizejici vinu; tato vina postupuje piia > 0 v zdporném sméru osy z (tj. doleva), pii a < 0 doprava.
Pro b > 0 rovnice naopak predstavuje rostouci postupujici vinu,

Snadno ovéiime, ze feSeni pocateéni tlohy pro homogenni rovnici s pocateéni podminkou
v obecném okamziku t = o, tj. feSeni 1ilohy

ou ou
i a(t,x)% +b(t,x)u, prot>o, xR, (1.84)
u(o, z) = p(z), pro xz € R, (1.85)
je tvaru
t—o
u(t,z) = go(v(t -0, x)) exp / b(s, x(s,v(t — o, x)))ds :
0

jednd se o posun ¢asové proménné o hodnotu o v feseni (1.83) ulohy (1.81), (1.82).
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Nehomogenni rovnice
Nyni vyfesime nehomogenni rovnici s nulovou pocateéni podminkou, tj. ilohu

% = a(t,z)% +b(t,x)u+ f(t,z), prot>0, z€R, (1.86)

u(0,2) =0, pro xz € R. (1.87)

Muzeme si predstavovat, ze pocatecni nulovy stav veliciny u, jejiz vyvoj by se fidil homogenni
rovnici, je v prubéhu ¢asu narusovan néjakym vlivem, ktery je popsan nehomogenitou f. Tyto
vlivy se postupneé nascitaji (integruji) do veliciny u. Piesnéji feceno, otekdvame, ze feSeni pocatecni
ulohy (1.86), (1.87) je tvaru
t
u(t,z) = /w(t,x,a)da, (1.88)
0
kde w je zatim neznama funkce; budeme predpokladat, ze w je diferencovatelna. Tato myslenka
se nazyva Duhameliv princip.
Funkce u definovana rovnosti (1.88) spliiuje pocateéni podminku (1.87) pro libovolnou funkci
w. Funkci w budeme hledat tak, aby funkce u splnila také rovnici (1.86).
Podle véty o derivaci integralu podle parametru plati

t t
ou ow ou ow
Gtn) —utan)+ [ Faods e = [Fitnon

0 0

takze po dosazeni do rovnice (1.86) dostaneme

t
ow ow

/ (E(t,x, o) — a(t, x)%(t,x, o) = b(t, x)w(t, x, U)) do = f(t,z) — w(t,z,t). (1.89)
0

Na vyraz w(t, x, o) se muzeme divat jako na funkci dvou proménnych ¢ a = s parametrem o. Pokud
tato funkce splni pro kazdou kladnou hodnotu ¢ podminky

ow(t,z,0) ow(t,z,0)

T =a(t,x) o +b(t,x)w(t,x,0), prot>o, x€R,

w(o,z,0) = f(o, ), pro xz € R,

pak splni také rovnost (1.89). Funkce w tedy muze byt zvolena jako feseni pocateéni tlohy pro
homogenni linedrni rovnici s poc¢ateéni podminkou v okamziku t = o. To je stejna iloha jako
(1.84), (1.85). Z provedenych tvah plyne, ze funkci w lze vyjadrit ve tvaru

t—o

w(t,z,0) = f(o,v(t — o, x)) exp / b(s,x(s,v(t — 0, z)))ds

0

Dosazenim do rovnosti (1.88) dostaneme feseni tilohy (1.86), (1.87)

u(t,z) = /f(a, v(t — o, x)) exp / b(s, x(s,v(t — 0,2)))ds p do =
0 0

o

:/tf(t—a,v(a,x)) exp /b(s,x(s,v(a,x)))ds dor.

0
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Reseni nehomogenni rovnice s obecnou pocatetni podminkou je nyni souc¢tem feseni ulohy
pro homogenni rovnici s obecnou pocateé¢ni podminkou a Feseni tlohy pro nehomogenni rovnici
s nulovou pocatecni podminkou. Tedy feseni pocétecni tlohy (1.80), (1.82) je déno predpisem

t

u(t,z) = ¢(v(t,z)) exp /b(s,x(s,v(t,x)))ds +

g

t
+ /f(t —o,v(0,x)) exp /b(s, x(s,v(o,x)))ds p do
0 0
Ve specidlnim pripadé — konstantnim koeficientu u prostorové derivace — mtuzeme tento vysledek

zjednodusit:

L t o
ftb(t—s,z—i-as)ds [ b(oc—s,z+as)ds
u(t,z) = p(z + at)ed +/f(t—a,ac+aa)e“ do.
0

Pokud je také funkce b konstantni, dostaneme

¢ t
o(x + at)e® + / f(t — o,z +ao)e®do = | o(x + at) + / f(t—o,z 4 ao)e”@ Ddo | .
0 0

1.3.2 Okrajové podminky

Prirozenym okrajem oboru €2 prostorové proménné x je jeho hranice 02. Obecnéji budeme vsak
okrajem I' rozumét (n — 1)-rozmérnou nadplochu v €2, kterou muzeme popsat parametrickymi
rovnicemi

I: 2z =Xi(01,09,...,0n-1), i=1,2,...,n.
Parametry oq,09,...,0,_1 jsou z néjaké podmnoziny prostoru R"~! s neprazdnym vnitikem.
Okrajovd podminka pro rovnici (1.79) obvykle uréuje hodnoty hledané funkce na uvazovaném
okraji. V takovém ptipadé je tvaru

u(t,Xl(o’l,o’Q,...7O-n71)7...7Xn(0-170-2,...,0—n71)) :1/)(0'1,0'2,...70'»”,1), teJ (190)

Jiny typ okrajové podminky je relace, kterd néjakym zpusobem vaze hodnoty hledané funkce.
Formalné zapsano
U(ult, ) =c, tel, (1.91)
kde U je zobrazeni z mnoziny diferencovatelnych funkei definovanych na mnoziné 2 do mnoziny
redlnych ésel (¥ : C1(Q) — R je funkciondl).
Promyslete si, ze podminka ve tvaru (1.90) je specidlnim pifpadem podminky (1.91) s ¢ = 0.

Priklad.

Necht Q = (0,00) C R, 8 : (0,00) — R je integrovatelnd funkce, a necht zobrazeni ¥ piitazuje
kazdé diferencovatelné funkei v : [0,00) — R hodnotu

U(v) =v(0) — /ﬂ(s)v(s)ds
0

Okrajovd podminka (1.11) v dvodnim modelu vyvoje vékové strukturované populace je tedy
podminkou tvaru ¥ (u(t, -)) = 0. [ |
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Mnozina diferencovatelnych funkeci definovanych na oboru €2 tvoti vektorovy prostor nad polem
realnych ¢isel. Pokud také mnozina B vSech funkci v : J x Q — R, které splnuji okrajovou
podminku tvoii vektorovy prostor, fekneme, ze okrajova podminka je homogenni. Podrobnéji:
okrajovéd podminka (1.90), resp. (1.91), je homogenni, pokud ji spliuje nulovd funkce u = 0 a déle

1. jestlize funkce u spliuje podminku (1.90), resp. (1.91), pak také funkce au spliuje tutéz
podminku pro libovolné a € R;

2. jestlize funkce u, v spliuji podminku (1.90), resp. (1.91), pak také funkce u+ v spliuje tutéz
podminku.

Pokud je funkciondl ¥ v podmince (1.91) linedrnim zobrazenim a ¢ = 0, pak je okrajova
podminka (1.91) homogenni. Je-1i funkce ¥ v podmince (1.90) nulovd, ¢» = 0, pak je také okrajova
podminka (1.90) homogenni. To jsou obvyklé piipady homogenni okrajové podminky.

1.3.3 Autonomni rovnice

0
Pokud pravé strana rovnice (1.79) nezdvisi explicitné na case ¢, tj. pokud —{ = 0, pak fekneme,

Ze tato rovnice je autonomni. Autonomni evoluéni parcidlni diferencidlni rovnice prvniho radu je
tedy rovnice tvaru
Ju
priak (x,u, Vu). (1.92)
Autonomni rovnice popisuji procesy, které jsou invariantni vzhledem k posunuti v ¢ase. Tuto
vlastnost presnéji vyjadiuje nasledujici:

Tvrzeni 3. Nechf funkce u = u(t,x) je FeSenim autonomni rovnice (1.92) a ¢y € R je libovolné.
Pak funkce v definovand rovnosti v(t,x) = u(t 4 to, ) je také fesenim rovnice (1.92), pro které
plati v(0,x) = u(to, x).

Diikaz: Nejprve si povsimnéme, ze pro libovolné i € {1,2,...,n} je
v ou
—(t,x) = t+tg,

a tedy Vu(t,x) = Vu(t + tg, ). Déle, ponévadz funkce u je fesenim rovnice (1.92), plati

ov ou
E(t’ xT) = E(t +tg,x) = g(:c, u(t + to, ), Vu(t + to, :B)) = g(:c, v(t, ), Vo(t, :c)),
takze funkce v je také fesenim rovnice (1.92). O

Z uvedeného tvrzeni plyne, ze po¢iteéni podminku pro autonomni rovnici (1.92) lze bez Gjmy
na obecnosti vzdy uvazovat ve tvaru

u(0,z) = p(x), e (1.93)

Okrajova podminka pro autonomni rovnici (1.92) je opét tvaru (1.90) nebo obecnéji (1.91).

Staciondrni (nebo rovnovdzné) feseni autonomni evoluéni rovnice je takové, které nezdvisi na

¢ase. Pro stacionarni feseni tedy plati i 0, coz vzhledem k (1.92) znamen4, Ze stacionarni

fesen{ rovnice (1.92) je funkce u = wu(x) definovand na mnoziné 2, kterd je soucasné fesenim
implicitni diferencidlni rovnice

g(x,u, Vu) = 0.

Prostorové (nebo strukturné) stabilizované feseni autonomni evoluéni rovnice je takové, které
v prubéhu ¢asu nemeéni tvar. Pfesnéji feceno, je to takové teseni u = u(t, x), pro které jsou grafy
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funkef u(ty, ), u(ta, -) podobné geometrické ttvary pro kazdd dveé t1,te € J. Jesté jinak feceno,
prostorové stabilizované feseni rovnice (1.92) je feSeni tvaru

u(t, @) = T(H)X (@),

kde T : J — R, X : Q — R jsou diferencovatelné funkce. Stacionarni feseni autonomni evoluéni
rovnice je pak prostorové stabilizovanym fesenim s konstantni ¢asovou slozkou 7'.

Uvazujme nyni specidlné rovnici (1.92) takovou, ze jeji pravd strana je homogenni funkce ve
druhé a treti proménné; to znamend, ze pro vsechna k € R, € R a 8 € R” plati

h(m7 Ha? HIB) = Hh(m7 a? B)'
Prostoroveé stabilizované fesen{ u = T'X dosadime do rovnice (1.92) a upravime jeji pravou stranu,
T'X = h(z, TX,VTX)=Th(z, X,VX);

pritom ’ oznacuje obycejnou derivaci podle proménné ¢. Piedchoz{ rovnost vydélime souc¢inem T'X
a dostaneme

T h(z,X,VX)

T X
Vyraz na levé strané této rovnosti zavisi pouze na nezavisle proménné ¢, nikoliv na x, vyraz na
pravé strané rovnosti zavisi pouze na proménnych «, nikoliv na ¢. Na obou stranach rovnosti je
tedy néjaka konstanta; oznacme ji A. Pro prostorovou slozku X feseni v v uvazovaném pripadé
plati

hiz, X, VX)=\X. (1.94)

Pokud tedy existuje konstanta A, ze rovnice (1.94) m4 feseni X, pak existuje prostorové stabili-
zované Feseni rovnice (1.92). Pritom casova slozka T' spliuje rovnici
T/

A
T

Resenfm této obycejné linedrni homogenni rovnice je funkce dand predpisem T'(t) = e*. Prostorové
stabilizované feseni je proto tvaru
u(t, ) = M X, (x). (1.95)

Pokud A\ = 0 a piislusnd funkce Xy vzhovuji rovnosti (1.94), pak staciondrni feseni je ddno vztahem
u(t, ) = Xo(x).
Priklad.

Uvazujme linearni homogenni autonomni rovnici ve dvou nezavisle proménnych s konstantnim
koeficientem u prostorové derivace

— =a— +b(x)u (1.96)

definovanou pro z € R ¢ > 0. Tato rovnice mé vzdy nulové feseni, které je fesenim stacionarnim.
Navic pro kazdé realné ¢islo A ma obycejna linedarni homogenni rovnice

A= b(z)

aX' +b(x)X =AX, tj. X' = X

(nyni " oznacuje obyé¢ejnou derivaci podle proménné x) feseni

x

X (x) = const - exp —é Ax — /b(f)d{ ,
0
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tedy rovnice (1.96) ma prostorové stabilizovand reseni

x

u(t,z) = CeM exp ,é )\x—/b(f)dg

0

Pro A =0 je toto Teseni stacionarni. |

Uvazujme nyni rovnici (1.92) s okrajovou podminkou (1.90) nebo (1.91). Prostorové stabili-
zované FeSeni této pocatecni tlohy definujeme jako prostoroveé stabilizované feseni rovnice (1.92),
které navic pro kazdé t spliuje pfislusnou okrajovou podminku. V ptripadé homogenni okrajové
podminky tvaru (1.91) s ¢ = 0 a linedrnim funkciondlem ¥ plat{

0= W(T()X(-) = T(HW(X).
Prostorova slozka X prostorové stabilizovaného feseni tedy spliuje okrajovou podminku
U(X)=0. (1.97)

Pokud existuje ¢islo A a k nému existuje nenulova funkce X, takové, ze spliuji homogenni
podminku (1.97) a rovnici (1.94) s funkei h homogenni v proménnych u a Vu, pak mé okrajové
uloha (1.92), (1.79) prostorové stabilizované nenulové feseni tvaru (1.95).

Podivejme se na tento vysledek z obecnéjsiho hlediska. Mnozina diferencovatelnych funkei
definovanych na mnoziné Q, které spliuji homogenni okrajovou podminku (1.91) tvoii vektorovy
prostor (podprostor prostoru C*(Q) diferencovatelnych funkef). Déle mame zobrazeni A z tohoto
prostoru do prostoru spojitych funkci definované vztahem

A(w)(z) = h(z, w(z), Vu(z)).
S timto oznacenim muzeme rovnici (1.94) piepsat do tvaru
A(w) = dw.

Okrajovd uloha (1.94), (1.97) je tak vlastné dlohou najit vlastni ¢islo a prislusny vlastni vektor
operatoru A ve vektorovém prostoru funkei spliujicich okrajovou podminku.

1.3.4 McKendrickova-von Foersterova rovnice

V 1dvodu této kapitoly jsme odvodili, ze vyvoj vékové strukturované populace lze modelovat
parcidlni evolu¢ni linedrni rovnicf (1.4) spolu s poc¢ateéni podminkou (1.5) a okrajovou podminkou
(1.11); okrajovd podminka mé pravou stranu ve tvaru integralu, tj. linedrnfho funkciondlu. Této
tloze se nyni budeme vénovat podrobnéji.

Uvazujme tedy ulohu

ou 9
a—? + a—z = —p(a)u, t>0,a>0 (1.98)
u(0,a) = ¢(a), a>0, (1.99)
w(t,0) = [ Bls)ult,s)ds, >0, (1.100)
0

,»Okrajovou funkei“ u(-,0) pro zjednoduseni zdpisu oznac¢ime symbolem z, tj.
u(t,0) = 2(t). (1.101)
Charakteristickd rovnice piislusnd k parcidlni rovnici (1.98) je

da
— =1
dt
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Obrézek 1.5: K feseni McKendrickovy-von Foersterovy rovnice. a) charakteristiky rovnice (1.98),
b) mozny prubéh funkce @, tj. pravé strany rovnice (1.113).

a ma obecné feseni v implicitnim vyjadieni
a —t = const.

Charakteristiky rovnice (1.98) jsou tedy poloptimky rovnobézné s osou prvniho kvadrantu. Z toho
je také videét, ze charakteristiky urc¢ené kladnou konstantou na pravé strané této rovnosti protinaji
osu a; na charakteristikach s kladnou konstantou jsou tedy hodnoty funkce w uréeny pocateéni
podminkou (1.99). Podobné, charakteristiky urcené zdpornou konstantou na pravé strané uvedené
rovnosti protinaji osu ¢ a hodnoty funkce w jsou na nich uréeny okrajovou podminkou (1.100).
Situace je zndzornéna na Obrazku 1.5a).

Pro t < a zavedeme nové soutradnice 7 a & vztahy

T = t, E =a—t.
Po této transformaci rovnice (1.98) s poc¢atetni podminkou (1.99) nabude tvar

du

or = —u(& + 7')11,, U(O,f) = 90(5)

Reseni této pocatecni tlohy pro obycejnou linearni homogenni rovnici je

£+
= [ wlo)de
u(r, &) =p(le ¢ :
Névratem k puvodnim proménnym dostaneme
— ] me)ae
u(t,a) = pla—t)e o . (1.102)

Pro t > a zavedeme nové soutadnice 7 a & vztahy
T=t-—a, E=a;

transformaci tohoto tvaru volime proto, aby transformovany ¢as 7 byl kladny, plynul od minulosti
do budoucnosti. Nyni dostaneme rovnici (1.98) v kanonickém tvaru a k ni ptislusnou transformo-
vanou okrajovou podminku

g—z = —u(&)u, u(7,0) = z(7).

Regenim této Cauchyovy tlohy je funkce u definovans vztahem

u(r) = are "
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V puvodnich proménnych tedy

alt,z) = (t —aye 1"O% (1.103)

Pro zjednoduseni zapisu dosud dosazenych vysledku zavedeme podobné jako v ivodu kapitoly
oznaceni .
= [ n(€)de
la)=1e © . (1.104)
Ziejmé je £(a) > 0 pro kazdé a > 0. ReSenf tlohy (1.98), (1.99), (1.100) rozepsané rovnostmi
(1.102), (1.103) muzeme jednotné zapsat jako

B l(a) “
u(t,a) = ela %(a —t) = (1.105)
z(t — a)l(a), t>a.

V tomto zapisu zustava neuréend ,okrajova funkce“ x, jejiz hodnota vyjadiuje hustotu novoro-
zencu v case t.

Funkce z zavedend vztahem (1.101) je definovéna integrélem na pravé strané rovnosti (1.100),
v némz vystupuje funkce u, kterd je definovana vztahem (1.105). Z toho je vidét, ze je potiebné
integral z rovnosti (1.100) rozdélit na soucet dvou integrélu,

O/ﬂ tsdsf/ﬂ )ds+/ﬂ(s)u(tsds

Kazdy z téchto integralu upravime:

t

/ﬂ tsdr/ﬁ ot = 9)t(s)ds = [ Bt = 1t - Ya(€)a

0
/ﬁ tsdsf/ﬂ

Celkem tak dostavame, ze funkce x je feSenim integralni rovnice

oo

)
d = ﬂ§+t p(&)d¢.
!/

= [ 8-t -eu@as+ [ sie+0CE prepe (1.106)
0 0

Tato rovnice byva v demografickych aplikacich nazyvana spojita Lotkova rovnice obnovy v neho-
mogennim tvaru.
Integraln{ rovnici (1.106) muzeme piepsat. Oznacme:

+1
K(tos) =t =ttt =), F()= [ A+ 05 ptone
0
P#i tomto oznacen{ rovnice (1.106) nabude tvar

/Kts s)ds + F(t).

Integralni rovnice tohoto tvaru se nazyva Volterrova integrdlni rovnice druhého druhu.
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Jiny z pouzivanych tvart rovnice (1.106) dostaneme tak, ze oznac¢ime

S

V prvnim integrdlu na pravé strané rovnice (1.106) tak dostaneme konvoluci,

O/k (©)d¢ + F(t),

takze integralni rovnici (1.106) muzeme ptepsat jako rovnici konvoluéniho typu
r=kxx+ F.

Zavér: Reseni tlohy (1.98), (1.99), (1.100) je déno rovnosti (1.105), kde funkce ¢ je definovana
rovnost{ (1.104) a funkce = je TeSenim integrélni rovnice (1.106).

Reseni tlohy (1.98), (1.99), (1.100) mtzeme vyjadfit i jinak. Povsimnéme si, Ze feseni této
tlohy je zizenim feseni okrajové tlohy
Ju Ou

aﬁL%:*M(a)u, teR, a>0

(1.107)

(1)
=) t<0,

u(t,0) = -

ZO B(s)u(t, s)ds, t > 0.

Jednad se o ulohu pro stejnou rovnici na §irsim oboru, tvar okrajové podminky plyne z tvaru feseni
puvodni ulohy na charakteristikdch. Pfimym vypoctem se muzeme presvédcit, ze FfeSeni pomocné
ulohy (1.107) je tvaru

u(t,a) = u(t —a,0)l(a) = z(t — a)l(a).

Pro okrajovou funkci x = x(t) = u(t,0) nynf plati: pro ¢ > 0 je

0/5(5)u( 0/6 2(t — s)ds — /ﬂtf (t - O (€)de,

aprot <0 je xz(t) = p(—t)/l(—t). Funkce x je tedy Fesenim integralni rovnice

0= [ st- ottt - Oalete, t>0 (1.108)
s podminkou
)

Rovnice (1.108) byva nazyvana homogenni Lotkova rovnice obnovy.
Ezkurs: Rovnici (1.108) muzeme zderivovat podle ¢asu. S vyuzitim vztahu

t—¢
d d f wu(s)ds [ u(s)ds

-8 = e =t " (- ) = —ut - &)
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dostaneme

= 80)a(t) + [ (5t =€) = it - 9Bt~ )t - )ale)de.
Oznacime w(s) = (8'(s) — nu(s)B(s)){(s) a vysledek prepiSeme:
2 (0) = BO() + [ wlt—Oa(©)de. (1.110)

To je oby¢ejnd diferencidlni rovnice s distribuovanym zpozdénim. Pfislusnd poc¢atecni podminka je (1.109).

Strukturné stabilizované feSeni

Takové fegeni je podle 1.3.3 tvaru u(t, a) = e* A(a), kde funkce A je fesenim obyéejné diferencidlni
rovnice (1.94). V nasem konkrétnim piipadé se tedy ptdme, zda existuje ¢islo A takové, ze iloha

—A"—pla)A=XA,  a>0, (1.111)
A0) = :foﬂ(s)A(s)ds, (1.112)

ma TeSeni. Tato Uloha samoziejmé ma trividlni nulové feseni A = 0 pro libovolnou hodnotu A.
Takové tesenti je ale nezajimavé; lze ho interpretovat jako model populace s nulovou hustotou, tedy
nepfitomnost populace.
Obycejna linedrni homogenni rovnice (1.111) méa obecné feseni
*Aa*j n(§)dg
A(a) = C exp 0 = Cl(a)e ™.

Reseni je nenulové, pokud C' # 0. Po dosazeni do podminky (1.112) a vydéleni konstantou C'
dostaneme

1 :/B(S)ﬂ(s)e”‘sds. (1.113)

Cislo A m4 byt feSenfm této rovnice. Oznacme jeji pravou stranu symbolem ®()).

Predpoklddejme, ze funkce S a u spliuji prirozené podminky kladené na vékové specifickou
plodnost a tmrtnost, tedy ze jsou to funkce integrabilni a nezdporné; funkce 3 je navic ohranicena
a kladnd na néjakém uzavieném intervalu [a1, as]. Za téchto predpokladu je ¢ nerostouci funkce
spliujici nerovnosti 0 < £(s) < 1 pro kazdé s > 0 a integrdl na pravé strané rovnosti (1.113) je
kladny. Dale odvodime:

d'(\) = —/sﬁ(s)ﬁ(s)e_ksds <0, prokazdé \;
0

oznaéime 8* = sup {f(s) : s > 0} a dostaneme

s . B s B . B -
< B* As _ s\ _ _ ) N
0< PN <p /e ds = Shm ~ (1 —e ) =0 )\hm U 0, tj )\hm O(N) =0;
0

nakonec ozna¢ime minimum funkce 8 na uzavieném intervalu [a1, as] symbolem f., tj.

B« =min{B(s) : a1 < s<ag} >0,
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a pro A < 0 dostaneme

0/5 Je—4ds >/6( Jo(s)e—Pods > /ﬁ Je—Asds >

ai

az

Eiﬂ*éﬁu)e*A““)j[ds::ﬂ*éﬁu)e*Amlxagg—alx

z ¢ehoz plyne
lim ®(\) > (a2 —a1) Bx €(az) lim e — oo

A——0o0 A——0o0

Celkem vidime, ze ® je klesajici funkee, kterd na intervalu (—oo, 00) klesne od nekoneéna k nule.
To znamen4, Ze rovnice

1=d())

mé praveé jedno realné reseni. Existuje tedy jediné redlné ¢islo A takové, ze okrajova tloha (1.111),
(1.112) m4 nenulové Feseni tvaru

Ala) = Cl(a)e™*

Vzhledem k faktu, ze funkce ® je klesajici, znaménko vlastniho ¢isla A je uréeno hodnotou vyrazu

= 76(8)5(8)618

viz Obrézek 1.5b). Je-li ®(0) > 1, pak A > 0; je-li ®(0) < 1, pak A < 0.
Dosazené vysledky nyn{ muzeme shrnout: Rovnice (1.98) s okrajovou podminkou (1.100) mé
feseni tvaru

u(t,a) = Cl(a)e e

pfitom C je néjaké kladné &islo, které vyjadiuje hustotu novorozencii v ¢ase t = 0, nebot A(0) = C,
A je feSenim rovnice (1.113) a vyjadiuje rustovy koeficient populace.
Cviceni
V tlohéach 1-6 najdéte obecné feseni rovnice.
1. 2%uy + y*uy, =0

2. (1+ 2?)uy +xyu, =0

3. Uy + i Uy + 2%u, =0
T —y y—x
4 ou . 0u+ 0u+ . ou 0
. x— rh— =
1 oe T 20z, Baxg "0y,

5. YUy — TUy = y? — a2
6. Tuuy, + yuuy +xy =0
V tlohach 7-12 najdéte feseni okrajové tlohy.
7. 2ug +3uy =0, u(0,y) =4y
8. (z—yug + (x — 2)uy + (y —2)u; =0, u(0,y,2) =yz
9. uw(x+u)u, —yly +u)uy, =0, u(l,y) = /y
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11.
12, up = —(ug)?, u(0,2) = ax
Vysledky:

1. u(z,y) =@ <x—y>

Yy

2

Y
2. u(z,y) = <1+x2>
3. u(z,y,2) =®(z+y, (@ —y)°> —Inz?)

1 1 1
4. D= =t — - = L
u(x17x27 y T ) <Z82 +Inzq 2 % L2 31.2 2ZE§

5. u(z,y) = xy + P(a® + y?)

10.

11.
12.

0. (x4 u)uy +yuy =u+y* u(x,1) =z

Jta
u2 zfu u(l,y) =1
—(

0} <£, xy + u2> = 0 (implicitn{ popis)
Yy

u(z,y) = 4y — 6z
u(z,y,2) = zy +yz + 2z

u(z,y) = /Ty
z+y*lny
u(z,y) = Tlny

(4u — (z — 3)?) (4u — (z — 1)) = 0 (implicitn{ popis)

u(t,z) = ax — a’t
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Kapitola 2

Rovnice druhého radu

Model siteni drogy v zile

Predstavme si, ze v jistém okamziku vstiikneme do zily néjaké mnozstvi drogy. Chceme modelovat,
jak se mnozstvi vstitknuté latky v krvi méni v prubéhu casu.

Budeme uvazovat tfi procesy. Molekuly drogy jednak pronikaji mezi molekuly krve, dochazi
k difuzi latky v kapaliné. Droga je také undsena proudici krvi a navic muze dochazet k néjaké
chemické reakci — latka se muze v kapaliné rozkladat nebo tvofit. Abychom tuto situaci popsali
matematicky, budeme si zilu predstavovat jako dlouhy tenky valec; jeho polomeér je vzhledem k jeho
délce zanedbatelny'. Proto budeme tento valec povazovat za jednorozmérny objekt a prostorovou
osu x ztotoznime s osou vélce. V uvazovaném valci proudi kapalina.

Mnozstvi latky vyjddiime jeji hustotou (koncentraci); za hustotu budeme povazovat hmotnost
latky vztazenou k délce tiseku vélce, na kterém se nachdzi. Pfesnéji: oznac¢ime-li symbolem (¢, x)
hustotu latky v ¢ase t a v bodé z a symbolem m(t,«, 5) mnozstvi latky v tuseku vdlce mezi
soufadnicemi « a 3, pak budou tyto veli¢iny vazany vztahy

B

mit,.0) = [ult.ajis, uftn) = i PEEIEED

[e3

Probihajici chemické reakce budeme charakterizovat néjakou veli¢inou f, kterou muzeme na-
zvat intenzita reakce a charakterizovat jako mnozstvi latky, které se prislusnou reakci vytvori
(nebo rozlozi) za jednotku ¢asu v ¢asti vdlce o jednotkové délce. Pokud latka vznikd, je intenzita
kladnd, f > 0, pokud se rozklad4, je f < 0. Intenzita reakce oviem muze zdviset na mnozstvi (tj.
koncentraci) latky a byt v kazdém bodé a v kazdém case jind, tedy f = f(¢, z,u). Pak mnozstvi
latky, které vznikne (nebo se rozlozi) za ¢asovy interval [t, t + At] v iseku valce mezi souradnicemi
« a § je ddno vyrazem

t+At B
/f(s,x,u(s,ac))dxds; (2.1)
t a
znaménko tohoto vyrazu urcuje, zda se jednd o tvorbu nebo rozklad latky.

Difizi vyjadiime velicinou g = g(¢,x), kterou nazveme difizni tok. Muzeme si ho piedstavit
jako rychlost difundujici ¢dstice. Pfesnéji ho definujeme tak, ze mnozstvi ldtky (tj. hmotnost),
které se dostane diftzi pies bod o souradnici  za Casovy interval [t, ¢ + At], je rovno

t+At

/ g(s,x)ds;

t

17{la samozFejmé nenf dlouhy tenky vélec — zily se vétvi, pramér zly i v jedné vétvi neni po celé délce stejny.
Sestavovany model tedy nelze povazovat za adekvatni, prijatd zjednoduseni ho prilis vzdaluji od reality. Presto je
uzite¢ny pro popis nékterych aspektu uvazovaného procesu.
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je-li tato veli¢ina kladna, jedna se o pohyb zleva doprava, je-li zaporna, pak o pohyb zprava doleva.
Do useku vélce, jehoz levy krajni bod méa soufadnici « a pravy krajni bod soutadnici 3, se tedy
za Casovy interval [t,t 4+ At] difiz{ dostane pies levy okraj mnozstvi ladtky o hmotnosti

t+AL
/ g(s,a)ds
t
a pres pravy okraj se z ného dostane mnozstvi latky o hmotnosti

t+At

/ g(s, B)ds.

t

Tato interpretace predpokldda, ze g(t,«) > 0, g(t, 8) > 0; kdyby tyto nerovnosti nebyly splnény,
odpovidajicim zpusobem bychom vymeénili slova ,,do tseku* za ,z iseku“ a naopak. Celkova zména
hmotnosti ldtky v tseku véalce od « do 8 zpusobend diftz{ za ¢asovy interval [¢,t + At] tedy je

t+At t+At t+At

/ g(s,a)ds — / g(s,B)ds = / (g(s,a) — g(s,ﬂ))ds. (2.2)
t t t
Celkovou zménu hmotnosti drogy v useku zily od bodu a do bodu f zpusobenou reakci a
diftizi behem ¢asového intervalu [t, ¢ + At] muzeme nyni vyjadrit jako soucet vyrazu (2.1) a (2.2).
S vyuzitim Newtonovy-Leibnizovy formule a prvni véty o stfedni hodnoté integrélniho poctu ji
upravime na tvar

t+At B

t+At
//f(s,:c,u(s,z))dxds+ / (g(s,a) — g(s,8))ds =

i t+At ,Gt B
= / /f(s,x,u(s,x))dx—/{% (s,z)dz | ds =
t+At aﬁ :
0
— / /(f(s,z,u(s,z)) — %g(S,z)> de | ds =
t «@

0
/ Kf(t + 1 Atz u(t + 1AL ) — a—g(t + ﬂlAt,x)) At} dz, (2.3)
x
«
kde 91 € (0,1) je ¢islo, jehoz existence je zarucena prvni vétou o stiedni hodnoté integralniho
poctu.

Nyni se budeme zabyvat zménou hmotnosti latky v zZile vlivem proudéni krve; tento proces
nazyvame advekce. Predpokladejme na okamzik, ze délkova hustota u undsené latky a rychlost v
proudéni kapaliny jsou konstantni. V takovém piipadé je vzdalenost, kterou urazi ¢astice latky od
néjakého bodu za casovy interval délky At, rovna vAt a celkovd hmotnost latky, kterd za tento
proudéni v zavisi na Case a na misté, je celkové mnozstvi latky, které protece pres bod x, dano
stejnym soucinem, ovsem funkce u a v vycislime v néjaké ,mezihodnoté“ dvojrozmérného intervalu
[t,t + At] X [z, + Az], kde Az = vAt. Toto mnozstvi (hmotnost) je tedy ddno vyrazem

u(t + hi At, & + ho Az)v(t + hi At, x 4+ hoAx) At,
kde hy, ha € [0,1]. Avsak podle véty o stiedni hodnoté plati
u(t + hiAt,x + haAz)v(t + hi At, x + hoAz) = u(t, z)v(t, ) + hsAt,
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kde hsz je néjakd konstanta®. Celkovd hmotnost latky, kterd protece pies levy krajni bod o
uvazovaného tiseku vélce béhem ¢asového intervalu [t, ¢t + At] je tedy ddna vyrazem

u(t, a)v(t, @) At + 95 (At)?, (2.4)

kde 92 je néjaka konstanta. Analogicky, hmotnost litky, kterd prote¢e béhem uvazovaného casové-
ho intervalu pies pravy krajni bod £, je dana vyrazem

u(t, Bv(t, B)At + 93(At)%. (2.5)

Pokud je rychlost v proudéni kladnd, tj. kapalina proudi zleva doprava, ptritece do useku s krajnimi
body a, § ptes levy krajni bod celkovd hmotnost latky (2.4) a odtece z ného pres pravy krajni
bod ldtka o hmotnosti (2.5); pokud by rychlost byla zépornd, tj. kapalina by proudila zprava
doleva, zaménime slova ,ptitece” za ,odtece a naopak. Zména hmotnosti latky za casovy interval
[t,t + At] v dseku vélce od bodu o soutadnici a po bod o soutadnici 8 zpusobend advekel je rovna
rozdilu

u(t, a)v(t, a) At + 92 (At)? — (u(t, B)v(t, B)At + 93(At)?)
= (u(t,a)o(t,a) — u(t, B)v(t, B)) At + 94 (At)?,

kde ¥4 = 9 — 3. Tento rozdil muzeme pomoci Newtonovy-Leibnizovy formule vyjadfit ve tvaru
/ 0

- / 8—u(t, x)v(t, z)dz | At +94(At)2. (2.6)
x

Celkovd zména hmotnosti drogy v uvazovaném tuseku zily za ¢as od t do t + At je souctem
vyrazu (2.3) a (2.6),

5(t7 a? ﬂ? At) =

= /ﬁ Kf(t + 1ALz, u(t + 1At ) — a%(g(zﬁ + 1At x) — ult, x)v(t,x))) At] da+

[e3

+J4(AL)%

Ze zakona zachovani hmoty nyni muzeme vyjadiit celkovou hmotnost latky v iseku valce od a po
B za Casovy interval délky At

B B
/u(t + At,z)dx = /u(t, x)dx + (¢, o, B, At).

[e3

Po dosazeni a ziejmé tpravé dostaneme

+ o (g(t + 0188 z) + u(t, z)o(t, @) -

/B (u(t—l—At,zi—u(t,x) 8656

[e3

_ f(t+ ﬂlAt,z,u(t + ﬂlAt,z))) do = 94AL

0 0
2Tuto konstantu lze podrobnéji vyjadiit vyrazem hs = — uv + v—wuwv, kde hodnoty funkci u, v jsou vyéisleny

v né&jakém bodu dvojrozmérného intervalu [¢,t + At] x [z, 2 + Az].
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a limitnim pfechodem At — 0
B
[ (rutt.) + 5o(t.0) + SLutta)ottn) - ftna(e.o) ) do =0
8tu T 8:09 , T &TU ,o)u(t,x ,xou(t, o r = 0.

Usek vélce od soufadnice o do soufadnice B byl vybran libovolné, stejné tak i casovy okamzik t.
To znamena, ze pro vSechna x a vSechna ¢t musi platit

&u(t,x) =~ (t,x) — ((%U(t,x)u(t,x) + f(t @, u(t, z)). (2.7)
Tato relace vdze nezndmou funkci u (hustotu) a nezndmou funkei ¢ (difdzni tok), intenzita f
probihajici chemické reakce je dana charakterem reakce. Potiebujeme tedy jesté néjak funkci g
urcit. Predpokladejme tedy, ze difizi se ¢dstice presunuje z mista s vétsi koncentraci na misto
s koncentrac{ mensi (to je predpoklad celkem pfirozeny) a ze rychlost difundujici ¢dstice je ptimo
umernd rozdilu koncentraci (presnéji gradientu, tj. derivaci koncentrace). Tento piedpoklad byva
nazyvan Fickuv zdkon. Tedy

0
g(t,z) = —D%u(t, x).

Kladny koeficient imérnosti D se nazyva difuzivita; muze se ménit s ¢asem i s mistem, tedy
D = D(t, z). Dosazenim do rovnosti (2.7) dostaneme rovnici reakce-advekce-difize

%u = % (D(t,x)((%u) - (,%v(t,x)u + f(t,z,u). (2.8)

Tato rovnice ma byt splnéna pro kazdy ¢as t > 0 a kazdy bod x € R. K rovnici pfiddme pocdtecni
podminku vyjadiujici koncentraci difundujici latky v pocateénim case t = 0

u(0,2) = p(x), (2.9)

kterd mé platit pro kazdé x € R.

Specialni pripady a okrajové podminky

Budeme nyni predpokladat, ze uvazovana latka v kapaliné nereaguje, tj. f = 0, kapalina je homo-
genni, v ¢ase se neméni, tj. D(t,x) = a®> = const, a proud{ konstantn{ rychlosti v(t,2) = const.
Obecnou rovnici reakce-advekce-difize (2.8) tak muzeme zjednodusit na rovnici advekce-difize
s konstantnimi koeficienty

—Uu=0a"==UuU—V—u. (2.10)
x x

V tomto ptipadé muzeme prostorovou soutadnici transformovat — zavést novou souradnou sou-
stavu, kterd je ,undasena rychlosti v“. Zavedeme tedy novou prostorovou soufadnici £ vztahem

E=x—ot.
Pak podle fetézového pravidla pro vypocet parcialnich derivaci slozenych funkei plati

0 0 0 ot 0 o (¢, 0 0

a analogicky a strucnéji (bez psani nezdvisle proménnych)

bu_onon owdk_ou 0 (w0
oxr  Otodx 0&dx  OF’ ox2 " Ox \ 0¢ 0€2
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Dosazenim do rovnice (2.8) dostaneme rovnici difiuze

2
Qu _ 202 (2.11)
ot 0¢?
Tato rovnice vlastné modeluje difuzi latky v neproudici kapaliné, pripadné difizi plynu v néjakém
dlouhém vélci naplnéném vzduchem nebo jinym plynem.

Také si muzeme uvédomit, ze vedeni tepla v télese je proces analogicky difuzi — teplo také
prechéazi z mista teplejsiho na chladnéjsi a prechod tepla muzeme povazovat za tmeérny teplotnimu
spadu (tj. gradientu nebo derivaci teploty) a orientovany opac¢né. Jinak feceno, Fickuv zdkon
popisuje i vedeni tepla. Proto se rovnice (2.11) nazyva také rovnice vedeni tepla. V takovém
piipadé interpretujeme hledanou funkci u = wu(t,z) jako teplotu malého okoli bodu « (malého
kousku tyce, v niz je teplo vedeno) v ¢ase t. Ponékud presnéji vyjadieno: v ¢asovém okamziku ¢ je
celkova tepelna energie tseku tyce od bodu se soutadnici o po bod se soufadnici  dana vyrazem

B

5 ﬁ - /u(t,x)dac,

[e3

kde k = 1,38 -10"23JK™! je Boltzmanova konstanta.

Zatim jsme neuvazovali o délce zily (trubice, valce), v niz probihd diftize. Jedna z moznosti
je uvazovat tak dlouhou zilu, ze ,na jeji konec nedohlédneme®, matematicky fe¢eno, pravy konec
oboru, na némz diftze probih4 je v nekonecnu. Ale i v tak dlouhé zile je celkové mnozstvi difundujici
latky koneéné, nebot do zily jsme vstiikli omezené mnozstvi drogy. Tuto podminku vyjadiime tak,
ze

oo

/u(t,:c)dz < 00 (2.12)

o
pfitom z¢ je néjaké &islo. Tato podminka iiké, ze uvedeny nevlastni integral konverguje, nebot
hustota u je nezdporna. Odtud déle plyne, ze

lim wu(t,z) =0
Tr—r00
pro kazdy ¢as t, nebot funkci u povazujeme za spojitou. Podminka (2.12) se nazyvd podminka
integrability nebo integrovatelnosti.
Pravy konec vélce (trubice, zily) vsak muze byt v néjaké konecné vzdédlenosti, mit koneénou
soufadnici . Tento pravy konec muze byt pro difundujici latku uzavieny, zaddna pies néj nepro-

stupuje, tedy 5
u
—(t =0 2.13
2 (t,20) (213)

pro kazdy ¢as t. Jind moznost je, ze na tomto konci je néjak dén tok (probihd na ném néjaky
proces, ktery tok urcuje). Ten se muze v ¢ase ménit. Dostdvdme tak podminku

ou
—(t,x0) = v(1). 2.14
O 1, 20) = (1) (214)
Podminky tvaru (2.13) nebo (2.14) se nazyvaji Neumannovy okrajové podminky.
Jind moznost je, zZe na pravém otevieném konci vélce se latka rozptyluje do volného prostoru.
V takovém piipadé je napravo od krajntho bodu zg koncentrace (prakticky) nulovd a tok, tj.
derivace hustoty podle prostorové proménné, je podle Fickova zakona imeérny koncentraci nalevo

od bodu ¢ (uvniti vélce). Tedy

%(t,xo) = —hu(t, zo) (2.15)

pro kazdé t; pritom h je kladny koeficient imérnosti (prevrdacend hodnota ,difusivity pres hranici®).
V okolnim prostoru ale nemusi byt jen nulovd koncentrace latky. Napravo od krajniho bodu
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2o muze koncentrace mit v kazdém okamziku ¢ néjakou hodnotu pu(t) nezdvislou na koncentraci
v trubici, napt. v dusledku néjakého vnéjsiho probihajiciho procesu. V takovém ptipadé je difuzni
tok pfes hranici imérny rozdilu koncentraci nalevo a napravo od hranice, tedy

ou
g(t,xo) = —h(u(t,z0) — u(t)). (2.16)
Podminky tvaru (2.15) nebo (2.16) se nazyvaji Robinovy okrajové podminky.

Pokud rovnici (2.11) interpretujeme jako model vedeni tepla v dlouhé tenké ty¢i (dratu) po
strandch tepelné izolované, muzeme na jejim konci udrzovat nulovou teplotu (konec tyce piilozime
k ledu). V takovém piipadé dostaneme podminku

u(t,xo) =0 (2.17)

pro kazdy cas t. Nebo teplota na konci ty¢e muze byt urCovana néjakym vnéjsim nezavislym
procesem; pak dostaneme podminky tvaru

u(t, o) = u(t). (2.18)

Podminky (2.17) a (2.18) se nazyvaji Dirichletovy okrajové podminky.
Podminky (2.13), (2.15) a (2.17) muzeme zapsat jednotnym zpusobem

ou(t,20) + Bon(t20) = 0 (2.19)

pro a =0, 8 =1 se jednd o podminky Neumannovy, pro « = h, § = 1 o podminky Robinovy a
pro « = 1, 8 = 0 o podminky Dirichletovy. Podobné i podminky (2.14), (2.16) a (2.18) muzeme
souhrnné zapsat ve tvaru

au(t, zo) + ﬂ%(t, xo) = o(t). (2.20)
Podminky (2.19) a (2.20) nazyvame Robinovy okrajové podminky. (Ve starsi evropské nebo ruské
literatufe tyto byly podminky nazyviny Newtonovy okrajové podminky.)

Analogicky muzeme zformulovat okrajové podminky pro levy okraj oboru, na némz modelujeme
diftzi nebo vedeni tepla. Jediny rozdil je v Robinovych podminkéach, kde se zméni znaménko
u koeficientu h.

Obor prostorové proménné = ale nemusi zadné okraje mit, muze jit o néjaky uzavieny prstenec.
V takovém piipadé po probéhnuti celého prstence (uzaviené kiivky) se dostaneme do stejného
bodu, koncentrace latky v ném musi byt stejnd. Trochu presnéji: oznac¢ime-li délku ktivky ¢, pak
v kazdém casovém okamziku ¢t musi platit

u(t,z) = u(t,z + 0) (2.21)

pro libovolnou hodnotu z. Podminku (2.21) nazyvame podminka periodicnosti nebo periodickd
okrajovd podminka.

Jesteé si vSimnéme jedné skutecnosti. Pokud néjaké funkce uq, us spliiuji nékterou z podminek
(2.12), (2.21) nebo (2.19), pak také libovolnd linedrni kombinace téchto funkei splituje stejnou
podminku. Podminky (2.12), (2.21), (2.19) spliuji princip superpozice a proto je souhrnné nazy-
vame homogenni okrajové podminky.

~~ 2,

Nejjednodussi reseni

Skutecnost, ze jsme drogu do zily vpravili vpichem, muzeme abstraktné vyjadrit tak, ze na po¢atku
je latka jen v jediném bodé, ktery muzeme povazovat za pocatek souradnic. Vyvoj koncentrace
difundujici latky bude popsan rovnici

ou 0%

— =a"=— t R. 2.22
5 = a2 >0, z€ (2.22)
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V prubéhu procesu zadnou latku z kapaliny neodebirdme, ani ji do ni nefiddvame, jeji mnozstvi
je stéle stejné jako na zacatku. Musi tedy platit

/ u(t,z)de = A pro vsechna t > 0. (2.23)

— 00
Tato rovnost vsak musi platit i na pocatku, v ¢ase t = 0, tj.

o0

A= /u(O,x)dx.

— 00

Pritom ale predpokladdme, ze na pocatku je hustota v Sude s vyjimkou bodu x = 0 nulova,
nebot veskerd latka je koncentrovéna v jediném bodé. Hustotu na poéatku tedy pii této idealizaci
nemuzeme povazovat za ,normalni“ redlnou funkci a posledni integral za ,normalni“ integral
(Riemannuv nebo néjaky obecnéjsi). Pocdtecni rozlozeni latky, jeji ,distribuci® (v hovorovém
vyznamu tohoto slova), budeme povazovat za distribuci ve smyslu Dodatku A. Po¢dteéni podminku
pro rovnici (2.22) tedy napiSeme ve tvaru

u(0,2) = Ad(x), z €R, (2.24)

kde § je Diracova distribuce.

Pokusime se ,,uhodnout® feseni rovnice (2.22) s poc¢atecni podminkou (2.24). Muzeme si pied-
stavovat, ze diftiize probiha tak, ze jednotlivé molekuly latky se ndhodné pohybuji a ze pravde-
podobnost pohybu nalevo je stejnd jako pravdépodobnost pohybu napravo. Koncentrace latky po
jistém case by tedy mohla mit tvar normdalniho (Gaussova) rozlozeni pravdépodobnosti se stiedn{
hodnotou 0. Rozptyl se vSak s ¢asem méni — na pocatku je nulovy a s postupem casu se zvétsuje.
Pro rozptyl 02 = o(t)? tedy plati

o(0) = 0. (2.25)

Reseni rovnice (2.22) s pocatecni podminkou (2.24) tedy budeme hledat ve tvaru

1 __a?
u(t,x) = A———e 2007,

V2ro(t)

7 vlastnosti rozlozeni pravdépodobnosti je vidét, ze pii této volbé v kazdém case t plati

o0

‘TZ
u(t,z)de = A e 2207dy = A,
/ /mo

— 00

takze podminka (2.23) je splnéna. M4 byt splnéna také rovnice (2.22). Proto vyjaddiime

‘?; (t,2) = \/;17 (—#0—'(0 + % (—x— (—20(0)7) o’(t))) o TT =

2
A (2 R N )
~ e o0 () = ) i

A 1 (1 n ( 2z )) —% A % 1 ( 2 (t)2)
=—— T\ — e 277 = —e 290 T -0 .
or o(t)3 20(t)? Vor o(t)?



Po dosazeni do rovnice (2.22) a jednoduché tpravé dostaneme obycejnou diferencidlni rovnici pro
neznamou funkci o

Resen{ této rovnice se separovanymi proménnymi, které spliuje pocatecni podminku (2.25) je
o(t) =V2a?t. Dostavame tedy feSeni pocatecni tlohy (2.22), (2.24) ve tvaru
A 52

t = ———— ¢ 1a2:, 2.2
ult.) = e (2.26)

2.1 Rovnice ve dvou nezavisle proménnych linearni ve druhych
derivacich

Budeme se zabyvat rovnicemi tvaru

2 2 2

0 0
A(w,y) 75 + 2B(2,y) m— + C(x, 1)

Ox2 Oxdy (2.27)

u :F(m,y,u

9"u ou Ou
Oy ’

7£aa_y

kde A, B,C jsou realné funkce definované na néjaké mnoziné G C R? s neprazdnym vnitikem
a funkce F je definovdna na mnoziné G x R?. Pfitom budeme ptedpoklddat, ze pro kazdy bod
(x,y) € G plati

[A(z, )| + |B(z,y)| + [C(2,y)| >0,

tj. funkce A, B, C nejsou soucasné nulové. Pro kazdy bod (z,y) € G muzeme zavést matici

_ (Alz,y) Bla,y)
Miz,y) = (B(w,y) C(w,y)) '

Tato matice je evidentné symetricka.
Necht (z0,y0) € G. Rovnice (2.27) se nazyva

hyperbolickd v bodé (xo,yo), je-1i matice M(zg, yo) indefinitni,
parabolickd v bodé (xg, yo), je-li matice M(xq, yo) pozitivné nebo negativné semidefinitni,
eliptickd v bodé (x0,yo), je-li matice M(z, yo) pozitivné nebo negativné definitni.

Rovnice (2.27) se nazyvé hyperbolickd, resp. parabolickd, resp. eliptickd, na oteviené mnoziné
H C G, je-li hyperbolicka, resp. parabolicka, resp. elipticka, v kazdém bodé mnoziny H.
Ze zndmych vét z linedrn{ algebry plyne, ze rovnice (2.27) je

hyperbolicks B(x0,90)* > A(zo, y0)C (20, yo),
parabolickd v bodeé (zg,y0) € G prave tehdy, kdyz B(x0,v0)? = A(wo,%0)C(x0,Y0),
elipticka B(x0,v0)? < A(o,90)C(x0,Y0)-

2.1.1 Charakteristiky a kanonicky tvar rovnice

Budeme hledat transformaci nezavisle proménnych, kterd rovnici (2.27) prevede na néjaky jed-
nodussi tvar; v idedlnim piipadé na takovy, aby bylo mozné najit néjaké jeji feseni.
Necht H C G je oteviend mnozina. Bud'te dédle o, : H — R takové funkce, ze

(pz(xay)wy(way) - @y(fﬁay)%(%y) 7é 0

pro vsechna (x,y) € H. Pak transformace

§=p(z,y), n=vY(x,y) (2.28)

62



bijektivné zobrazi mnozinu H na otevienou podmnozinu R? a rovnici (2.27) transformuje na tvar
(vyuzivame formule pro druhé parcidlni derivace slozené funkce)

a(f, U)UEE + 2b(§a 77)“677 + C(f, 77)“”'7"7 = F(f, 777 U, ufa u"?)? (229)
kde
2
a = Ap?+2Boyoy+ Cpl =2 (A (—ﬁ) _ 9B (_ﬁ) i C) ’
Py Py
b = Apg, + B(‘Paﬂ/)y + ‘wax) + Coyiby, (2.30)

2
¢ = APZ 4 2By, + CY2 = o2 <A<ﬁ) 23<ﬁ)+0>;
Uy Py

naznacenou tipravu vyrazu pro funkce a nebo c 1ze samoziejmeé provést pouze v piipade, ze ¢, # 0
nebo v, # 0.

Pii hleddni inversni transformace k transformaci (2.28) fesime soustavu rovnic (2.28) pro
nezndmé z, y. Pfitom prvni, resp. druhou, z rovnic je implicitné ddna funkce y1 = yi1(x), resp.
Y2 = ya2(x), pro jejiz derivaci plati

; Pz ’ (2
Yp=—"—", T€Sp. Yy = ———

Py by
(podle vzorce pro derivaci implicitné zadané funkce, viz napt. Z Dosla, O Dosly: Diferencidlni
poéet funkei vice proménngch. MU 1999, str. 96).
Obycejnd diferencidlni rovnice v implicitnim tvaru (nerozfesend vzhledem k derivaci)

Az, y) (j—z) - 2B(x,y)j—gyg +C(z,y) =0 (2.31)

se nazyva charakteristickd rovnice parcidlni diferencidln rovnice (2.27). Jeji TeSeni se nazyvaji
charakteristiky této rovnice.

Z predchozich ivah je vidét, ze plati: Je-li rovnice (2.27) hyperbolickd, mé dveé jednoparamet-
rické mnoziny charakteristik, které jsou feSenimi obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic

y = a y = .
Alz,y) Alz,y)
(2.32)
Je-li rovnice (2.27) parabolickd, mé jednu jednoparametrickou mnozinu charakteristik, kterd je
feSenim obycejné diferencidlni rovnice

,_ B(z,y)
y = Awy) (2.33)

Je-li rovnice (2.27) eliptickd, nemd redlné charakteristiky.
Jsou-li p(z,y) = const a ¥(x,y) = const implicitni popisy Teseni obycejnych diferencidlnich
rovnic (2.32), tedy charakteristik hyperbolické rovnice (2.27), pak

P Y
Py wy

jsou kofeny charakteristické rovnice (2.31), takze v (2.30) dostaneme a = ¢ = 0. Kanonicky tvar
hyperbolické rovnice (2.27) je

Ugn = Fl(ga 1, u, ug, u"?)'
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Priklad
Uvazujme rovnici
2 0%u 5 0%
200 2d
o2 Y oy?
V této rovnici je A(x,y) = 22, B(x,y) = 0, C(x,y) = —y%. To znamen4, ze pro kazdou dvojici
(z,y) € R? takovou, ze xy # 0, plati

= 0. (2.34)

B(ZL', y)2 =0> 71‘2y2 = A(ZL', y)c(xvy)

a rovnice je tedy hyperbolickd na vnitiku kazdého z kvadrantu.
Charakteristickd rovnice pifslusnd k rovnici (2.34) je tvaru

]y 2

2 2

X - - = 0
((1.’1]) v

7 ni vyjadiime derivaci a dostaneme dvé explicitni rovnice
dy _ Ly
dz x’
které maji separované promeénné a jejich feseni jsou implicitné dana rovnostmi
In|y| F In|z| = const.

Charakteristiky tedy spliuji rovnosti
o(z,y) = vy = const, Y(x,y) = Y _ const.
x
Zavedeme proto nové nezavisle proménné &, n vztahy

E=my, = % (2.35)

Uvnitt prvnitho kvadrantu je x > 0, y > 0 a pro tyto hodnoty je také & > 0, n > 0. Transformace
(2.35) tedy prevadi vnitiek prvniho kvadrantu na sebe. Inversni transformace je ddna rovnostmi

€ W
Dale plati

o€ _ _ 9% & om_ oy fnm O _ 1 _/n
8z_y_\/€_’ ay_x_ 77) ax_ - n é.a ay_ _\/2’

takze podle tetézového pravidla je

8u_@8£ auan ﬁ@
9x ~ ocor Tapar Ve Moy

% (f gz) "o <\/_ gz) gz
(‘ﬁ%* 2_52 \f \fanas)
*(é S5+ Veragy \[ \f )( \D
5 0%u

2 362

778
s g o e oy
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%_@8{ auan
oy 8§8y anay

e (5% i) an(f )
(;%3—&\[8—52—[ W@naf>f

1 5 1 ou n 0%u n
Ty 2 980 57:?+Vh% €

2 2 2
_§0u O mdu
nog2 " “ocon T & o’
Tyto vyrazy dosadime do rovnice (2.34)
2 20 P O? 2 2, 2 2
§< 0%u 228 d*u n8u>§ <§8 28u n%)o

+ 22 o1 % + + -
Toez " agon T & o2 T 7 an noe2 " “ocon | € o

on _
oy

a upravime

0%u ou
—4 +2 = 0,
&n acon T o,
P?u 1 0u
ocoan 260
Tato rovnice je kanonickym tvarem dané rovnice (2.34). Zavedeme v ni substituci v = @
n
dostaneme
v 1
— = —v.
o6 28
Tuto parcidlni diferencidln{ rovnici muzeme povazovat za obycejnou, nebot se v ni objevuje jedind
derivace podle proménné €. ReSeni této obycejné linedrni homogenni rovnice je v = /€ o (n);

pritom ¢ je ,integraéni konstanta“, kterd nezavisi na proménné &, ale muze zaviset na proménné

7. Dostavame tak rovnost
Ju
- VEb(n)

kterou zintegrujeme podle proménné n a dostaneme

u=/E®(n) + V(¢

Funkce ® je primitivni k funkci ¢ a funkce ¥ je ,integraéni konstanta®, kterd muze zaviset na
nezavisle proménné .
Névratem k puvodnim proménnym dostaneme obecné feseni rovnice (2.34) ve tvaru

u(w,y) = Vay® (L) + wiay);

pritom @, ¥ jsou libovolné dvakrat diferencovatelné funkce jedné proménné. |

Je-li rovnice (2.27) parabolickd, pak je B?> = AC. Pokud je v tomto ptipadé feseni rovnice
(2.33) implicitné zapsano rovnosti ¢ (x,y) = const, pak v rovnostech (2.30) dostaneme ¢ = 0 a

plati
Y _B .~ B
bom T Hve= g
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Je-li tedy @(z,y) libovolnd funkce nezavisla na funkci v, pak v rovnostech (2.30) dostaneme

B B2 AC — B?
b=—-Byp,Y, + B (%% - Z@y"/’y) + C‘Py"/’y = (C - 7) Pythy = T@y"/’y =0.

Veétsinou staci volit o(x,y) = x nebo p(x,y) = y. Kanonicky tvar parabolické rovnice (2.27) je
Uge = FQ(&) n,u, ug, u"?)'

Priklad

Uvazujme rovnici
5, 0%u 5 0%u L ,0%u i ou L ou

= — 2oy—— — tr— — =

0x? yazay 4 oy? ox yay

V této rovnici je A(x,y) = 22, B(z,y) = —zy, C(z,y) = y?, takze

0.

B(x,y)* = 2*y* = A(z,y)C(z,y)
a rovnice je parabolicka. Ptislusna charakteristicka rovnice je tvaru

dy 2 dy
2 —J 2 el 2 —
. (dz) + xydx+y 0

(pozor na znaménko koeficientu u prvni derivace). Z charakteristické rovnice vyjadiime

dy — y

dx x
Tato obycejna diferencidlni rovnice se separovanymi proménnymi ma feSeni dané implicitné rov-
nosti xy = const. Zavedeme tedy nové nezavisle proménné &, n vztahy

§=y, n=2zy.

Pak je
_n _ % _ % _ o _ on _m
1‘*57 y7§7 atriO? ayi]" axié? ayig
a déle
ou_ v ou_ou you
ox  ~on’ oy 0¢  £0n’
0%u 5, 0%u 0%u 5 0%u u  Ou Pu  0%u n %u  n?d*u
02 =S o =¢ tast 5 g - e TiE T E e
Ox on Oxdy 0&0n on an dy o0& 0oy &2 0n

Po dosazeni do rovnice a tipravé dostaneme kanonicky tvar dané rovnice

9%u 10u

o¢? £0¢5
Tuto rovnici miizeme povazovat za obyéejnou diferencidlni rovnici, nebot se v ni vyskytuji derivace
podle jediné proménné . Polozime

ou
"o
a dostaneme
Ov 1
E
Tato rovnice mé reSeni 1
v = E‘I)(TI),



takze
ou 1

96 ~ e 2
1

Integraci podle proménné £ dostaneme u = ®(n)Iné + ¥(n). Ndvrat k puvodnim proménnym da
feseni dané rovnice ve tvaru

u(z,y) = ®(ay) Iny + ¥(zy),

kde ® a ¥ jsou dvakrat diferencovatelné funkce jedné proménné. |

2.2 Linearni parabolicka rovnice s konstantnimi koeficienty

Budeme se zabyvat linedrni parabolickou rovnici ve dvou mezdvisle promeénnych s konstantnimi
koeficienty, ktera je tvaru

92 924 o0%u 0 0
Ao +24C5— o +CQW+D8—“+E8—“+Fu—f(z,y), (2.36)

kde A, C, D, E, F jsou realné konstanty takové, ze |A|+|C| > 0. Pokud je funkce f na pravé strané
rovnice nulové, mluvime o homogennd rovnici, v opaéném piipadé o nehomogenni. Rovnice (2.36)
je parabolickd v celé roviné R2.

2.2.1 Kanonicky tvar

Charakteristicka rovnice
dy C
dr A
prislusnd k rovnici (2.36) mé feSeni implicitné dané rovnosti Cx — Ay = const. Transformace
nezavisle proménnych

§=m, n=Czx— Ay

prevede rovnici (2.36) na tvar

5, 0%u ou
A a2 +D— a¢
(symboly f(x,y) a f(&,n) chdpeme jako obrazy bodu, ktery mé v puvodni soustavé soufadnice
(x,y) a v transformované (£,n), nikoliv jako predpisy pro vypocet funkéni hodnoty).

Je-li CD = AE, muzeme rovnici (2.37) povazovat za obycejnou — na hledanou funkci u se divat
jako na funkci jedné nezavisle proménné ¢ s parametrem 7. Je to linedrni rovnice druhého radu
s konstantnimi koeficienty, tedy rovnice fesitelna v kvadraturach.

Ptedpoklddejme, ze CD # AFE a ozna¢me

+ (CD — AE)g—:; + Fu= f(&n) (2.37)

A2 D F < f(&m)

“=cp-ag '“cp-ag ‘“op-ap W =cp 4w

Rovnici (2.37) tedy piepiSseme ve tvaru

0%u 8 8

Tuto rovnici jesté déle upravime. Zavedeme novou nezndmou funkei v = v(§,n) vztahem

v(§,n) = exp <%E + <c Z—Z) 77) u(&,m).

67



Pak plati

B b b?
(T ’UeXp(—%f—(C_E)n)a
ou (v b b b?
% (a—gz—>p(2—5<4—)”>
ou B 0%v 2b8v b2 b b2
i (@ 206 T 1a “)exp(ﬁf(ca)”)v

ou ov b2 b b2
- (BB

Po dosazeni do rovnice (2.38) a snadné ipraveé dostaneme rovnici pro nezndmou funkci v ve tvaru

ST 9(&,m), (2.39)

~ b b?
kde ,n) = ,m)e — c— — .
9(&,m) = f(&,m) exp (2a§+ ( 4a) 77)
Rovnici (2.39), v niz se vyskytuje jediny parametr a prohldsime za kanonicky tvar linedrnd
parabolické parcidlni diferencidlni rovnice druhého rddu s konstantnimi koeficienty.

2.3 Evoluéni rovnice (rovnice difiize, rovnice vedeni tepla)

Evoluéni parcidlni diferencialni rovnice je takova, v niz jednu z nezavisle proménnych interpretu-
jeme jako cas.

Budeme se nyni zabyvat rovnicemi, v nichz je derivace hledané funkce podle ¢asu prvniho radu.
Uvazujme tedy linearni homogenni parabolickou evoluéni parcialni diferencidlni rovnici s kon-
stantnim koeficientem v kanonickém tvaru

Ju 0%u
— =a—. 2.40
ot Ox? (240)
Snadno ovérime, ze tato rovnice spliuje princip superpozice, tj. funkce u = 0 je jejim feSenim a
linedrni kombinace jejich feseni je feSenim. Vskutku, jsou-li funkce u; = wuy(t, x), us = ua(t, )
takové, ze

6U1 82U1 a’u,g 62U2
— =« , — =«
ot Ox? ot Ox?
a c1, co jsou libovolné konstanty, pak
8( + ) U1 + 8u2 82’& + 8211,2 (92 ( + )
c1uy + caug) = ¢ c = c = c1u1 + cou
gy \crtn otz 1oy Ty ape T eas = agg (il + ety
Znaménko koeficientu a souvisi se ,,smérem plynuti ¢asu“. Vyjadiime to ponékud presnéji: Uvazuj-
me cas 7, ktery ,,plyne opacnym smérem®, tj. 7 = —t. Pak
dr 1= dt
dt Cdr
Pro feseni u = u(t, x) rovnice (2.40) plat{
0  Oudt  Ou 0%u

T i T

To znamena, ze zména znaménka konstanty o predstavuje nahrazeni ¢asu plynouciho z pritomnosti
do budoucnosti ¢asem plynoucim z pritomnosti do minulosti.
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Déle se budeme vénovat pouze rovnicim s kladnym koeficientem «. Muzeme ho proto psat ve
tvaru druhé mocniny. Jinak fe¢eno, budeme se vénovat rovnici difize neboli rovnici vedeni tepla,
sr. (2.11).

Reseni rovnice jsme dosud chapali v obvyklém intuitivnim vyznamu: fesenim rovnice je funkce,
ktera tuto rovnici spliuje ve vSech bodech svého definicntho oboru. Toto pojeti nejprve mirné

roz§ifime. Za feseni homogenni evoluéni parabolické rovnice

ou  ,0%
at " or
prot > 0 axz € J, kde J je néjaky otevieny interval redlnych ¢isel, budeme povazovat funkci
u = u(t,z) definovanou na mnozingé H = (0,00) x J, kterd splituje rovnici pro skoro vsechna
(t,x) € H. Podrobnéji receno, prvni derivace funkce u podle ¢asu a druhd derivace funkce u
podle proménné z jsou integrovatelné na kazdé kompaktni podmnoziné mnoziny H (zejména tedy

mnozina bodu, v nichz nékterd z derivaci neexistuje, ma miru nula) a pro kazdou dvojici intervalu
(t1;t2> g (0,00), (aaﬂ> g J platl’

ta B

ou(t,r)  0%u(t,x) B
//( o —a 92 dzdt = 0.
t1 «

Reseni nehomogenni evolu¢ni parabolické rovnice

ou  ,0%u
E =a % + f(t, zT), (2'42)

(2.41)

zavadime analogicky.
Reseni evoluéni parabolické rovnice s pocdtecni podminkou

u(0,2) = p(x) (2.43)
pro z € J je takové feseni u = u(t, x), ze

Jm u(t,z) = ¢(z)

pro skoro vSechna x € J.

2.3.1 Nehomogenni rovnice

Nehomogenn{ rovnici (2.42) s nulovou poéétecni podminkou
u(0,2) =0 (2.44)

muzeme interpretovat jako popis zmény teploty v dlouhé tenké tyc¢i, kterda méla na pocatku teplotu
nulovou a je v kazdém c¢ase t > 0 a kazdém bodé x € J zahfivdna néjakym zdrojem s ,intenzitou*
f(t,z). Tato predstava napovidd, ze teplota tyGe v ¢ase t je urCena mnozstvim tepla, které se v ni
ze zdroje nasklddalo, nasé¢italo, naintegrovalo za casovy interval od 0 do ¢. Trochu piesnéji feceno,
budeme predpokladat, ze feseni takové pocatecni tlohy je dano integralem

t

u(t,x) = /w(t,:c,o)do, (2.45)

0

kde w je né&jakd, zatim nezndmé funkce tii proménnych. Tato myslenka je zndama jako Duhameliv
princip. Funkce u definovand rovnosti (2.45) spliiuje pocateéni podminku (2.44). Déle pro ni plati

¢ ¢
2 2
%(t,z) = %/w(t,x,o)do :/
x x
0 0
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a podle véty o derivaci integralu zavislého na parametru plati

t t
0 ow
t x) 8_/ (t,x,0 da—w(t,x,t)—l—/a(t,x,a)da.
0 0

Po dosazeni do rovnice (2.42) dostaneme

t t

dw o, [ P*w
w(t, z,t) Jr/a(t,z,a)da =a /w(t,x,o)do + f(t,x)

0 0

a po snadné upravé

¢
0 O*w
/ < alf(t x,0) — QQF(t x O’)) do = f(t,z) —w(t,z,t).
0
7 této rovnosti vidime, ze za funkei w ve vyjaddieni (2.45) Feseni ilohy (2.42), (2.44) muzeme dosadit

funkei w = w(t, x,0) chdpanou jako funkei nezévisle proménnych ¢ a z, s jednim parametrem o,
ktera pri jakékoliv hodnoté tohoto parametru o spliiuje rovnosti

—(t,z,0)=a? a2w(tgca) rot>caxelJ
ot gg2 P ’ (2.46)
w(o,x,0)= f(o,x), pro x € J.

Zduraznéme jesté, ze z provedenych tivah nijak neplyne, ze by feseni dlohy (2.42), (2.44) nutné
muselo mit tvar dany rovnosti (2.45) a déle rovnostmi (2.46). Pouze jsme ukazali, ze pokud bude
funkce w splhovat rovnosti (2.46), pak funkce (2.45) je feSenim ulohy (2.42), (2.44). Proto vy-
vstavd otdzka, zda neexistuje i néjaké jiné feseni tlohy (2.42), (2.44). Problematice jednoznacnosti
feSeni se nebudeme vénovat obecné, ale az pozdéji pro rovnice s riznymi specidlnimi doplnujicimi
podminkami.

Nehomogenni rovnice (2.42) s pocatecni podminkou (2.43) ma feseni u = u(t, x), které je tvaru
u(t,z) = v(t,z) + w(t, z), (2.47)

kde funkce v je fesenim homogenni rovnice (2.41) s pocatetni podminkou (2.43) a funkce w je
fesenim nehomogenni rovnice (2.42) s poc¢éteéni podminkou (2.44). Jinak feceno, feSenf pocatecni
tlohy pro nehomogenni rovnici je sou¢tem feseni homogenni rovnice s puvodni pocateéni podmin-
kou a nehomogenni rovnice s nulovou poc¢ateéni podminkou. Vskutku,

0 0 0 , 02 , 02 B
&u(t,x) = &v(t,x) 8t w(t,x) =a @v(t,x) + f(t,z)+a @w(t,x) =
2

= @2 L (o(tw) 4wt ) + f(0.2) = @ u(tx) + i),

w(0,2) = v(0, ) +w(0,2) = p(z) +0 = p(z)
a funkce u = v + w tedy spliuje rovnici (2.42) i poc¢dteéni podminku (2.43).

2.3.2 Parabolicka rovnice na kruznici

Budeme fesit nehomogenni parabolickou rovnici (2.42) pro ¢ > 0 a z € R s pocateéni podminkou
(2.43). O pocatecni funkci ¢ a ,prostorové ¢asti“ nehomogenity f(t, -) budeme predpoklddat, ze
maji stejnou periodu £. Budeme pozadovat, aby fesen{ spliiovalo periodickou podminku (2.21).
Obor prostorové proménné x tedy muzeme chapat jako kruznici délky ¢, tj. kruznici o poloméru

0/ (2m).

70



Takto formulovanou tlohu Ize interpretovat jako model diftize v trubici délky ¢ stocené do
prstence.

Vime, ze kazdou po ¢astech spojitou funkci ¢ s periodou ¢ muzeme vyjadrit jako trigonomet-
rickou Fourierovu fadu

= 2k 2k
P(x) = % + ]; (ak cos Tﬂ-x + by, sin TWJU) ,

kde

Nll\)
Nll\)

Y4 Y4
2% 2%
/w cos7”§d§, k=0,1,2,..., /w 51n7”gdg, k=1,2,....
0 0

Reseni tlohy budeme hledat ve tvaru Fourierovy fady. Tento postup se nazyva metoda Fourierovjch
rad.

Necht tedy pro skoro viechna o € R a vSechna t > 0 plat{

> 2k
+Z <<I)k cos — z+\Ilks1n77rz> ,

f(t,x):FO2(t) n (Fk(t)cos%Tﬂx—f—Hk(t)sin%Tﬂx),
k=1
kde
¢
Q) = %/‘P(f)cos %Tﬂﬁdﬁ, Fi(t %/f (t,&) cos —fdf, k=0,1,2,..., (2.48)
0
‘ ‘
= %/(p cos %Tﬂfdf, Hi(t) = %/f(t,g)sin%%édé, k=12.... (2.49)
0

0
Resen{ tlohy (2.42), (2.43), (2.21) mé byt periodické v prostorové proménné z, hledime ho tedy
ve tvaru

u(t, @

2km 2k
(ak cos —= + by (¢) sin Tﬂ-x) , (2.50)
kde ag,a1,as,...,b1,bo,... jsou zatim neurcené funkce jedné proménné. Plati

ou ap(t)  ~={, 2km , . 2km
o —(t,z) = 5 + ay,(t) cos ¢ + by, (t) sin <)

k=1

0%u 2%\ > 2km . 2km
9 5 (tr) = 2 (7) (ak(t) cos 7$+bk(t) sin Tm) ;

symbol / pfitom oznacuje obyéejnou derivaci podle proménné .
Uvedené fady formélné dosadime do rovnice (2.42) a pocateéni podminky (2.43),

<a§c(t) + (ngm)Qak(t)> cos%T% + <b;<t) + (%Z“fbk(t)) in %7”4 _

2km

= ) + (Fk(t)cos%TﬂerHk(t)sinTz) ,

oo

k=1




2k . 2km T—— 2k 2k
(ak cos —erbk(O) sin Tz> =94 Z <<I)k cos Tz + Uy, sin 71‘) .

Véta o Jednoznacnostl Fourierovych tad tik4, ze rovnaji-li se souc¢ty dvou Fourierovych tad, pak
se rovnaji také jejich koeficienty. Odtud plyne, ze pro funkce ag, a1, as,...,b1,ba, ... musi platit

ag(t) = Fo(t), ao(0) = P,

2kma )\’
a%(t)‘F( 7 )ak(t):Fk(t)a ax(0) = P, k=1,2,...,

b;(t)+<2k£r“) be(t) = Hi(t), Bp(0)=y,  k=12....

To jsou pocatecni ilohy pro obycejné linearni diferencialni rovnice. Jejich feseni je

2k:7ru,)2

Fi(s)e (¥

a(t) = Bre~ (7)1 4 (=9ds, k=012,

o—_ .

bi(t) = Wpe~ (¥72) /Hk —(2Ee) =945, k=1,2,....

Tyto funkce dosadime do tvaru (2.50) Feseni dané ilohy. Po upravé dostaneme

(oo}

u(t,xz) = % + Ze*(zke )t

k=1

2k 2k
<<I)k cos Tﬂl' + W, sin 77r$) +

70 )" (t—0) (Fk(a) cos TWQU + Hy (o) sin Tﬁac)) do.

/ Foo‘ > _(2k
+/<#+;e(

Vysledek vyjadiime jen pomoci objektu, které jsou v zadani tlohy, tj. konstanty a a funkei ¢, f.
Jinak feceno, do pravé strany piedchozi rovnosti dosadime vyjddieni (2.48) a (2.49) koeficientu
Dy, Uy, a funkei Fy, Hy. Po tprave (prehozeni integralu a sumace) dostaneme

[
B 1 2 (2hra)2 2kn 2k 2kn 2km
_/<p(§) <£+£ze ¢ (cos—g & cos s~ r+s n—g Esin 7 x))d«ﬁ—f—
0

¢
L 20 —(850) -0 (o 2K e o 2R in 257 ¢ i 287
+O/<O/f(g7§) <Z+Zze ( ) (cos 7 & cos 7 x+s ¢ 7 x))d«ﬁ) do

k=1

Tento vysledek jesté upravime pomoci souc¢tového vzorce na tvar

u(t, x) j@ < EZG

t
L2 (2 (0) g 2P
+O/ O/f(o,f) <£+€;e (#72) c0s — (x §)> d¢ | do.

Dosazeny vysledek lze zapsat v piehlednéjsim tvaru: Reseni tlohy (2.42), (2.43), (2.21) je ddno
sou¢tem integralu

&

b cos %Tﬂ-(x - E)) dé+

u(t,:c)/egp(g) G(z, §td§+/ /f 0,§)G(x, &t — 0)d¢ | do, (2.51)

0
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kde funkce G : R? x (0,00) — R dand vyrazem

G(z,6,t) = % <1 —i—QZe_(%[a)ztcos MTW(w —«f))
k=1

je tzv. funkce vlivu okamzitého bodového ziidla nebo zdroje®, struéné zridlovd nebo zdrojovd funkce,
také Greenova funkce nebo fundamentdlni resent.

Reseni (2.51) dané tilohy vyslo jako soucet fesenf homogenni rovnice (2.41) s nenulovou pocatec-
ni podminkou (2.43) a reseni nehomogenni rovnice (2.42) s nulovou pocdteéni podminkou (2.44);
jednd se tedy o zvlastni piipad obecného vysledku (2.47).

Jesté si povsimnéme nékolika vlastnosti funkce GG, které jsou bezprostiedné evidentni, nebo je
Ize ovérit pifimym vypoctem.
e Funkce G je spojitd na mnoziné R? x (0, c0).

e Je symetrickd v prvnich dvou proménnych, tj. G(z,&,t) = G(&,x,t) pro vsechny trojice
(z,&,t) € R? x (0,00).

e Funkce jedné proménné G(-,&,t) mé spojité derivace druhého Fddu pro vSechny dvojice
parametru (£,t) € R x (0, 00).

e Funkce dvou proménnych G(-,&, -), je pro vSechna { € R feSenim rovnice (2.41), které
spliiuje podminku periodi¢nosti (2.21) pro kazdou hodnotu ¢ > 0.

e Pro vSechny hodnoty x,¢ € R plati

lim G(z,¢,t) = %

t—o0

Z posledni uvedené vlastnosti funkce G plyne, ze pro feseni u = u(t, ) homogenni parabolické
rovnice (2.41) s poc¢atecni podminkou (2.43), které spliuje podminku periodi¢nosti (2.21), plati

¢
O/ P(€)de.

Reseni konverguje pro t — oo ke konstantni funkci. Pokud tedy tlohu (2.41), (2.43), (2.21) interpre-
tujeme jako model difize néjaké latky v uzavieném prstenci délky ¢, dostavame, ze po dostateéné
dlouhém case se difundujici latka stejnomérné rozptyli po prstenci a jeji linearni hustota bude
podilem jeji celkové hmotnosti a délky prstence. To neni nikterak pirekvapivy vysledek; ukazuje
vsak, ze se model chova realisticky.

Jim () =

~ | =

2.3.3 Parabolicka rovnice na primce

Budeme hledat feseni homogenni rovnice (2.41) nebo rovnice nehomogenni (2.42), které je defi-
novéno na mnoziné [0,00) X R a pro z € R spliuje pocédtecni podminku (2.43). Navic budeme
pozadovat, aby feseni splnilo podminky

0 o
/ ’u(t,z)’d:c < 00, / ‘u(t,x)‘dz < 00 (2.52)
—o00 0

prot > 0.

3Pokud rovnici (2.41) interpretujeme jako model vedeni tepla v n&jakém prstenci, pak funkce G(-,&,t) udava
rozlozeni teploty v casovém okamziku ¢, vznika-li v tomto okamziku v bodé & jisté mnozstvi tepla.
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O pocatecni funkci ¢ a o nehomogenité f budeme predpokladat, ze maji po ¢astech spojitou
derivaci a spliuji podobné podminky

0 o0
/ lp(z)|dz < oo, /|ga(z)|dz < o0, (2.53)
—o0 0
0 o0
/ |f(t, z)|dr < oo, /|f(t,ac)|dac < 00, pro viechna t > 0. (2.54)
—oo 0

Jinak feceno, funkce ¢, f(¢, -) a u(t, -) jsou v definiénim oboru Fourierovy transformace pro
kazdou hodnotu ¢ > 0; viz Dodatek B.1.

Homogenni rovnice s nenulovou pocateéni podminkou

Ulohu (2.41), (2.43), (2.52) mizeme podle predpokladu (2.53) nejprve transformovat na Fouriertty
obraz a pak hledat obraz (spektrum) jejiho feseni. Tento zpusob hledéni Feseni byva nazyvan
metoda Fourierovy transformace.

Pii transformaci dlohy ¢as ¢ zafixujeme, budeme ho povazovat za parametr. Fourieruv obraz
funkece u(t, -) je komplexni funkce jedné redlné proménné definovand predpisem

oo

f(u(t, ))(5) = / u(t,x)ef”gdz;

— 00

tuto hodnotu budeme struéné oznacovat symbolem (¢, £). Fourieruv obraz derivace podle para-
metru t je

9 [ oult,z) _, o T . 9
F <&u(t, )> &) = / %e 28y = n u(t, z)e *¢dx = au(t,&)

Ponévadz Fourierova transformace prevadi derivaci na ndsobeni vyrazem i (sr. formuli (B.1) a
jeji odvozeni), je Fourieruv obraz druhé derivace funkce u(t, - ) roven

0? L A
d (@“(t’ ')) (&) = (1©)%a(t, §) = ~(t,€).
Fourieruv obraz rovnice (2.41) a poc¢étecni podminky (2.43) je tedy tvaru

Da(t,6) = —a(t,6), 9(0.) = H(6), (2.55)

kde ¢ je Fourieruv obraz pocéatec¢ni funkce .

Nyni budeme na chvili povazovat proménnou & za parametr a ¢as t za nezavisle proménnou, tj.
na rovnosti (2.55) se budeme divat jako na poc¢atecni ilohu pro obycejnou diferencidlni rovnici, kde
hledanou funkci je funkce (-, &). Jednd se o tlohu pro linedrn{ homogenni rovnici s konstantnim
koeficientem, jeji feseni je dano formuli

it €) = p(e)e ™,
To je soucasné Fourieruv obraz feseni poc¢dtecni tlohy (2.41), (2.43). Oznacme jesté
. _a2e?
gt.&) =e <" (2.56)
a Fourieruv obraz fesen{ tlohy (2.41), (2.43) dostavédme ve tvaru
a(t, §) = ¢(§)g(t, £).
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Vzhledem k souvislosti Fourierovy transformace a konvoluce funkei (B.3) muzeme nyni Feseni
ulohy (2.41), (2.43) zapsat ve tvaru

u(t,z) = (gp * g(t, - ))(:c) (2.57)

Redlnd funkce g¢(t, -) je vzorem spektralni funkce (¢, -) dané formuli (2.56). Ziskdme ji tedy
inversni Fourierovou transformaci (B.2):

oo

1 .
g(t,x) = — /e_“252te‘15d£.
27
—0o0
Pravou stranu nejprve upravime
o] o] (o] (o]
1 : 1 1
D T 7 / e~ cogpede +i / e lgingede | = = /e’“zgztcosxédé,
m 0 0
—00 — 00 —o00 0

nebot integrovand funkce v imagindrn{ ¢sti je lichd a integrovand funkce v redlné ¢asti je sudd.
Ve vysledném integralu zavedeme substituci a oznaceni

X
n=Vva*tf, q= :
Va3t

Dostaneme
o0 o0
1
/e_azgzt cos x€d€ = /e"72 cos gndn.
0 a’t 0

Posledn{ integral oznaéime I(q). Tedy

e cos qndn,

I
o

zejména pro g = 0 plati

/e ”dn/ € q¢ — // e dndg:/o/re”dm:

[0,00)2
s 1Oo 2 ™ 2700 m VT
T2 [ (= _T)d :7—[”} =T . 10) = X5,
2 2/( e " 7o T 80 =7
0

pfi vypoctu dvojného integralu jsme pouzili transformaci do polarnich soutadnic. Déle derivovanim
podle parametru g obdrzime

d o0 o0 1 o0
= d—/e n cosqndn:/eﬂf(—nsinqn 5/ —2ne” n* sinqndn:
1 0 0 0
o0
:1 [e K smqn} q/e n”* cos qndn :—gl(q)
2 n=0 2 '
0

Integral I(q) je tedy fesenim pocateéni tlohy pro obycejnou linedrn{ homogenni diferencidlni rovnici

d
I:q



to znamena, ze
T 2

Navratem k proménné x dostaneme vyjadfeni funkce g,

(ta) = L 1< i ) L. < :”2) (2.58)
x) == = xp [ —— | . )
g T v a2t Va2t 2V mat P\ a2t

Nyni muzeme uzaviit, ze FeSeni pocatecni ulohy (2.41), (2.43) je ddno formuli (2.57), kde funkce
g je definovéna rovnosti (2.58), po dosazeni tedy

1 (x —&)?
t = —— ) d&.
i) = = [ pl@exn (-8 ) ag
Pro zjednoduseni zépisu jesté zavedeme funkci G (opét ji budeme fikat zFidlova funkce) predpisem

a feseni ulohy vyjadiime jako nevlastni integral

G(iC,E,f) =

oo

u(t,x) = /@(S)G(z,é,t)df. (2.60)

— 00

Ulohu muizeme mirné zobecnit. Budeme hledat fesenf rovnice (2.41) prot > o a x € R, kde o
je néjaké redlné ¢islo. Poc¢dteéni podminku (2.43) v takovém piipadé nahradime podminkou

u(o,z) = ¢(z). (2.61)
Necht funkce u je feSenim takové tilohy. Polozime
v(t,z) = u(t + o, x).
Funkce v je tedy definovana pro ¢t > 0, z € R a splinuje podminky

Ov ou 9%v 0%u

—(t,x) = —(t + o, 2), @(t,x) = @(

g = 5 t+o,2), v(0,z)=u(o,x)=p(x).

To znamend, ze funkce v je feSenim tlohy (2.41), (2.43) a je tedy déna integralem na pravé strané
rovnosti (2.60). Ponévadz u(t,z) = v(t — o, ), je TeSeni rovnice (2.41) na mnoziné t > o, z € R,
které spliiuje poc¢ateéni podminku (2.61) ddno nevlastnim integrélem

oo

ut.o) = [ PG &t - o) (2.62)
Nehomogenni rovnice s nulovou pocateéni podminkou

Podle 2.3 m4 rovnice (2.42) s po¢dtecni podminkou (2.44) FeSeni tvaru (2.45) a funkce w je Fegenim
ulohy (2.46) s J = (—o00,00). Podle predpokladu (2.54) a vypoctu v predchozi ¢dsti, konkrétne
podle vztahu (2.62), je funkce w spliujici rovnosti (2.46) ddna nevlastnim integrélem

oo

w(t,z,0) = /f(a,f)G(ac,«E,t—a)dE.
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Dosazenim takto definované funkce w do vztahu (2.45) dostaneme feseni tilohy pro nehomogenni
rovnici (2.42) s nulovou pocéteéni podminkou (2.44) ve tvaru dvojndsobného integralu

t

u(t, ) :/ f(0,9)G(x, &t — 0)dE | do, (2.63)

0 — 00

kde funkce G je definovéna predpisem (2.59).

Nehomogenni rovnice s nenulovou pocateéni podminkou

Uvazujme nehomogenni rovnici (2.42) s poc¢atetni podminkou (2.43) takovou, ze funkce ¢ spliuje
podminky (2.53). Takto formulovand tloha mé podle 2.3 Feseni v = wu(t,x) tvaru (2.47), kde
funkce v je fesenim homogenni rovnice (2.41) s pocateéni podminkou (2.43) a funkce w je fesenim
nehomogenni rovnice (2.42) s pocateéni podminkou (2.44). Podle piedchozich vysledku je funkce
v déna nevlastnim integrdlem na pravé strané rovnosti (2.60), funkce w je dédna dvojndsobnym
integralem na pravé strané rovnosti (2.63). Celkem tak dostavame, ze feseni po¢atecni ilohy (2.42),
(2.43) je ddno souctem

u(t, z) = / H(E)G (x, €,1)dE + / / F(0,6)G (6,1 — 0)de | do, (2.64)
—00 0 — OO0

kde funkce G je definovéna predpisem (2.59).

Jesté ukdzeme, ze toto Teseni pocateéni tlohy (2.42), (2.43) je jediné ve tiidé funkei, jejichz
sprostorovd ¢dst“ u(t, -) je v definicnim oboru Fourierovy transformace. Piedpoklddejme proto,
ze funkce u; = uy(t,x) a us = us(t,x) jsou dvé feseni pocdtecni tlohy spliujici podminky pro
Fourierovu transformaci. Polozme u = u; — us. Pak funkce u je ze stejné tiidy funkci a splnuje
rovnosti

ou ouy

ah®) =3¢

a’u,g o
(f,ZE) - ot (f,ZE) -
2

~ 28U 4t — (a2 (?;;2 (t, ) + f(t,w)) = GQ%(E z),

0x?

u(0,2) = u1(0,2) — ua(0,2) = p(x) — ¢(z) =0,

takze funkce u = u(t, x) je reSenim tlohy

ou 5 0%u
— =a"—, rot >0, z € R,
ot~ “ o2 P
u(0,z) =0, proz€R.
Pfitom je funkce u(t, - ) v definiénim oboru Fourierovy transformace. Z vypoctu provedenych difve
plyne, Ze tato funkce u je definovana formuli (2.60) s ¢ = 0, tedy v = 0. To znamen4, ze funkce
u1 a uz splyvaji na svém definiénim oboru.

Priklad

Najdeme FeSeni rovnice
ou  ,0%u
ot " a2
na oblasti {(¢,x) : t > 0,2 € R}, které spliiuje poc¢atecni podminku

1

0, jinak,

—+ ru

7



kde € > 0.
Nejprve se zbavime reakéniho ¢lenu ru na pravé strané rovnice tak, ze zavedeme novou nezné-
mou funkei v = v(¢, z) vztahem
o(t,z) = e "u(t, x),

tj. provedeme specialni pripad transformace rovnice na kanonicky tvar uvedené v 2.2.1. Pak je

ou ov 0%y 0%
_rt — rt — rt
W) =), o) = (Gt o) )€ ) = S ot

a po dosazeni do rovnice dostaneme
2

81} rt 2 v rt rt
(515 (t,z) + rv(t,:c)) et =a’om (t,z)e"™ + rov(t,x)e™.

Vyraz et je nenulovy, proto ho muzeme vykratit. Funkce v je tedy feSenim homogenni rovnice

v 0%

ot~ " 922

s pocatecni podminkou

1
< =
v(0,2) = u(0,z)e"? = {a’ |x| 2
0, jinak.
Podle (2.60) a (2.59) je funkce v ddna integralem
1e
« (z—9)?

v(t, 1) = —— e a2t d€.

(t,) 2Vma?t / ¢
J1e

Zavedeme v ném substituci

Pak je
2zx+e
2V 2a2t
o n2 2r+¢ 20— ¢
v(t,r) = — e 2dn=a || — ) - — ,
(t,z) Vo 2/ K [ (2\/2@%) (2\/2@215)]
2V 2a2t

kde ® je distribuéni funkce normovaného normalniho rozdéleni. Dostavame tak feseni dané tlohy
u(t, ) = e"tv(t, 1), tj.

290—}—5) (230—5)} .
ut,r)=a || —— | P —— | | "".
(t,2) { (2\/ 2at 2v/2a?t
V pocatecni podmince nyni zvolime specidlné o = —. Pak je

€

€

W=

r A
/u(O,x)dx:g/da::A
—00 7%8

pro kazdé ¢ > 0. Pokud tedy danou rovnici interpretujeme jako model autokatalytické reakce
(rychlost tvorby reagujici latky je timérnd jejimu mnozstvi) a difize, je pocdtecni mnozstvi di-
fundujici latky rovno A a toto mnozstvi je koncentrovdano v malém okoli poc¢atku, na intervalu
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délky €. Pro e — 0 proto muzeme pocatecni funkei povazovat za distribuci, tj. zobecnénou funkci,
konkrétné za A-nasobek Diracovy distribuce. Déale plati

y A{q)<2:c+€) (I)<2:cs>}
im — - ) - || =
e—0 € 2v/2a?t 2v/2a?t

T 9 T 9
(i * i) i s
__4 (2a2t 2v/2a% 202t 2V2a%t ) _

V2a?t €0 <

2a2

3

= lim =
V2a?t n—=0 n V2a?t V2a2t

a ponévadz derivace distribu¢ni funkce normovaného normélniho rozlozeni pravdépodobnosti je
hustotou tohoto rozdéleni, dostavame feseni dané tlohy pro € — 0 ve tvaru

i amrs) el v (L)

A 1 e A

- ,maz T T a7 22
_\/@\/ﬁe 2247 € 5 a27rte 1%t (2.65)
Pro r = 0 dostdvdme feSeni ve stejném tvaru, jaky mélo ,uhodnuté“ feseni (2.26) tlohy (2.22),
(2.24).

Podivejme se jesté na interpretaci ziskaného vysledku. Funkce u dand rovnosti (2.65) je kladné
pro kazdé ¢t > 0 a kazdé x € R. Jinak Teceno, za libovolné kratky cas a v libovolné velké vzdalenosti
od pocatku je koncentrace difundujici latky nenulova. To by znamenalo, ze néjaké castice latky se
pohybuji nekonecnou rychlosti, coz samoziejmé neni fyzikalné mozné. Toto pozorovani ukazuje, ze
zjednodusujici predpoklady prijaté pri vytvareni modelu vedou k jeho neadekvatnosti. Fyzikalni
nespravnost modelu je vsak jen teoreticka. Vzhledem k tomu, ze exponencialni funkce e®” s rostouct
hodnotou x velice rychle klesa k nule, je nenulova koncentrace v dostatecné vzdalenosti od pocatku
prakticky nedetekovatelna.

Pokusme se stanovit pozorovatelnou rychlost, jakou se v prostredi §iii difundujici latka vzni-
kajici autokatalytickou rekei. Necht § ozna¢uje minimalni koncentraci latky, kterou lze v prostiedi
detekovat, a R = R(t) ¢asoveé zavislou vzdalenost od pocatku, v niz je koncentrace rovna hodnoté
8, tj. u(t, R(t)) = é. Dosazenim do (2.65) dostaneme

u(t, )

5= Ae"t ox _R(t)?
_2\/a27rt P 4a?t )

7 této rovnice vyjadiime

a dale )
R(t
lim (L) = 4a’r.
t—00 t
Odtud plyne, ze pro dostatecné velky cas t je
R(t) =~ 2Va?rt, (2.66)
coz znamena, ze pozorovatelnd rychlost sifeni ldtky je piiblizné konstantni a rovna 2va?r. |

Vlastnosti zfidlové funkce

Funkce G : R? x (0,00) — (0,00) definovana vztahem (2.59) m4 evidentné nasledujici vlastnosti:

e Je spojita na svém definiénim oboru.
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e Je symetrickd v prvnich dvou proménnych, tj. G(z,£,t) = G(§,x,t) pro viechny trojice
(z,&,t) € R? x (0,00).

e Funkce G(-,&,t) (tj. funkce G chépand jako funkce jedné proménné x se dvéma parametry
¢ a t) m4 spojité derivace druhého faddu pro vsechny hodnoty (£,t) € R x (0, c0).

e Funkce G(-,&, -) je pro viechna & € R fesenim rovnice (2.41), které spliuje podminky
integrovatelnosti

0 —0o0
/ ‘G(x,f,t)‘dx<oo, / |G(x,§,t)‘d:c<oo
00 0

pro kazdou hodnotu ¢.

e Pro jakékoliv hodnoty £ € R a ¢t > 0 plati tlim G(z, & t) =
bnde el
e Funkce jedné proménné G(0, -,t) je pro jakoukoliv hodnotu ¢ suda.

e Funkce jedné proménné 6_(0’ -, t), tj. funkce dand predpisem
x

6 ( fa) ﬁe){p(—%)

je liché pro jakoukoliv hodnotu t.

7 poslednich dvou vlastnosti, z toho, ze soucin sudé a liché funkce je funkce licha a ze integral
z liché funkce na intervalu symetrickém kolem nuly je roven nule, plyne:

Tvrzeni 4. Jsou-li ¥, x : R — R ohranicené funkce integrabilni na kazdém kompaktnim intervalu,
pricemz funkce v je licha a funkce x je sudd, pak pro funkce v, w definované vztahy

oo

olt, ) / PG, 6,0, wlt,x) = / X(O)G(a. €, t)de

— 00

plati

o(t,0) /1/1 G(0,€.t)dé = 0, gj(w) /x(é)g—i(O,E,t)dEZO-

2.3.4 Parabolicka rovnice na polopiimce

Budeme hledat feseni nehomogenni parabolické rovnice (2.42) definované na oboru [0, 00) x [0, 00),
které splnuje podminku integrovatelnosti

/‘u(t,x)‘dx < o0 (2.67)
0

a pro kazdé x > 0 pocatetni podminku (2.43). O pocédtecni funkei ¢ a nehomogenité f budeme
predpoklddat, ze spliuji ,,pravou® ¢dst podminek integrovatelnosti (2.53) a (2.54). K fesen{ téchto
tloh vyuzijeme vysledky ziskané pti feseni parabolickych rovnic na pfimce metodou Fourierovy
transformace v 2.3.3.
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Ijlohy s nulovou okrajovou podminkou

Budeme pozadovat, aby fesen{ tlohy (2.42), (2.43), (2.67) v levém krajnim bodé intervalu [0, co)
proménné x spliovalo pro kazdou hodnotu ¢ > 0 Dirichletovu

u(t,0) =0 (2.68)
nebo Neumannovu 5
n
— =0 2.69
o (2.69)

nulovou (homogenni) podminku.

Tvrzeni 4 ukazuje, jak tyto tlohy Fesit. Pfi feSeni rovnice (2.42) s po¢ateéni podminkou (2.43)
pro 2 > 0 a okrajovymi podminkami (2.67), (2.68) pro ¢t > 0 prodlouzime poc¢ateéni funkei ¢ a
nehomogenitu f(¢, -) na cely interval (—oo, o) tak, aby to byly funkce liché. Polozime tedy

> ~ >
P(z) = o) vz ) f(t,x) = ft,z), 220, , pro libovolné ¢t > 0.
_SD(_‘CE)) x <0, _f(t, _ZC), z <0,

Reseni tlohy (2.42), (2.43), (2.67), (2.68) je pak podle (2.64) déno formul{

o0

ut.) = [ 566 (z&tds+/ /fo£ (2,6, — o)de | do-

— 00

Tento vysledek jesté upravime tak, aby ve vyjadreni feseni byly pouze funkce vystupujici v zadéni
dlohy, tj. ,funkce bez vinek“. Pro libovolnou ohrani¢enou lokalné integrovatelnou lichou funkci ¥
plati

oo

/w@) (2,6,1)d /w xstd§+/w G, £, 1)d¢ =

. / B(E)G . €, 1)dE + / PGz, €, )dE = / D) (Gla.E.t) — Glar, —£,1))de.
0 0

Ponévadz

Glo.6.0) = Glo—6.t) = [onp (<20 ) e (<) ] -

1 22 + €2 2xé —2z€ 1 x4+ €2\ | b xé
=———exp|— ex — exp exp | — sinh —2-,
a2t P 4a?t P aa2t 4a?t \/ﬂa2t P 4a2t 2a2t

muzeme feSeni tlohy

ou 0%u
a:aQ@an(t,z), t>0, >0,
U(Oaw) = (p(.%'), x>0,

u(t,0) =0, [ |u(t,z)|dz <oo, t>0
0

psat ve tvaru

u(t,x):/ga(é)GD(:c,f,t)déJr/ /f(o,f)GD(:c,f,t—J)dé do, (2.70)
0 o \0
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kde

1 x2 4+ €2\ | T
Gp(z,&,t) = — exp ( wen ) sinh 5021

Analogickym postupem (funkce ¢ a f(¢, - ) prodlouzime na interval (—oo, 00) tak, aby se z nich
staly funkce sudé) odvodime, zZe feSeni dlohy

ou ,0%u

Efa@an(t,z), t>0, x>0,
u(0,2) = p(x), x>0,

ou

%(t,O):O, Of‘u(t,x)‘dz<oo, t>0,

tj. lohy s Neumannovou okrajovou podminkou v levém krajnim bodé, je tvaru

t

u(t, x) :/go(f)GN(x,f,t)d«E—l—/ /f(o,f)GN(ac,E,t—a)df do, (2.71)
0 0

0

kde

1
GN(x,f,t) :m

Snadno nahlédneme, ze funkce Gp, Gy : (0,00)% — [0, 00) maji néasledujici vlastnosti:
e Jsou spojité na svém definiénim oboru.
e Jsou symetrické v prvnich dvou proménnych.

e Funkce Gn(-,&,t) a Gp(-,&,t) maji spojité derivace druhého Fddu pro vsechny dvojice
parametru (§,t) € (0,00) x (0, 00).

e Funkce Gp(-,&, - ), resp. Gn(+,&, -), je pro vSechna £ € (0, 00) FeSenim rovnice (2.41), které
spliuje okrajové podminky (2.67) a (2.68), resp. (2.69), pro kazdou hodnotu ¢.

e Pro jakékoliv hodnoty z,£ > 0 plati tlim Gp(z,&,t)=0= tlim Gn(x,&,t).
—00 —00

leohy s nenulovou okrajovou podminkou

Budeme hledat feseni ilohy (2.42), (2.43), (2.67) na oboru [0,00) x [0,00), které navic spliuje
nenulovou (nehomogenn{) Dirichletovu

u(t,0) = p(t) (2.72)
nebo Neumannovu 5
u
e v(t) (2.73)

podminku; pFitom pu, v jsou néjaké funkce definované skoro vsude na intervalu [0, 00) a na tomto
intervalu integrovatetelné; funkce p je navic skoro véude diferencovatelns . Reseni budeme hledat ve
tvaru u(t,x) = U(t, z)+v(t, z), kde funkce U je skoro viude diferencovatelna podle prvn{ proménné
a dvakrat diferencovatelna podle druhé a splinuje prislusnou okrajovou podminku, funkce v je zatim
neurcend. Pak plati

Ou 0U  0Ov 0%u B U  0%*v

= T o= a2 tow U0 =U02)+0(02)
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Po dosazeni do rovnice a poc¢ateéni podminky

ov  ,0% ,0°U  OU B
a*a @ﬁLera 2 o v(0,z) = p(z) - U(0,7)

dostaneme, ze funkce v = v(t, x) je Fesenim tdlohy

ov 2621) ~
Efa@an(t,x), t>0, x>0,
v(0,7) = @(z), >0

s nulovou Dirichletovou nebo Neumannovou podminkou. PFitom funkce ¢ a f jsou dény vyrazy

~ 0*U ou
~ . _ _ 2 o
Pw) = pla) ~UO2),  fltw) = f(t,2) + 0> (6.0) = S (t,0)
Snadno ovérime, ze funkce U dand vztahem
Ult,z) =e “u(t) (2.74)

spliiuje Dirichletovu podminku (2.72). V takovém piipadé je

G(x) = p(x) — p(0)e ™™,  f(t,z) = f(t, ) + (a®u(t) — 1/ (t))e ™™

Pokud tedy funkce ¢ a f(¢, ) spliiuji podminky integrovatelnosti (2.53) a (2.54), pak také funkce
@ a f(t,-) spliuji tytéz podminky. To znamend, Ze funkce v je FeSenim zndmé tlohy; je déno
formuli (2.70), v niz jsou funkce ¢ a f psdna s vinkou.
Funkce U dana vztahem
Ul(t,z) = ze v(t) (2.75)

spliuje Neumannovu podminku (2.73). V tomto piipadé je

pa) =p(),  ft,2) = (a®(x = 2w(t) —a/(t))e™

a funkce v je ddna formuli (2.71), v niz piseme “nad symboly ¢ a f.

Volit funkei U spliujici nehomogenn{ okrajovou podminku pomoci rovnosti (2.74) nebo (2.75)
je jen jednou z obecnych moznosti. V konkrétnich dlohdch muze tvar nehomogenity napovédét
»vhodnéjsi* tvar funkce U; ,,vhodnost® muze spocivat v tom, ze nehomogenita f v rovnici pro
neznamou funkei v je néjakym zpusobem jednoduchd (nejlépe nulovd), nebo v tom, ze funkci U
lze néjak (napft. fyzikdlné) interpretovat.

Priklad

Uvazujme tlohu
Ju ,0%u
g2 t>0 0
ot~ or2 =5 &>0
u(0,z) =0, x >0,

u(t,0) =sint, [ |u(t,z)|dz < oo, ¢>0.
0

Tuto ulohu muzeme interpretovat jako popis vedeni tepla v dlouhé tyci, kterd je na povrchu izo-
lovand, na pocatku ma nulovou teplotu a na jednom konci ji periodicky zahtivame a ochlazujeme.
Lze ocekévat, ze v kazdém bodé tyce se bude teplota ménit se stejnou periodou. Ovsem vliv kolisani
teploty na konci tyce na teplotu ve vzdalenosti  od ného se projevi s néjakym zpozdénim, které je
tim vétsi, ¢im je vzdélenost x vétsi; v nejjednodussim pripadé by zpozdéni mohlo byt vzdéalenosti
primo umérné. Amplituda kolisani teploty se musi s rostouci vzdalenosti od konce zmengovat, a
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to tak, aby byla splnéna podminka integrovatelnosti. Tato tivaha vede k napadu, ze funkce U by
mohla byt tvaru
Ul(t,z) = e *“sin(t — fx),

kde «, (8 jsou zatim neurcené kladné konstanty. Pii této volbé je

aa—[t](t, x) =e” Y cos(t — fx),
aQU —azx 2 2\ o3
w(t,x) =e " ((a® — f?)sin(t — Bz) + 2aB cos(t — Bz)),
takze
aQZQTZ(t, x) — aa—g(t, z) =e *(a*(a® — ) sin(t — Bz) + (2a°af — 1) cos(t — Bz)).

Aby byl posledni vyraz nulovy, budeme pozadovat a? = 2, 2a?af = 1, tedy zvolime

azBZ\/;, U(t,x)zexp(—%)sin(t—%).

Dostédvame tak feseni dané tlohy ve tvaru u(t,z) = U(t,x) + v(t, x), kde v je FeSenim pocéatecni
tlohy pro homogenni parabolickou rovnici na polopiimce s homogennimi okrajovymi podminkami

v , 0%v
E—G@, t>0,l'>0,
x x
v(0,2) =exp| ——|sin | — |, z >0,
(02) p< \/2a2) <\/2a2>
v(t,0) =0, [|v(t,z)|dz < oo, t>0.
0

Podle (2.70) je tedy feseni tlohy ddno formul{

u(t,z) = exp (—%) sin (t - %) ¥

L7 P2+ € N\ [ € 2
+ — /exp ( 12 A ) sin < 5 > cosh ﬁdé.
0

Jesté si muzeme povsimnut, ze

li — = 0;
Jim (u(t, x) = U(t, x)) 0;
feseni dané ulohy je asymptoticky ekvivalentni s ,uhodnutou® funkei U. V odstavci 2.3.7 uvidime,
ze funkce U vyjadiuje specidlni piipad prvnich dvou Fourierovych zdkontu vedeni tepla. |

2.3.5 Parabolicka rovnice na usecce

Nyni budeme hledat feseni parabolické rovnice homogenni (2.41) nebo nehomogenni (2.42) na
oboru {(¢,z) : t > 0,0 <z < £}. O hledané funkci v budeme predpoklddat, ze pro kazdou hod-
notu x € (0,¢) spliuje poc¢dteéni podminku (2.43). Ddle budeme pro ¢ > 0 pozadovat splnén{
homogennich (2.19) nebo nehomogennich (2.20) Robinovych okrajovych podminek v krajnich bo-
dech intervalu (0, ¢). Takovou tilohu muzeme interpretovat jako model difiize ve vélci konecéné
délky ¢ nebo jako model vedeni tepla v tyci délky /.

Zakladni myslenkou pfti feseni téchto tloh je oddéleni ¢asu a prostorové proménné, tj. predpo-
klad, ze teSeni lze hledat ve tvaru soucinu dvou funkci, z nichz jedna zavisi pouze na case t a
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druhd pouze na prostorové proménné x. Podle tohoto postupu se tato metoda nazyva separace
proménnych, podle svého objevitele se nazyva Fourierova metoda.

Uziti metody nejprve ukiazeme na jednodussi uloze — feSeni rovnice s Dirichletovymi okra-
jovymi podminkami. K jejimu feSeni staci znalost zakladu teorie Fourierovych fad. Pro feseni
tlohy s obecnymi Robinovymi okrajovymi podminkami se vyuziva Sturmova teorie feseni okra-
jovych tloh pro obycejné linearni diferencialni rovnice druhého tadu, viz Dodatek C.

Dirichletova uloha

Uvazujme nejprve tlohu pro homogenni rovnici s nulovymi Dirichletovymi okrajovymi podminkami

ou 262u
E t>0, z€(0,0),
u(0,z) = (), z€(0,0), (2.76)

u(t,0) =0=wu(t¥), t>0.

O pocéteéni funkci ¢ budeme predpokladat, ze je nenulova®. Pak také feseni u musi byt nenulova
funkce.

Resenf tlohy (2.76) budeme hledat ve tvaru soucinu funkei, z nichz jedna zavisi pouze na case
t a druhd pouze na prostorové proménné x, tj.

u(t,z) = T(t) X (x);
obé funkce T'; X musi byt nenulové. Toto vyjadieni dosadime do feSené rovnice. Dostaneme
T'X =a’TX",

kde ’ oznacuje obycejnou derivaci funkce podle jeji jediné proménné. Tuto rovnost vydélime

soutinem a’TX,

T/ X//

2T X
Vyraz na levé strané zavisi pouze na proménné ¢, vyraz na pravé strané pouze na proménné x.
Jinak feCeno, vyraz na levé strané nezavisi na proménné x a proto ani vyraz na pravé strané
nemuze na x zaviset. Obé strany rovnosti jsou tedy konstantni. Oznacime jejich hodnotu jako —A\.

Dostaneme tak dvé obycejné diferencialni rovnice

TI XI/
—— ==, — =\ 2.77
a?T X ( )
Veénujme se nejprve druhé z nich. PfepiSeme ji ve tvaru

X" +2X =0. (2.78)

To je obycejna linedrni homogenni rovnice druhého fadu s konstantnim koeficientem. Z okrajové
podminky v tloze (2.76) plyne, ze

T(t)X(0) =0="T(t)X (),
coz je mozné splnit jen tak, ze funkce X, tedy feseni rovnice (2.78), spliiuje okrajové podminky
X(0)=0=X(). (2.79)
Pokud je A < 0, m4 rovnice (2.78) obecné fesen{ tvaru

X(z) = AeVAT 4 BemV AT,

4Poznamenejme, Ze pocitecni funkce o nemusi spliiovat okrajovou podminku ¢(0) = 0 = ¢(¢), ponévadz po
feSeni nepozadujeme, aby spliiovalo rovnici a podminky vSude, ale staci, aby je spliiovalo skoro vsude, sr. str. 69.
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Prvni z okrajovych podminek (2.79) klade na integra¢ni konstanty A, B omezen{
A+B=0

a druhd z nich omezeni

AeV™M 4 Bem VM = 0.
Z prvni rovnosti dostaneme B = —A a po dosazeni do druhé dostaneme

0=A (e‘/*_M — e*‘/*_M) = 2Asinhv—M\/.

Avsak hyperbolicky sinus mé hodnotu 0 jediné pro argument rovny 0 a v/—X¢ > 0. Musi tedy byt
A =0 a v dusledku toho i B = 0. To znamen4, ze v piipadé A < 0 m4 loha (2.78), (2.79) pouze
nulové, tj. nevyhovujici feseni.

Pokud je A = 0, pak je FeSenim rovnice X = 0 linedrn{ funkce

X(x) = Ax + B.

Prvni z podminek (2.79) d4 B = 0 a druhd z nich nédsledné A = 0. V piipadé A = 0 opét nemd
uloha (2.78), (2.79) vyhovujici FeSeni.
Pokud je A > 0, pak m& rovnice (2.78) obecné fesen{

X (2) = Acos V Az + Bsin vz
Podminka X (0) =0 d4 A = 0. Poté podminka X (¢) = 0 vede k rovnosti
0= Bsin VL.

Abychom dostali nenulové feseni, musi byt B # 0 a tedy sin v/A £ = 0. Z této goniometrické rovnice
plyne, ze VAl = kr, kde k je néjaké celé &islo. Ponévadz A > 0 a ¢ > 0, musi byt také k > 0.
Dostavame tak mozné hodnoty konstanty . Oznacme je

Er\ 2
w= (Y

Uloha (2.78), (2.79) ma nenulové feseni pouze pro hodnoty A = \g; zapisme ho v obecném tvaru

k
Xi(z) = Agsin %x

Nalezenou hodnotu A\, dosadime do prvni rovnice (2.77). Dostaneme obycejnou linedrni homo-
genni rovnici
kra’
= () 7

kterd m& obecné feseni )
—(kma )y
Tk (t) = Bje ( £ ) .

Soucin funkci X, T) oznacime uy. Dostavame tak nekone¢nou spocetnou mnozinu reseni

kxa\2, | kT
uk(t,x):Cke_(kf )tsm7x, k=1,2,....
Kazda z téchto funkef spliiuje rovnici a okrajové podminky v tloze (2.76). Ponévadz je fesend
rovnice homogenni, plati princip superpozice, a proto také linedrni kombinace funkei u spliuje
rovnici a okrajové podminky uvazované ulohy. Reseni tedy muzeme formalné zapsat ve tvaru fady

u(t,z) = Zuk(t,x) = Z Cke_(%)% sin k%rx (2.80)
k=1

k=1
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Z pociteéni podminky v tloze (2.76) dostaneme nyni rovnost

- k
= E Cj sin —ﬂsc,
L
k=1

kterou muzeme precist tak, ze po¢ateéni funkce ¢ ma Fourieruv rozvoj do sinové fady. Pak kon-
stanty C} jsou Fourierovymi koeficienty funkce ¢ vzhledem k ortogondlnimu systému funkei

a to znamend, ze je muzeme vyjadiit ve tvaru

4
Ci=7 [ ot@sin e,
0

Nekonecna tada v rovnosti (2.80) jakozto Fourierova rada konverguje absolutné a lokélné stej-
nomeérné. Proto muzeme feseni dlohy (2.76) upravit

- ¢
u(t,x):z %/cp(f)sin k%fd{ o~ (55%) ¢ sin k%x:
= 0
‘
:/@
0

G(z,¢,1) =7 Ze (572) ¢ sin —«E sm (2.81)

Nll\’)

= ra k k
z_: (*#*) * sin %f sin Tﬂ-xdf

Oznacime-li nyni

muzeme feseni lohy (2.76) psat ve zndmém tvaru
¢
/ 0(&)G(x, &, t)d¢E. (2.82)
0

Opét zformulujeme nékolik evidentnich vlastnosti funkee G : [0, £]* x [0, 00) — R:
e Funkce G je spojitd na mnoziné (0,£)% x (0, 00).

e Je symetrickd v prvnich dvou proménnych.

Funkce jedné proménné G(-,&,t) mé spojité derivace druhého Fddu pro vSechny dvojice
parametru (§,t) € (0,€) x (0, 00).

Funkce dvou proménnych G(-,&, ), je pro vechna & € (0,¢) fesenim rovnice (2.41), které
splnuje nulové Dirichletovy okrajové podminky pro kazdou hodnotu t.

e Pro vsechny hodnoty x, ¢ € [0, ¢] plati tli}m G(z,&,t) =0.

Reseni tlohy pro nehomogenni rovnici s nulovymi Dirichletovymi okrajovymi podminkami

ou ,0%u
i 82+f(t$) t>0, x e (0,4,
u(0, ) = p(x), z € (0,0),

u(t,0) =0 =u(t,?), t>0.
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je podle Duhamelova principu ddno souctem

Y4 t Y4
wmw=/w@6waw%+/'/EW£muf¢—®% do.
0 0 0

V ptipadé tlohy pro nehomogenni rovnici s obecnymi Dirichletovymi okrajovymi podminkami

ou_ p0P
at " 9x2
u(0,2) = p(x), x € (0,0),

u(t,0) = po(t), u(t,l) =pi(t), t>0

+ f(t, ), t>0, ze€(0,0),

muzeme feSeni hledat ve tvaru
u(t,z) = U(t, z) + v(t, x),

kde funkce U spliiuje okrajové podminky. Ziejmé staci funkei U volit jako linedarni v proménné z,
t].
t) — t
U(t,z) = po(t) + a(t) — po(t) -

4
Funkce v je pak FeSenim ilohy s nulovymi Dirichletovymi okrajovymi podminkami
v 0% WA (1) — (@)
% =% 92 + f(t,x) — ugp(t) + B t>0, z€(0,4),
0) — 1o(0
o(0,2) = () — po0) - L=, ),
v(t,0) =0 =wv(t,0), t>0.
Priklad
Najdeme feseni homogenni parabolické rovnice
ou 5 0%u
R i
ot Ox?

prot > 0az € (0,£), které spliuje konstantni pocateéni podminku
u(0,2) = ug
pro z € (0,¢) a konstantni Dirichletovy okrajové podminky
u(t,0) =0, u(t, ) = uy

prot > 0.

Tuto tulohu lze interpretovat jako model chladnuti tyce délky ¢, ktera byla na poc¢atku zahtata
na teplotu ug, na jejim levém konci udrzujeme nulovou teplotu a na pravém teplotu u;. Ty¢ je
na svém povrchu tepelné izolovana, takze na jejim povrchu nedochézi k vyméné tepla s okolnim
prostiedim.

V daném piipadé okrajové podminky spliuje funkce

Hodnoty této funkce nezavisi na case, takze feseni tlohy je tvaru

ut,x) = o+ ot o),
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kde funkce v je fesenim tlohy

2
%:cﬂ%, t>0, z€(0,4),
v(0,2) = ug — %x, x € (0,0),

v(t,0) =0=w(t{), t>0.

Podle obecnych vysledku je

¢
2 s (kz2) km . km
/ uo——é ZZ 75 smT:Ed:c:
) k=1
‘
2 — 2a) k k
=7 ; (*72)° ! sin %x/ (uo 715) sin %«fd«f.
= 0
Integral vypocitame ,per partes®,
/ l L / k
U7 U1 ™ _
/ sm —§d§ = {(uo — 75) —§L . A 7§d§ =
0 0

l

- E((uo — uy) cos km — ug) = % (uo — (uo — Ul)(*l)k) .

Dostavame tak reseni dané ulohy vyjadiené ve tvaru

2 S B - _1 k Ta
u(t, ) = %z =D = km)( V() e iy kjﬂz
k=1

Obecna Robinova tiloha

Uvazujme nejprve ulohu homogenni, tj. homogenni rovnici (2.41) s homogennimi okrajovymi
podminkami (2.19) na intervalu (0, ¢). Hleddme tedy feseni tlohy

o 9?
5_1;:“2@_;;’ t>0, 2 €(0,0),
u(0,z) = p(z), z € (0,0), (2.83)
Oéou(t 0) + ﬂo (t 0) = 0 = Oélu(t K) + ﬂl ( ) t > 0

O pocatecni funkcei ¢ opét predpokladdme, ze je nenulova, a proto i feseni tilohy musi byt nenulové.
Nejprve separujeme proménné, tj. predpokladame, ze feSeni ma tvar

u(t,z) = T(t)X (x). (2.84)

Toto vyjadieni dosadime do dané rovnice a upravime tak, ze na pravé strané ponechame pouze
funkci X a jeji derivaci. Dostaneme rovnost
T/ X//
a?T X’
jejiz leva strana nezdvisi na proménné x a prava nezavisi na proménné ¢; vyrazy na obou stranach
jsou tedy rovny néjaké konstanté, kterou opét oznacime —\ a dostaneme dvé rovnice
T/ X//

SF=A T =A (2.85)
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Druhou z nich pfepiseme do tvaru obyc¢ejné linearni homogenni rovnice druhého fadu s konstantnim
koeficientem
X"+ AX =0. (2.86)

Vyjadreni (2.84) feseni tlohy (2.83) dosadime do okrajové podminky. Dostaneme rovnosti
OéoT(t)X(O) + BoT(t)X/(O) =0= OélT(t)X(f) + ﬁlT(t)X/(f),

které maji byt splnény pro libovolnou hodnotu ¢ > 0. Odtud plyne, ze Teseni X rovnice (2.86)
spliiuje okrajové podminky

a0 X (0) + BoX"(0) = 0 = a1 X (£) + BLX"(0). (2.87)

Uloha (2.86), (2.87) pro obyéejnou linearn{ rovnici druhého #édu s parametrem A a homo-
gennimi okrajovymi podminkami je Sturmovou-Liouvilleovou tlohou, sr. Dodatek C.2. Podle
Véty 3 existuje rostouci posloupnost vlastnich ¢isel, z nichz nejmensi je vétsi nebo rovno 0. Pfimym
vypoétem se muzeme piesvédéit, ze 0 je vlastnim ¢islem tlohy (2.86), (2.87) préve tehdy, kdyz

a1fo — apP1 = apaa L.
V takovém piipadé oznatime \g = 0; piislusnd vlastni funkce vy je linearni,

vo(z) = ane — anl — Br.

Pro zjednoduseni (sjednoceni) zdpisu zavedeme mnozinu indexu

{0,1,2,...}, a1fo — aofr = apan,
I (2.88)

{1,2,3,...}, a1fo — aofr # aparl.

Resenfm Sturmovy-Liouvilleovy tilohy (2.86), (2.87) dostaneme posloupnost vlastnich cisel A a k
nim piislusné vlastni funkce vy, k € I. Dostdvame tak spocetné mnoho feseni

Xi(z) = vi(z), kel

okrajové ulohy (2.86), (2.87).

Nalezené hodnoty Ax, k € I dosadime do prvni rovnice (2.85). Dostaneme tak obycejné linedrn{
homogenni rovnice

T = —a’\, T, kel,
jejichz obecné feseni je tvaru
2
Ti(t) = Cre™@ Akt

Po dosazeni funkei X, T}, do vyjéddieni (2.84) hledaného feseni ilohy pro parcidlni diferencidlni
rovnici dostaneme spocetny systém funkci

up(t, ) = Tp(H) Xp(z) = Cre™ Moy (), kel,

z nichz kazd4d je TeSenim dané rovnice a spliuje pifslusné okrajové podminky z tlohy (2.83).
Ponévadz rovnice i okrajové podminky jsou homogenni, a tedy spliuji princip superpozice, muzeme
feSeni této tlohy psat ve tvaru nekonecné rady

u(t,z) = 3 Cre™® Mlyy () (2.89)

kel

se zatim neurcenymi koeficienty Cy, k € I. Ty ziskame z dosud nevyuzité poc¢atecni podminky

o(x) =u(0,2) = Z Crug(x).

kel
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Z tohoto vyjadreni je vidét, ze konstanty C} jsou Fourierovymi keficienty funkce ¢ vzhledem
k ortogonalnimu systému vlastnich funkef {vg}, ;. tedy

¢
1
Cr = ——3 [ p(§vr(§)dE.
/

ok

Tyto koeficienty dosadime do rovnosti (2.89) vyjadiujici feSeni a upravime ji na tvar

4
u(t,z) = /gp(&)zwv’;@)efaﬁktdé
0

kel ”Uk”

Dosazeny vysledek shrneme: Resen{ tlohy (2.83) je déno integralem

l
!w G, €, 1)de

piitom funkce G : [0, /] x [0,00) — R je definovana nekoneénou fadou
Gl 1) = 3 B et
kel ”Uk ”

kde A jsou vlastni hodnoty a vy, jsou piislusné vlastni funkce Sturmovy-Liouvilleovy tlohy (2.86),
(2.87), indexovd mnozina I je zavedena vztahem (2.88).

Ztidlova funkce G ma vlastnosti:
e Funkce G je spojitd na mnoziné (0,£)% x (0, 0).
e Je symetricka v prvnich dvou proménnych.

e Funkce jedné promeénné G(-,&,t) ma spojité derivace druhého Féadu pro vSechny dvojice
parametru (§,t) € (0,€) x (0, 00).

e Funkce dvou proménnych G(-,¢&, -) je pro viechna & € (0,¢) fesenim rovnice (2.41), které
spliiuje homogenni Robinovy okrajové podminky

apG(0,€,t) + Bo G(O E)=0=a1G, &) + B G(f &)

pro kazdou hodnotu ¢ > 0.
e Pro vSechny hodnoty z, ¢ € [0, ] plati
3 (afag — ar(z + &) (a1 + A1) + (a1 + B1)?)
tl_i}m G(x,&,t) = 0 (3?4 3B (a1 + 1)) ’
0, a1fo — apB1 # apar .

10 — apfr = aparl,

Reseni dlohy pro nehomogenni rovnici s homogennimi Robinovymi okrajovymi podminkami

% 222+f(t ), t>0, z€(0,4),
u(0,z) = o(x), z € (0,0),
Oéou(t 0)+ﬂ0 (t 0) =0= Oélu(t K) +ﬂl ( ) t>0
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je podle Duhamelova principu ddno souctem

t

l l
ult, z) = / H(€)G(, €, 1)dE + / / (0.6)G (6.t — o)d | do

0

V pripadé ulohy pro nehomogenni rovnici s nehomogennimi Robinovymi okrajovymi podminkami

ou 282u
Frie a2+f(t:v) t>0, z€(04),
u(0,z) = p(x), x € (0,0),
apu(t,0) + ﬂo (t 0) = po(t), aqu(t, )+ ﬂ1 (t 0) = pa(t), t>0

muzeme feSeni hledat ve tvaru
u(t,z) = U(t, z) + v(t, x),

kde funkce U splnuje okrajové podminky. Funkce v je pak fesenim tilohy pro nehomogenni rovnici
s homogennimi Robinovymi okrajovymi podminkami

2 27
O Tt T ) - D)+ (), 1> 0, e (0.0),
v(O x) =p(x) = U(0,2), x € (0,0),
Oé()’U(t 0) +ﬂo (t 0) = 0 = Oél’U(t f) +ﬂl ( ) t> 0

Funkci U lze volit ve tvaru

o pio(t) — avopi (t) Bopa(t) — Brpo(t) — Larpuo(t)

Boor — Biog — aoaﬂz * Boon — Prag — gl Boor = froo # anaul,

Bopi(t) — Brpo(t) — arlpo 22 ,uo(t) Boar — Brag = apgarl,
Bol(cl + 251) Bo ° Bol(al +251) # 0,

U(t,z) =
QIMO(? —ooll) exp <%z> + M1(t)7 Bo # 0 = Boa + Prao,
apay Bo o

aipo(t) — aopr (t) exp (f) +“1(t), Bo=0= 1+ ail.

apor L a1

(2.90)
Zejména pro ag = a1 = 1, Sy = 1 = 0 (Dirichletovy podminky) dostaneme

pa(t) — po(t)

Ult,z) = 7

x + po(t)
apro ag=a1 =0, By = f1 =1 (Neumannovy podminky)

pa (t) = po(t)

Ult,z) = 57

2+ po(t)z.

V piipadé ag = —aq, fo = 1 = 1 (Robinovy podminky) lze polozit

Vi) = 0 OIS, ottt

t t t
Ult,x) = 7MO( )2+ L )eo‘om — —ul( ), pokud ag = 2/.
(7)) (%))
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Je-li mozné funkci U volit jako linedrni ve druhé proménné z (tj. pokud Boa; — Sfrag # aparl),

ou
pak je -— = 0 a nehomogenita fesené rovnice se ponékud zjednodusi. Pokud navic okrajové

ox
ou
podminky nezavisi na case, tj. po = const, u1 = const, pak také e = 0 a funkce v je feSenim

puvodni rovnice.

2.3.6 Pocatecni tlohy pro parabolické rovnice — shrnuti

V odstaveich 2.3.2-2.3.5 jsme nasli feseni{ nehomogenni parabolické rovnice (2.42) s pocateéni
podminkou (2.43) v nékolika specidlnich piipadech. Nalezené feseni tilohy

ou 0%
prial @—l—f(t,x), t>0, zelJ, (2.91)
u(0,z) = p(z), z € J,

kde J je néjaky omezeny nebo neomezeny interval redlnych ¢isel, které navic splnuje néjaké ho-
mogenni okrajové podminky, je tvaru

t

u(t,x):/w(é)G(x,f,t)déJr/ /f(o,f)G(z,&,t—a)d& do. (2.92)
7

J 0

Zi{dlova (Greenova) funkce G : J2x (0,00) — R je uréena intervalem J a okrajovymi podminkami.
V Tabulce 2.1 jsou uvedeny zridlové funkce v nékterych specidlnich pripadech.
Resen{ tlohy (2.91) s nehomogennimi okrajovymi podminkami lze hledat ve tvaru

u(t,z) = U(t, z) +o(t, z),
kde funkece U : (0,00) x J — R spliiuje okrajové podminky a funkce v je fesenim tilohy

v v -
E:azﬁJrf(t,x), t>0, z€J,

u(0,z) = p(x), x € J,
s homogennimi podminkami stejného typu; pfitom

2
fta) = 1)+ @S 2 n) - 2, p() = pla) ~ U(,2).
x ot
Volba funkce U neni nijak apriori ddna, tvary zavedené rovnostmi (2.74), (2.75) nebo (2.90) pro
specialni intervaly J a specidlni okrajové podminky jsou jenom jednou z moznosti.
Jeste si pripomenime, ze pro témeér viechny ziidlové funkce G uvedené v Tabulce 2.1 (vyjimkou
je funkce G pro homogenni Neumannovu tilohu na tsecce), plati vztah

tlim G(z,&,t) = 0 pro viechna (z, &) € R
—00

To znamend, ze po ,dostatetné dlouhém case* bude hodnota prvniho integralu na pravé strané
rovnosti (2.92) zanedbatelnd. Jinak Feceno, feseni tlohy (2.91) v ,dostatetné dlouhém casovém
horizontu“ nezdvisi na poc¢ateéni podmince, v prubéhu ¢asu vymizi informace o po¢atku. Systém
s takovou vlastnosti — jeho vyvoj za dlouhy casovy interval nezavisi na pocateé¢nim stavu — se
nazyva ergodicky.

2.3.7 Uloha bez pocdteénich podminek

Dosud jsme hledali fesen{ parabolické rovnice (2.41) nebo (2.42), které spliiovalo néjakou pocétecni
podminku, tj. znali jsme stav v pocdtecnim case ¢ = 0. Tato informace vSak nemusi byt vzdy
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interval J okrajova podminka G(x, &, t)
(—00,00) u(t,z) = u(t,z + £) % <1 +2 > e (ZF)%t og %Tﬂ-(m - f))
k=1
v T ef(iggf
—00, 00 u(t,x)|dr < oo, [ |u(t,z)|dr < oo —_—
(moo,00) | [ ult,2)] J Jult, )] 2v/mat
® e*f*f £
S a“t €T
t,0) = t,x)|d sinh
(0, 00) u(t,0) =0, b/ |lu(t, z)|dz < oo T sinh -
x24¢2
ou eo e a2t x€
(0, 00) —z(t,()) =0, g lu(t, z)|dz < oo T cosh 5037
(0,0) u(t,0) =0 = u(t, ) % S o (51%) tgin k%g sin "7
k=
ou Ju 1 > kma )2 km km
1 —(t,0)=0= —(t,¢ (142 —(222)% o5 "M ¢ cog AT
(0,0) 8:1:( ,0)=0 8:13(’ ) 7 + kZ::le ¢/ Teos & cos 7 1:)
. Ou S L (2k+ 1) (2k+ 1)
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(0,0) %“’ 0) =0=u(t,?) 7 2 cos — co 5 ¢




G6

sfod :T°g enqe],

[URAOQRI

ou

ox

ou
u(t,0) =0, g(t,f) = —hu(t,?)
ou ou

(t,0) = hu(t,0), %(t, 0) = —hu(t, ?)

9 i’é (R + i)

—azz\kt . .
P —ah? ) + 2he sin vV Ag€ sin v/ Ax .,

A& jsou kladné kofeny rovnice vA = —htg (\/XE)

9 f (h? + Ar)

—a2)\kt
P —ah? )+ 2he cos v/ A& cos vV A,

Ax jsou kladné kofeny rovnice /A = h cotg (\/XE)

—a® gt ( V% h . h .
e cos VL€ + sin v Ar€ cos vV Apx + sin Vg
io: VA V Ak i
=1 g L h20 + 2h
2 2\
VA h
Ak ] kladné kor ice — — — =
 jsou kladné kofeny rovnice — I 2 cotg (\/XE)
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dostupnd — pokud navic proces popsany parabolickou rovnici pozorujeme v ¢ase dlouho od jeho
zacatku. Vzhledem k ergodi¢nosti vsak pocdtecéni stav nema na vyvoj systému uz néjaky podstatny
vliv.
Konkrétné: Teplota na zemském povrchu v prubéhu dne i v prubéhu roku kolisa. Toto kolisani
Ize v prvnim ptiblizeni povazovat za periodické. Budeme modelovat ifeni periodickych teplotnich
zmén v zemi, kterou budeme povazovat za homogenni poloprostor; budeme ho charakterizovat
jedinou soutadnici x, hloubkou pod povrchem. Pfi mnohonasobném pravidelném opakovani tep-
lotnich zmén na povrchu bude vliv poc¢dtecni teploty mensi, nez vlivy, které zanedbdvame (napf.
nehomogennost pudy, odchylky od pfesné periodi¢nosti prubéhu povrchové teploty a podobné).
Teplotu v case t a v hloubce x oznacime u(t, x). Vnitini zdroje tepla v pudé (napi. geotermaln{
energii) neuvazujeme. Proto bude vyvoj teploty popsian homogenni parabolickou rovnic{
2
9u = aQQ, (2.93)
ot Ox?
kde a® vyjadiuje koeficient teplotni vodivosti ptidy. Teplota na povrchu bude vyjddiena okrajovou

podminkou
u(t,0) = u(t), (2.94)

kde p je néjakd spojitd periodickd funkce. Jakozto spojita periodicka funkce je p také ohranicend,
tj. existuje néjaka hodnota M, ze

lu(t)] < M prot € R.

[yl

Teplota pudy v dlouhodobém ¢asovém horizontu nemuze prekracovat nejvyssi teplotu na povrchu
a nemuze klesnout pod jeho nejnizsi teplotu (ponévadz neuvazujeme zddné vnitini zdroje tepla
nebo chlazeni). Proto budeme hledat Feseni, které spliuje podminku ohranic¢enosti

|u(t,z)] < M prot € R, > 0. (2.95)

Hleddme tedy funkeci u : [0,00) x R — R, kterd splituje rovnici (2.93) a podminky (2.94), (2.95).
Ponévadz funkce p je spojita a periodicka, muzeme ji vyjadrit ve tvaru absolutné a stejnomérné
konvergentni Fourierovy fady”

w(t) = % + kz_; (ak cos kwt + by, sin kwt);

pfitom

ap —

3|&
ENES

27 fw 27w
/ p(s)coskwsds, k=0,1,2,..., bp= / wu(s)sinkwsds, k=1,2,.... (2.96)
0 0

Je ziejmé, ze pokud funkce v; splituji rovnici (2.93) s okrajovymi podminkami v;(t,0) = ¢;(¢),
1 = 1,2, pak také jejich soucet v = v; + vo spliiuje rovnici (2.93) a navic okrajovou podminku
v(t,0) = @1(t) + 2(t). Proto budeme Feseni nasi ulohy (2.93), (2.94), (2.95) hledat ve tvaru

u(t,z) =Y wp(t,x) + Y wi(t, ),
k=0 k=1

kde vsechny funkce vy, wy splituji rovnici (2.93), jsou ohranicené a spliuji okrajové podminky
vg(t,0) = aj coskwt, k=0,1,2,..., (2.97)

wi(t,0) = b sinkwt, k=1,2,.... (2.98)

5Pokud uvazujeme rocénf kolisan{ teploty, je w = 27 /rok.
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Nejprve vsak najdeme ohranicené feseni pomocné tlohy
v , 0%

— =a?—,
ot ox?

v(t,0) =are*t  teR

teR, x>0,
(2.99)

s komplexni okrajovou podminkou. Snadno ovéfme, ze realné cast feSeni této tlohy je také feSenim
ulohy (2.93), (2.97). Reseni tlohy (2.99) budeme hledat v exponencidlnim tvaru

o(t, ) = ape® P,

Pak je v(t,0) = are® a porovndnim s okrajovou podminkou v tloze (2.99) vidime, ze a = ikw.
Dale

v 0%
—(t,x) = aarpe® P ——(t,x) = Blage® P,
2 (1,2) = o L (2) = P
takze po dosazeni do rovnice v 1loze (2.99) a snadné upravé dostaneme
a=a’p?.

Odtud a?fB? = ikw. Z této kvadratické rovnice s komplexnimi koeficienty vypoéitdme

B= 141 o

Dostédvame tak Feseni pomocné tlohy (2.99) ve tvaru

. . kw kw . kw
v(t, z) = ag exp (1kwt:|: (L+4)4/ 2—an> = ag exp <:|:\/ 2—L12z> exp ll (kwt:l: 1/ T'?:L'>‘| .

7 tohoto vyjadreni je zfejmé, ze TeSeni se znaménkem ,+“ je neohranicené; vyhovuje tedy tedy
pouze funkce se znaménkem ,—*. Proto omezené reseni ilohy (2.93), (2.97) je redlnou ¢asti po-
sledniho vyrazu, v némz misto symbolu ,,+% piseme znaménko ,,—“, tj.

(t,2) kw Ft kw
vp(t,x) = arexp | —\/ = @ | cos | kwt — /= = | .
k\t, k €XpP 202 202
Analogicky najdeme ohrani¢ené feseni tilohy (2.93), (2.98) ve tvaru
kw . kw

w(t, ) = by exp <\/ 202 z) sin (kzwt 1/ 202 z) .

Celkem tak dostdvédme Feseni tlohy (2.93), (2.94), (2.95) ve tvaru nekonecné rady
- [k [k 2
u(t,z) = % + ;exp <— 2—:; ,7:) lak cos (kwt — 2—:; ,7:) + by sin <kwt — 2—:; x)} ,

kde koeficienty ay, by jsou ddny integrély (2.96). Vyraz v hranatych zavorkdch mtzeme upravit®
a vysledek zapsat ve tvaru

u(t,z) = % + 3 Ap(x) cos kw(t — 6 (),
k=1

kde
| kw
P < T‘? z) ) 9 m arctg —, Qg 7é 07
Ag(z) = ——, a; T #0, Sp(z) = #x-i-
k Vaj, + by k 2ka?w -
%, ap = 0

0, jinak,

5Pii vypoctu pouzivame vzorce cos(p — arctg &) =

\/lirigcosgo-l— 1i£2 sin .
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Teplotni viny

Uloha o vedeni tepla v pudé je jednim z prvnich piikladu uziti matematické teorie tepla. Za
zjednodusujicich predpokladii ji fesil jiz Joseph Fourier’. Predpokladal, Ze teplota na povrchu
v prubéhu roku (¢as vyjadiroval ve dnech) je rovna souctu prumeérné roéni teploty a teploty speci-
fické pro den, kterd je imérna vysce Slunce nad obzorem za poledne. Pokud se tedy ¢as ¢t pocita
od okamziku letniho slunovratu, je povrchova teplota vyjadiena funkci

wu(t) =T + 7 coswt,

kde T je prumeérna ro¢ni teplota, v je ptislusna konstanta imeérnosti a frekvence w ma hodnotu

27T d -1
= ——den
Y 365,26
Pii této volbé tedy je ag = 27, a1 =y, a2 = a3 =---=0=0>b; = by = --- a feSeni ulohy
ou 0%
el St teR 0
ot a 92 e, x>0,

u(t,0)=T + ycoswt, |u(t, )| <|T|+ |y teR

je dano vyrazem

— 0 — W 1
u(t,z) =T + e Vzazmcos<wt,/%“2$)T+'ye Vzﬁzcosw(t 2a2wz>'

Oznacme
— /L"E 1
A(ZL') = e 2a2 s 5(1') =1/ m xT.

Reseni nyni muzeme zapsat ve tvaru

u(t,z) =T + A(z) cosw(t — ()

a interpretovat ho jako sifen{ teplotnich vin v pudé. Pfitom A(x) vyjadiuje amplitudu koliséni tep-
loty v hloubce z, §(x) vyjadiuje opozdovéni d(z) maxim (minim) teplot v hloubce z od pifslusnych
okamziki na povrchu. Vysledek lze také prepsat pomoci periody 7 = il kolisani povrchové teploty
w

jako

2T

u(t,z) =T + A(x) cos — (t — (z));
T

pii tomto zapisu je

N 1 T
A(z) = e WE , 5(z)%\/;:c

Meéni-li se po dlouhou dobu periodicky teplota na povrchu, nastdva v pudé kolisani teploty
s toutéz periodou. Pfitom plati:

1. Amplituda A(z) kolisani teploty v hloubce z klesd exponencidlné s hloubkou; rostou-li
hloubky s aritmetickou posloupnosti, klesaji amplitudy s geometrickou posloupnosti (prvni
Fourieruv zdkon).

V hluboké studni nebo v jeskyni je dlouhodobé témér konstantni teplota ptiblizné se rovnajici
prumeérné rocni teploté na povrchu.

7J. FOURIER: Théorie analytique de la chaleur. Firmin Didot Peére et Fils, Paris 1822.
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2. Teplota v piidé kolis4 s jistym fazovym zpozdénim za kolisdnim teploty na povrchu; opozdo-
véni 6(z) teplotnich extrému v hloubce z je imérné této hloubce (druhy Fouriertuv zakon).
V hloubce x se teplotni extrém projevi za cas d(x) od jeho vyskytu na povrchu, coz lze
chapat i tak, ze teplo se v pudé siti konstantni rychlosti
x P
—— =V2d%w = 24/a%—.
o(x) T
Poznamenejme, Ze tato rychlost ma formalneé stejné vyjadreni, jako rychlost difundujici latky

vznikajici autokatalytickou reakei (viz str. 77nn), pficemz reakéni rychlost odpovidd poloviéni
frekvenci koliséani teploty.

3. Hloubka pronikéni teploty do pudy zavisi na periodé kolisani teploty na povrchu. Relativni
zména amplitudy v hloubce z je rovna

—A(ZL') — e_%\/g_m;
Y
pii kolisani povrchové teploty o periodach 71 a 7o budou hloubky 1 a x9, ve kterych dochézi
ke stejnym relativnim zménam teploty, v poméru

€2 T2

Z1 7‘1'

(treti Fourieruv zdkon).

2.4 Rovnice reakce-difuze

2.4.1 Linearni rovnice

Uvazujme linearni parabolickou rovnici ve dvou nezavisle proménnych

ou 0%u
— =D— +ru
ot Ox?
s kladnymi parametry D, r.
Pro zjednoduseni zapisu zménime meéfitko nezdvisle proménnych, tj. zavedeme bezrozmérny

¢as T a bezrozmérnou prostorovou proménnou ¢ vztahy

5:1/%:@ T =rt.
Pak je

Ou _Ordu _ Ou  Pu 060 (060u\ _ [r 0 ( [rou) rd%u
ot otor  or’ 0x2  0xo& \oxo¢) \ DoE Do¢) Do’

po dosazeni do rovnice a vykraceni parametru r dostaneme linedrni parabolickou rovnici bez
parametru ve tvaru

ou  0*u L
— == tu.
or  0&2
Bez 1jmy na obecnosti se tedy muzeme zabyvat rovnici bez parametra
ou  O%u
— = +tu, 2.100
ot 0x? + ( )

v niz opét Cas oznacujeme t a prostorovou proménnou z. Tato rovnice je linearni a spliuje princip
superpozice (0 tom se lze presvédéit primym vypoctem) — mnozina jejich feseni tvoii vektorovy
prostor. Zejména nulova funkce ug = 0 je feSenim rovnice (2.100). Toto TeSeni je soucasné sta-
ciondrni (nezavisi na case t) a prostorové homogennd (nezavisi na prostorové proménné z).

Pokud k rovnici (2.100) pfiddme néjaké homogenni okrajové podminky, bude mnozina fFeseni
prislusné okrajové tlohy také tvorit vektorovy prostor; ten je prunikem prostoru feSeni rovnice
(2.100) a prostoru funkei, které spliuji okrajové podminky.
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A. Rovnice na usecce

Budeme vysSettovat nékteré kvalitativni vlastnosti Feseni rovnice (2.100) uvazované pro t > 0 a
x € (0,0), kde ¢ je néjaké kladné ¢islo. Pritom budeme pozadovat splnéni homogennich okrajovych
podminek. Abstraktnéji feceno, budeme se zabyvat nékterymi vlastnostmi zaméteni afinniho pro-
storu feseni okrajovych a poc¢atecnich tloh pro rovnici (2.100).

Rovnice s Neumannovymi okrajovymi podminkami
Uvazujme rovnici (2.100) na intervalu (0, ) prostorové proménné s homogennimi Neumannovymi
okrajovymi podminkami

ou ou
F(60)=0=22(1,0), >0, (2.101)

Podle 2.2.1 a 2.3.6 je TeSen{ tlohy (2.100), (2.101) ddno fadou
u(t,z) = a et—l—ia ex 1-— km i t cosk—ﬂx
) — (o i k p y; ¢ )

kde konstanty ag, a1, ao, ... zdvisi na po¢iteéni funkci w(0, -); také lze Fici, ze volba konstant
agp, a1, a9, ... urcuje pocatecni funkci.
Zejména tedy vidime, ze tloha (2.100), (2.101) m4 prostorové homogenni feseni tvaru

up(t, z) = age’.
Pro tato feseni plati up (0, - ) = ag, a pokud ag # 0, pak

lim |up(t,2)| = oo, pro viechna z € (0, £).
t—o0

Uloha (2.100), (2.101) mé vzdy teSeni, které roste nade vsechny meze pro ¢t — oo, i kdyz je jeho
pocétecni hodnota jakkoliv mald (ale nenulové).

Rovnice s Dirichletovymi okrajovymi podminkami
Rovnice (2.100) na intervalu (0, £) prostorové proménné s homogennimi Dirichletovymi okrajovymi
podminkami

u(t,0) =0=u(t,l), t>0, (2.102)

ma podle 2.2.1 a 2.3.6 feSeni ve tvaru fady

u(t,x) = Zak exp l(l — (k%) ) t] sin k%z, (2.103)
k=1

kde konstanty ax jsou urceny pocatecni funkei w(0, - ), nebo ji urcuji. Budeme o ni piredpoklddat,
Ze je ohranicend a integrabilni.

Ve vyrazu na pravé strané rovnosti (2.103) se objevuje pomér m/£. Proto rozlisime tii moznosti
velikosti délky #.

e / < m: V tomto pripadé pro kazdé k = 1,2,3,... plati

km\? 9
1-— 7 <1l-—k*<0.

Odtud dale plyne, ze vSechny exponencidlni funkce ve vyjadieni (2.103) pro ¢t — oo klesajf
k nule, takze

tlim u(t,z) =0 pro vsechna x € (0, £).
— 00
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e { = m: Redeni (2.103) miizeme piepsat do tvaru
o'} 2
. km .k
u(t,x) = ay sinx + Zak exp [(1 — <7> ) t] sin —-.
k=2
Opét vSechny exponencidlni funkce monotonné konverguji k 0 pro ¢t — oo, takze

lim u(t,z) = a;sinz pro viechna z € (0, £).
t—o0

Jesté si muzeme vsimnout (a presvedéit se o tom piimym vypoétem), ze pro libovolnou

hodnotu a; je funkce u,, dana vztahem

Un(t,2) = ay sinx

fesenim tlohy (2.100), (2.102). Toto feseni je staciondrni (nezdvisi na case t) a prostorové

nehomogenni (zavisi na prostorové proménné ).

e /> m: Uloha (2.100), (2.102) m4 (mimo jiné) FeSeni dané formuli

u(t,z) = a1 exp [(1 - (%)2> t} sin %z.
)

takze pro libovolnou hodnotu a; # 0 (af je absolutni hodnota a; sebemensi) plati

Pritom

lim |u(t,z)| = oo pro viechna z € (0, /).

t—o00

Rovnice s Robinovymi okrajovymi podminkami
Rovnice (2.100) s homogennimi Robinovymi okrajovymi podminkami

0 0
a—Z(t,o) = au(t, 0), a—Z(t,E) = —au(t,l), t>0, (2.104)
kde o > 0 m4 podle 2.2.1 a 2.3.6 feSeni ve tvaru fady
u(t, ZC) = Z ake(l—kk)t (COS VAR T+ )\i sin \/ g ZC) R (2105)
k
k=1
kde vlastni hodnoty Aq, Aa, ... jsou kladné kofeny rovnice
A
VA e 2 cotg VA { (2.106)
a VA
usporadané podle velikosti, Ay < A2 < A3 < ---. Konstanty aj jsou opét uréeny pocatecni funkei

u(0, - ), nebo ji urcuji.

Z vyjadieni (2.105) vidime, ze hodnota A1 urcuje chovan{ feseni ilohy (2.100), (2.104). Pokud

A1 > 1 (a tedy vSechna A\, > 1), pak

lim u(t,z) =0 pro vSechna x € (0, ).

t—o00

Pokud A\ < 1, pak md tloha (2.100), (2.104) feseni
u(t, z) = =M1t <cos VAiz+ )\ﬂ sin v/ x) ,
1
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pro néz plati tlim u(t,0) = oo. Uloha tedy mé neokrani¢ené fegen.
—00

Pokud Ay = 1, pak m4 tloha (2.100), (2.104) neomezené mnoho staciondrnich prostorové
nehomogennich feseni tvaru
un(t,z) = aj(cosx + asinz),

kde a1 jsou nenulové konstanty.
Na rovnici (2.106) se muzeme divat jako na implicitni zapis funkce A jedné redlné proménné ¢,

A = A(f). Najdeme jeji derivaci \'. Plati

d <\/X a>>\,)\+a2 ¢ 2¢/X

d
- VAl = — _
2a\/X3 ! dé Zeots VAL g \/X (sin \/XE) ’ (Sin \/Xf)

Porovnanim vyrazu na pravych strandch téchto rovnosti vypocéitame

PR

a\ o Vx

4a)\?

N = -
2aM 4+ (A + a?) (sin \/XE)

a to znamend, ze \' < 0, takze funkce \ je klesajici. Je-li tedy A = 1 pro néjakou hodnotu nezdvisle
proménné ¢, pak nalevo od této hodnoty je A > 1 a napravo od ni je A < 1.

Pro analyzu chovéni feseni dlohy (2.100), (2.104) pii t — oo v zdvislosti na délce ¢ definiéniho
intervalu tedy staci najit kritickou hodnotu fyi; takovou, ze A(fiyit) = 1; pak pro £ < it vSechna
feseni ulohy pfi ¢t — oo vymizi, pro ¢ > ly,; bude existovat neohranicené reseni.

Dosazenim {y,i za £ v rovnici (2.106) dostaneme rovnici

1—a?

= cotg lizit,

kterd mé teseni fi,iy = 2 arctga, jak se snadno presvédéime piimym dosazenim.

Shrnuti

Jesté si povsimnéme, ze Neumannovy podminky (2.101) jsou specidlnim piipadem Robinovych
podminek (2.104) pro a = 0. Robinovy podminky s « > 0 muzeme piepsat na tvar

Loy o), wt,t) = —22%0 0, >0 (2.107)

t.0) =

adzx
z ného vidime, ze Dirichletovy podminky (2.102) jsou limitnim ptipadem Robinovych podminek

pro a — 0.
Vysledky provedené diskuse fesen{ dlohy (2.100), (2.104)/(2.107) s £ > 0 muzeme zapsat:

Necht 0 < a < .

e Je-li ¢ < 2arctga, pak pro kazdé feseni u tlohy plati

lim u(t,z) =0, pro vSechna x € [0, ],

t—o0
tj. nulové feseni rovnice (2.100) je atrahugjict.

e Je-li £ = 2 arctg a, pak existuji prostorové nehomogenni stacionarni feseni tlohy; tato reseni
jsou tvaru

Un(t,x) = ar(cosz + asinz) = a1/ 1 + a2 cos(x — arctg a),
kde a; # 0.

e Je-li ¢ > 2arctga, pak existuje neohranicené teSeni ulohy; podrobnéji, existuje feseni u
takové, ze pro libovolné € > 0 je

max {|u(t,z)|: x €]0,{]} <e a tli}rgomax{|u(t,x)| s x e [0,4} = oo.

102



B. Rovnice na pfimce — putujici vina

Piimym vypoétem se muzeme snadno piesvedéit, ze rovnice (2.100) mé feseni v exponencidlnim
tvaru
2
u(t, ) = AeHe++a)t (2.108)

ktera jsou definovéna pro vSechna ¢,z € R; parametry A a u jsou libovolnd redlna ¢isla. Je-li
= 0, dostaneme prostorové homogenni reseni (nezavisejici na prostorové proménné x) ve tvaru
exponencidlni funkce.

Necht 1 # 0 a oznaéme

c= ;o UQ) = Aers.
Pak feseni (2.108) muzeme prepsat jako
u(t,x) =U(x — ct) (2.109)

a interpretovat tak, ze graf poc¢atecni funkee u(0, -) = U se pohybuje konstantni rychlost{ ¢; je-li

> 0, pohybuje se doprava (v kladném sméru osy z), je-li u < 0, tak doleva. Proto se Feseni

rovnice (2.100), které lze zapsat ve tvaru (2.109) nékdy nazyva putujici vina (travelling wave).
Rychlost ¢ postupu putujici viny zavisi na parametru p. Vysetfenim prubéhu funkce

_ 1+

c=c(p) .

zjistime, ze pro p > 0 je ¢ > 2, pro u < 0 je ¢ < —2. Minim4ln{ rychlost putujic{ vlny tvaru (2.108)
(bez ohledu na smér postupu) je ¢ = ¢pin = 2.

K rychlosti putujici viny se lze dopracovat i jinym, obecnéjsim, zpusobem. Hledejme, pro jaké
hodnoty ¢ mé rovnice (2.100) Teseni tvaru (2.109), kde U je monotonni funkce jedné proménné.
Reseni musi spliiovat rovnici (2.100). Jinak feceno, ponévadz

du B , 0*u i
E(t,x) = —cU'(z — ct), @(t,z) =U"(x — ct),

musi funkce U spliiovat oby¢ejnou diferencidlni rovnici druhého fadu
—cU' =U"+1,

po upravé
U'+cU +U=0.

Aby tato rovnice méla monotonni feseni, musi byt koteny jeji charakteristické rovnice A2 +cA+1 =
0 realné, tj.
—4>0.

Miniméln{ rychlost putujici viny (bez ohledu na orientaci) je opét cpin = 2.

Rovnice s podminkami integrability
Resen{ rovnice (2.100) definované pro 2 € R ve tvaru (2.108) nespliuje podminky integrovatelnosti

0 o)
/ |u(t, z)|dz < oo, /|u(t,x)|dx < o0, pro t > 0. (2.110)
—00 0

Muzeme ho vsak modifikovat. Pfipustime pouze nezdporné hodnoty parametru p, polozime
u(t,r) = Ae~ M+t — 4o (+1*)t—pla] (2.111)
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a lehce ovérime, ze se skuteéné jednd o Feseni tlohy (2.100), (2.110). Muzeme ho interpretovat
jako dvé putujici viny symetrické kolem pocatku, které se od ného vzdaluji rychlosti

2
= 1S
I

2.

Jesté piipomenme, ze v 2.3.3 jsme také nasli jedno explicitni Feseni tlohy (2.100), (2.110);
konkrétné se jednd o Feseni (2.65) s a = r = 1, tj. TeSen{ tvaru
Aot 1 2
u(t,r) = Ae e 4t 2.112
(t3) = 4e! o= @112
Ukézali jsme tam také, ze pro dostatecné velky cas t se hodnota = prostorové proménné, pro niz
plati Ju(t, )| = ¢ > 0, pohybuje konstantni rychlosti 2, tj. tou nejmens{ moznou (sr. formuli (2.66)
sa=r=1).

Obé formule (2.111) a (2.112) jsou vlastné stejného typu — néjakd exponencidlni funkce casu
ndsobend hustotou néjakého rozdéleni pravdépodobnosti se stiedni hodnotou 0; ve formuli (2.112)
se jednd o normalni rozdéleni s ¢asové proménnym rozptylem %tQ, ve formuli (2.111) se jednd
o Laplaceovo (dvojité exponencidln{) rozdéleni s konstantnim rozptylem 1/pu2.

2.4.2 Fisherova-Kolmogorovova rovnice

Jednd se o rovnici reakce-difize s nelinedrnim reakénim ¢lenem

ou  O%*u

E: @4”11,(17’11,). (2.113)

Tato rovnice modeluje §ifeni vyhodné allely v populaci®, nebo &ifeni populace v prostoru, piicemz
velikost populace roste logisticky.

Nebudeme hledat Feseni rovnice (2.113) spliujici obecné pocatecni nebo okrajové podminky.
Omezime se na nékterd specialni feseni a jejich nékteré vlastnosti, které jsou uziteéné pro aplikace.

A. Rovnice na usecce

Budeme hledat nezéporné staciondrni, tj. na ¢ase nezavislé, resenf rovnice (2.113) definované na
koneéném intervalu (0, ¢), které spliiuje Dirichletovy okrajové podminky

u(t,0)=0=u(tl), t>0. (2.114)

Jinak feceno, hleddme takové feseni u : [0,00) x [0,¢] — [0,00) tlohy (2.113), (2.114), Ze pro
libovolné casové okamziky t1,t2 > 0 a libovolny bod x € [0,¢] plati u(t1,z) = u(te,z) (nebo
ekvivalentng, pro vsechna t > 0, = € [0,4] plat{ 2-u(t,z) = 0). Pak lze ziejmeé psét

u(t,z) = Ul(x)

prot > 0,0 <z </ kde U je dvakrat diferencovatelna funkce definovand na intervalu [0, £], ktera
splnuje obycejnou diferencidlni rovnici druhého radu

U'+U(1-U)=0, 0<az</, (2.115)

a okrajovou podminku
U@0)=0=U(®). (2.116)

Okrajova tloha (2.115), (2.116) pro obycejnou diferencidlni rovnici mé zfejmeé prostorové homo-
gennd, tj. konstantni, feSeni U = 0. Druhé konstantn{ fesen{ U = 1 rovnice (2.115) nespliiuje okra-
jovou podminku (2.116). Budeme hledat prostorové nehomogenni feseni feseni rovnice (2.115), tj.
takové, které ma nenulovou derivaci podle prostorové proménné z.

8 Vyhodnou allelou“ se rozumf allela, kterd pfi daném selekénim tlaku zajistuje nejvyssi zdatnost (fitness).
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(a) (b)

Obrézek 2.1: Stavovy prostor (a) a trajektorie (b) systému (2.117)

o
—
<
OI\
S
—
S

Rovnici druhého fadu (2.115) pfevedeme standardnim zpusobem na systém rovnic prvniho
fadu. Polozime V = U’ a dostaneme autonomni dvourozmeérny systém

U=v

VU 1) (2.117)

Provedeme kvalitativni analyzu tohoto systému. Funkce U mé byt nezaporna, U > 0. Tato funkce
m4 spliiovat okrajové podminky (2.116) a nemé byt identicky nulovd; to znamend, ze v néjakém
bodé musi byt kladnd, nékde nalevo od takového bodu pak bude rostouci (a tedy jeji derivace
tam bude V kladnd), nékde napravo klesajici. Za stavovy prostor systému (2.117) lze tedy vzit
mnozinu © = [0,00) x R.

Systém (2.117) m& jedinou U-nulklinu V' = 0, nad osou U jsou trajektorie orientovény doprava
(v kladném smeéru osy U), pod nf doleva. Ddle mé systém dvé V-nulkliny U = 0 (tvorici hranici
stavového prostoru Q) a U = 1, pro 0 < U < 1 jsou trajektorie orientovany dola (v zdporném
sméru osy V), pro U > 1 jsou orientovdny nahoru. Stavovy prostor je zndzornén na obr. 2.1(a).
Vidime, ze systém (2.117) md dva rovnovazné body (0,0) a (1,0). Jeho variaéni matice je

W) = <2U0— 1 (1)) ’

takze plati
0 1
1 0

To znamend, ze rovnovazny bod (1,0) je sedlo (coz je vidét i z obrazku), rovnovazny bod (0, 0)
lezici na hranici stavového prostoru €2 neni hyperbolicky.

Vydélenim rovnic systému (2.117) dostaneme oby¢ejnou rovnici prvnfho fadu se separovanymi
proménnymi

det J(1,0) = 10

‘:—1<07 trJ(O,O):tr(O 1):0.

v UU-1)
aw v
kterd ma obecné fesSeni
3(V2 4+ U?) — 2U° = const. (2.118)

Touto rovnost{ jsou implicitné zadany trajektorie systému (2.117), vyraz na jeji levé strané je jeho
invariantem; oznac¢ime ho ®(U, V). Zfejmé plati ®(U, V) = ®(U, —V) pro vsechna (U, V) € Q. To
znamend, ze trajektorie systému (2.117) jsou symetrické podle osy U.
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Provedend analyza jiz umoznuje naértnout trajektorie systému (2.117), viz obr. 2.1(b). Trajek-
torie, které soucasné vyjadiuji fesenf tlohy (2.115), (2.116), zac¢inaji na hranici stavového prostoru
O v kladné ¢dsti osy V (feSenf tlohy ,startuje® pro hodnotu nezévisle proménné x = 0 ve funkéni
hodnoté U = 0 a m4 kladnou derivaci) a mélo by skonéit (pro hodnotu nezdvisle proménné x = ¢)
na hranici Q v zdporné ¢dsti osy V' (tam je U(¢) = 0, V'(¢) < 0). Vidime ovsem, Ze pro jakousi kri-
tickou hodnotu V' = Vg4t > 0 trajektorie skonéi v sedle (1,0). Odpovidajici feseni rovnice (2.115)
je tedy kladné pro kazdé 2 > 0 a nemuze proto splnit druhou okrajovou podminku (2.116) pro
koneénou hodnotu ¢; také muzeme Fici, ze feseni rovnice (2.115) s poc¢éteéni podminkou U(0) = 0,
U’ (0) = Viait je pro x > 0 kladné a plati pro né zlgrrolo U(z) =1.

Trajektorie systému (2.117), které zacinaji v bodé (0, Vp) takovém, ze 0 < Vi < Vigit, skonci
pro jistou kone¢nou hodnotu zy > 0 na hranici stavového prostoru £ v bodé (0, —V;). Témto
trajektoriim odpovidaji feseni okrajové ilohy (2.115), (2.116) s £ = xy. Pro takova feseni vzdy
plati U(z) < 1 pro vSechna z € (0,¢); pfitom maximélni hodnota feseni U roste s rostouci
pocatecni hodnotou V(0) = U’(0). Ponévadz hodnoty funkce U jsou mensi nez 1, plyne z rovnice
(2.115), ze

U'(z) =U(z)(U(z) — 1) <0
pro z € (0,¢), takze funkce U je ryze konkdvni.

Nekonstantnim feSenim okrajové tlohy (2.115), (2.116) odpovidaji pravé takové trajektorie
systému (2.117), které zacinaji uvniti usecky {(0,V) : 0 < V < Vigit }. Trajektorie systému (2.117),
které zanikaji v sedle (1,0) nebo z ného vychazeji, jsou implicitné ddny rovnici (2.118) s const = 1.
Odtud vypocitame, ze Vit = % = 0,57735. Dale muzeme upfesnit, ze stavovy prostor systému

(2.117), v némz jsou trajektorie odpovidajici fesenim tlohy (2.115), (2.116) je mnozina

{(U,V)ERQ: 0§U§1,|V|<\/% (1+2U33U2)}.

Jesteé vysetiime trajektorie systému (2.117) v okoli po¢atku. Je-li hodnota U ,mald®, U < 1,
pak je hodnota U? ,zanedbatelnd“ vzhledem k U, U? < U. Regeni systému (2.117) v okoli pocétku
se tedy (podle véty o spojité zdvisslosti feseni obycejnych diferencidlnich rovnic na pocdteénich
podminkédch a parametrech) ,chovd podobné* jako fesenf linearniho systému

(2.119)

Reseni tohoto systému s pocateénimi podminkami U0)=0,V(0) =¢, kde € > 0 je ,malé“ ¢islo,
je déano rovnosti
U(z) =esinz.

Tato funkce je kladnd pro x € (0,7) a pro 29 = £ = 7 je nulova. Z tohoto vysledku nahlédneme, ze
fesenirovnice (2.115), které ,startuje® v bodé 0 se sebemensi kladnou derivaci (tj. feSeni s pocateéni
podminkou U(0) = 0, U'(0) = ¢) ,skonéi“ v 0 az ve vzdédlenosti w. Jinak feceno, okrajova tloha
(2.113), (2.114) muze mit prostorové nehomogenni nezdporné staciondrni resenf pouze pro £ > .

Stabilita stacionarnich feseni
Nasgli jsme dvé nezdpornd staciondrni feseni Dirichletovy okrajové tlohy (2.113), (2.114) pro
Fisherovu-Kolmogorovovu rovnici. Jsou to trividlni konstantni feSeni ug = 0 a nekonstantni feseni

Up = up(t,r) = Ulx),

kde U je feSeni okrajové tlohy (2.115), (2.116) pro obycejnou diferencidlni rovnici. VySetiime
stabilitu téchto staciondrnich Feseni, tj. podivame se, jak se v Case chovd Teseni tilohy (2.113),
(2.114), které se na pocatku ,1is{ malo“ od staciondrniho.

Prostorové homogenni feSeni: Nejprve uvazujme ,malou* odchylku v od nulového feSeni.
Funkce v musf spliovat rovnici (2.113) a ponévadz v je ,mald®, zanedbdme v ni kvadraticky ¢len
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v2. Funkce v je tedy fesenim pocéateéni tlohy
ov 0%
ot 0x2
v(t,0) =0=o(t,¥), t>0.

+ v, t>0,0<z<d,

Jednd se tedy o Dirichletovu tlohu pro linearni rovnici reakce-difiize na tsecce, kterou jsme
vySetfovali v 2.4.1. Muzeme tedy Fici, Ze nulové FeSeni dlohy (2.113), (2.114) je asymptoticky
stabilni pro ¢ < 7 a nestabilni pro [ > 7.

Prostorové nehomogenni feseni: Pokud je ¢ > m, pak ma tdloha (2.113), (2.114) nekon-
stantni staciondrni feseni u,,. Uvazujme FeSeni této ulohy, které se ,mélo“ lisi od u,, tedy feseni
tvaru

Ul(z) + w(t, ), (2.120)

kde odchylka w je néjaka ,mala“ funkce. Plati

d ow 02 , 0w 0%w
a(UﬁLw)—E, @(UJFUJ)—U Jr@fU(U*l)ﬁLw

podle (2.115). Po dosazeni funkce (2.120) do pravé strany rovnice (2.113) tak dostaneme

8w 0w

_ 2
U(U*l)Jr@ﬁL(UﬁLw)(lfo’w)— @+(172U)w7w .
Ponévadz odchylku povazujeme za ,malou”, zanedbame kvadraticky ¢len w?. Odchylku w tedy

povazujeme za FeSeni okrajové tlohy

ow  Pw

g _ W 12 ¢ ¢

5 8w2+( Dw, t>0,0<z<, (2.121)
w(t,0) =0 =w(t,?), t>0.

Tuto dlohu budeme fesit Fourierovou metodou, tj. feSeni budeme hledat ve tvaru
w(t,z) =T ()X (z).
Po dosazeni do rovnice dostaneme
T'X =TX"+ (1 -20)TX,

neboli T X
— = —+1-2U.
T X *

Vyraz na levé strané nezavisi na prostorové proménné x, vyraz na pravé strané nezavisi na case
t; oba vyrazy jsou tedy rovny néjaké konstanté, feknéme —\. Funkce T je tedy feSenim obycejné
linearni rovnice prvniho fadu

T = —\T, (2.122)
a funkce X je feSenim obycejné linearni rovnice druhého fadu
- X"-(1-20)X = \X. (2.123)
Aby byly splnény okrajové podminky pro funkei w v tloze (2.121), mus{ platit
X(0)=0=X(). (2.124)

Funkce X je tedy fesenim Sturmovy-Liouvilleovy tdlohy (2.123), (2.124). Podle Veéty 3 v C.2
existuji vlastni hodnoty A\; < A2 < A3 < --- a k nim piislusné vlastni funkce Xi, Xo, X3,....
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Pritom funkce X; na intervalu (0, ¢) neméni znaménko. Ukdzeme, ze A\ > 0 (a v dusledku toho
jsou véechny vlastni hodnoty kladné).
Funkee X; splituje rovnici (2.123) s A = Ay, tedy pro ni plati

X{(2)+ (M +1-20(z)) X1 (z) = 0.
Tuto rovnost vyndsobime vyrazem U(x) a upravime na tvar
U(2)X{ (z) = U"(2)X1(x) = U(2)* X1 (2) = MU (2) X1 (2);

vyuzili jsme toho, ze funkce U spliiuje rovnici (2.115). Levou stranu zintegrujeme v mezich od 0
do ¢ a vyuzijeme faktu, ze funkce U, resp. X; spliiuje okrajové podminky (2.116), resp. (2.124).
Dostaneme

¢
/ 2)X{(z) = U"(2)X1(z))dz =
0

¢ ¢
= [U(x)X /UI 2) X1 (z)dz — [U'(z) X1 (x ng/U' )X (z)dx = 0.
0 0

To znamend, ze po integraci pravé strany ve stejnych mezich obdrzime rovnost

4 4
0/ U(x)* Xy (x)dz = N 0/ U(x) X (x)dz

Funkce U je uvnitf intervalu (0,¢) kladnd, funkce X; je zde nenulovd a neméni znaménko. To
znamena, ze oba integraly v posledni rovnosti jsou nenulové a maji stejné znaménko. Z toho dale
plyne, ze A1 > 0.

Sturmova-Liouvilleova tiloha (2.123), (2.124) m4 tedy vSechny vlastni hodnoty kladné. Jelikoz
fesen{ rovnice (2.122) s A = A je ddno rovnost{

Tk(ﬁ) = bke_/\kt,

kde by, je néjaka konstanta (zdvisld na pocateéni hodnoté), dostavdme reseni okrajové tlohy (2.121)
ve tvaru fady

x) = Z bre M X ().
k=1

Ponévadz jsou viechna \j, kladnd, jsou viechny exponencidlni funkce e™*#* klesajici s limitou 0, a
proto plati

lim w(t,z) =0

t—o0
pro viechna x € [0, ¢]. To znamend, ze ,mald“ odchylka od staciondrniho fesenf u,, v prubéhu ¢asu
neroste a v limité t — co vymizi. Reseni u,, je tedy asymptoticky stabilni.

Bifurkace v tloze (2.113), (2.114)
Na tlohu (2.113), (2.114) se muzeme divat jako na tilohu s jednim kladnym parametrem ¢. Dosazené
vysledky shrneme:

e Je-li ¢ < m, pak ma tloha (2.113), (2.114) jediné stacionarni feseni ug = 0, které je asympto-
ticky stabilni.

e Je-li £ > 7, pak mé tloha (2.113), (2.114) dvé staciondrni feseni. Prostorové homogenni
reSeni ug = 0 je nestabilni. Prostorové nehomogenni feseni u,, je dano vyrazem

un(t,z) = U(x),
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Obrézek 2.2: Stavovy prostor autonomniho systému (2.117) a trajektorie odpovidajici staciondrnim
fesenim tlohy (2.113), (2.125)

kde funkce U je FeSenim okrajové dlohy (2.115), (2.116). Je to nezdpornd ryze konkavni
funkce takova, ze

max{U(z): 0 <z </(} <1

Stacionarni feseni u,, je asymptoticky stabilni.

Rovnice s Robinovymi nebo Neumannovymi podminkami
Nyni se podivejme na feseni rovnice (2.113) na intervalu (0, £), které splituje okrajové podminky

%(t,()) = au(t,0), %(t,f) = —au(t,?), t>0, (2.125)
kde «a je nezaporné ¢islo. Pokud @ > 0, jedna se o Robinovy podminky, pokud a = 0, jedna se
o Neumannovy podminky:.

Opét budeme hladet stacionarni, prostorové homogenni nebo nehomogenni, feSeni rovnice
(2.113) s okrajovou podminou (2.125). V podstaté muzeme opakovat provedenou analyzu tilohy
(2.113), (2.114). Prostorove homogenn{ feseni je nulové. Prostorové nehomogenni feseni bude opét
fesenim obycejné rovnice (2.115), tentokrédt s okrajovou podminkou

U'(0) = al(0), U'(¢) = —al(f). (2.126)

Pocdtecni podminky pro feSeni systému (2.117) proto budou
V(0)=aU(0), V() =—-aU(). (2.127)

Trajektorie systému (2.117) odpovidajici staciondrnim fesenim ilohy (2.113), (2.125) lezi proto
v jistém zizeni stavového prostoru pro systém (2.117), konkrétné v mnoziné

{(U,V) 0<USLV|<al|V] < /314208 3U2)},
viz obr. 2.2.
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Trajektorie v okoli pocétku jsou opét (piiblizné) trajektoriemi linedrntho systému (2.119),
avSak v pripadé a > 0 s pocdteéni podminkou tvaru

. V() =e. (2.128)

Prvni slozka feseni dlohy (2.119), (2.128) je ddna rovnosti

ev1+a?

U(z) = é(cosz + asinz) = — cos(z — arctg ).

Odtud plyne, ze hodnota U(zg) je stejnd jako U(0) pro xg = 2arctga (tj. trajektorie zac¢inajici
v bodé (¢/a, €) skonéi v bodé (e/a, —¢) pro xg = 2 arctg ). Z toho je vidét, ze minimalni hodnota ¢,
pro niz mé tdloha (2.113), (2.125) prostorové nehomogenni staciondrni feseni je vétsi nez 2 arctg «;
pouzijeme oznaceni

lirit (@) = 2 arctg o

Pro a =1 je liuit = %ﬂ'.
Jesté si pripomenme, ze Dirichletovy podminky (2.114) jsou meznim piipadem Robinovych

podminek (2.125) pro a — oo. Plati

lim lgit(@) =2 lim arctga =7
—r 00 —r 00

v souladu s predchozim vysledkem pro Dirichletovu tlohu (2.113), (2.114).

V piipadé Neumannovych podminek (2.125) s @ = 0 zdegeneruje stavovy prostor systému
(2.117) na usecku

{(U,0): 0<U <1},

tj. V. =U’" =0 a tdloha (2.117), (2.127) m4 tedy pouze feSeni, kterd maji prvni slozku konstantni.
Jinak Teceno, uloha (2.113), (2.125) s Neumannovymi okrajovymi podminkami, o = 0, m4d jediné
konstantni, tj. prostorové homogenni, staciondrni feseni. Podle rovnice (2.115) jsou tato Feseni
Up =0 a u, = 1. Tato stacionarni feSeni existuji pro libovolnou nezdpornou hodnotu ¢; to je
v souladu s vlastnosti

i1_>mo lirit () = 2 oltli% arctga = 0.
Vysettit stabilitu nalezenych staciondrnich feseni ilohy (2.113), (2.125) 1ze analogickym zpuso-
bem jako v ptipadé tlohy (2.113), (2.114) s Dirichletovymi okrajovymi podminkami.
Ziskané vysledky diskuse staciondrnich feseni dlohy (2.113), (2.125) shrneme:

e Je-li @ = 0, pak jedind staciondrni Feseni tlohy (2.113), (2.125) jsou feseni prostorové ho-
mogenni ug = 0, u; = 1. Pfitom ug je nestabilni a uy je asymptoticky stabilni.

e Je-li @ > 0, pak ma dloha (2.113), (2.125) jediné prostorové homogenni staciondrni reseni
up = 0. Toto FeSenti je pro ¢ < 2 arctg a asymptoticky stabilni, pro ¢ > 2 arctg « je nestabilni.

e Jeliaw > 0al > 2arctg a, pak mé dloha (2.113), (2.125) prostorové nehomogenni stacionarni
feseni
un(t, z) = U(2),
kde U je teSenim okrajové tlohy (2.115), (2.126); je to nezdpornd konkdvni funkce takova,
ze

max{U(x): 0 <z </{} <1

Toto teseni je asymptoticky stabilni.
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B. Rovnice na pfimce — putujici vina

Budeme hledat nezdporné reseni rovnice (2.113) definované pro kazdé ¢ > 0 na neomezeném
intervalu (—oo, 00), které mé tvar putujici viny

u(t,z) = U(x — ct), (2.129)

kde ¢ je néjakd kladnéd konstanta, vyjadiujici rychlost této viny. Funkce U jedné proménné vy-
jadfuje tvar putujici viny. Budeme po ni pozadovat

UE) >0, lim U@E) =1, lim U®E) =0. (2.130)
§——o0 £—o0
Takové feseni modeluje invazi populace do neobsazeného prostiedi o jednotkové kapacité (0ziv-
nosti), nebo sifeni vyhodné allely v prostorové rozlozené populaci.
Reseni tvaru (2.129) musi spliiovat rovnici (2.113), tedy

2 2
Piay=Lvw-ay= e L= L) =)

ot Ox?  Ox?
a po dosazeni do rovnice (2.113)
—cU'(z —ct) =U"(x —ct) + Uz — ct) (1 = U(z — ct)).
To znamend, ze funkce U je feSenim autonomni rovnice druhého radu
U'=—-cU' +UU —1).

Tuto rovnici prepiseme standardnim zpusobem jako dvojrozmérny systém prvniho fdadu, tj. zave-
deme novou novou funkci V' vztahem V(£) = U’(€) pro £ € R. Dostaneme tak systém

U=V,
VI—UU — 1) — V. (2.131)
Tento systém ma dva rovnovazné (stacionarni) body (0,1) a (0,0). Resenf systému (2.131), jehoz
prvni slozka mé pozadované vlastnost (2.130), je ve ve stavovém prostoru reprezentovana hetero-
klinickou trajektorii, kterd vychézi z bodu (1,0), vstupuje do bodu (0,0) a neopusti polorovinu
U > 0. Budeme hledat podminky, za jakych takové heteroklinicka trajektorie existuje.

Varia¢ni matice systému (2.131) je

WOV = <2U0— 1 —10> '

Konkrétné
J(1,0) = ((1) 16) L detJ(1,0) = —1 <0,

coz znamena, ze stacionarni bod je sedlo. Pti kazdé hodnoté ¢ tedy existuje koneé¢né mnoho tra-
jektorii, které z bodu (1,0) vychdzi.
Déle

3(0,0) = (_01 _16) . detJ(0,0)=1>0, trJ(0,0)=—c<0.

Stacionarni bod (0,0) je tedy stabilni uzel (pro ¢ > 2) nebo ohnisko (pro ¢ < 2). Trajektorie do
bodu (0,0) vstupuji; fazové portréty systému (2.131) pro dvé ruzné hodnoty parametru c¢ jsou
zmézornény na Obrazku 2.3. Pokud by staciondrni bod (0,0) byl ohniskem, libovolnd trajektorie
by ho obfhala a tak se dostala nalevo od osy V; tim by byl porusen prvni z pozadavku (2.130).
Touto tvahou dostavame nutnou podminku

c>2 (2.132)
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Obrézek 2.3: Fézové portréty systému (2.131) pro dvé ruzné hodnoty parametru ¢; ¢ = 1 vlevo a
c = 2 vpravo.

pro existenci heteroklinické trajektorie systému (2.131) v poloroving U > 0, tj. pro existenci Feseni
rovnice (2.113) ve tvaru putujici viny.

Ukéazeme, ze podminka (2.132) je také dostatecnd pro existenci heteroklinické trajektorie
systému (2.131) spojujici staciondrni body (1,0) a (0,0). Ve stavovém prostoru systému (2.131)
uvazujme trojuhelnik

2
P:{(U,V):ogUgL——Ugvgo},
C

viz Obrazek 2.4. V jeho vrcholech (0,0) a (1,0) jsou staciondrni body. Ve vrcholu (1, —%) ma

vektorové pole urcené systémem (2.131) smeér (fg, 2), je tedy orientovano dovniti trojihelnika
P. Na vnititku ,horni“ odvésny je toto vektorové pole orientovano ,dolu“, na vnitiku ,pravé*
odvésny ,doleva“?. Vektor vnitini normaly k trojihelniku P na pfeponé V = —=U m4 soufadnice
(2,¢). Pro ‘

0<U«x<1, V:—%U, c>2

nyni plati

(2,¢)- (U, V') = (2,¢) - (—%U,U(U —1)+ 2U) = —%U +eUU —1) 4 2cU =

4 4
:cU2+(c——)Uch2+(2—§>U:cU2>O;
¢
skalarni soucin vektoru vnitini normaly a vektorového pole je kladny. To znamenad, ze 1ihel, ktery
svird vnitini norméla s vektorovym polem je ostry, takze vektorové pole je orientovano dovnitt
trojihelnika P. Celkem tak dostavame, ze trojuhelnik P je positivné invariantni mnozinou systému

(2.131).
Uvnitt trojuhelnika P neni zadny staciondarni bod. Podle Bendixsonova kriteria
0 0
= - 1) — - _
aUVJraV(U(U ) —cV) c<0

9Pfesnsji: ProU € (0,1) aV =0je U’ =0, V' = U(U — 1) < 0, takze vektorové pole urcené systémem (2.131)
2 2

je orientovano v zaporném sméru osy V. ProU =1 a V € <O7 77> je U < —= < 0, takze vektorové pole je
c c

orientovano v zaporném sméru osy U.

112



Obrazek 2.4: Positivné invariantni mnozina systému (2.131)

tam nenf ani zadny cyklus. Trajektorie vychazejici z okoli bodu (1,0) uvnitt trojihelnika P tak
musi skoncit ve staciondrnim bodeé (0, 0), tj. existuje heteroklinickd trajektorie spojujici staciondrni
body (1,0) a (0,0). Ta representuje feseni rovnice (2.113) ve tvaru putujici viny.

Na konci oddilu 2.4.2 jsme vidéli, ze ¢ = 2 je rychlost putujici vlny v linedrni rovnici reakce-
diftize (2.100) s pocédteéni podminkou tvaru Diracovy distribuce. Tato tloha je modelem §ifeni
malthusovsky rostouci populace v prostoru, ktera na pocatku byla koncentrovana v jediném bodé,
tedy zaujimala omezenou oblast. Populace rostouci logisticky se z omezené oblasti tézko muze
§irit do prostoru rychleji, nez populace rostouci exponencialné. Proto také pro rychlost ¢ postupu
putujici viny v rovnici (2.113) bude platit ¢ < 2.

Spolu s (2.132) tak dostdvdme ¢ = 2 jako rychlost putujici viny rovnice (2.113) s pocatecni
podminkou

u(0,2) = p(x) >0

takovou, ze ¢(z) = 0 pii |z| > R pro né&jakou hodnotu R.

2.4.3 Systém rovnic reakce-diftize — Turinguv jev
A. Rovnice na jednorozmérném prostoru s linearni reakci

Uvazujme soustavu dvou rovnic reakce-difiize s linearnimi reakénimi ¢leny

ou 0%u

8—; = DlaT; + ariur + arguz,

, b (2.133)
u u

2 = Dy——2 + agiuy + agauz,

ot 0x?

kde D1, Dy jsou kladné konstantni difuzivity, a;;, ¢, = 1,2, jsou redlné parametry. Spolu s timto
systémem uvazujme soustavu obyc¢ejnych linedrnich diferencialnich rovnic

du1
P ajiuy + ajgug,
(2.134)
d’LLQ +
—= =ag1u1 + aznu
1 21U1 22U2,

ktery popisuje reakci. Muzeme si predstavovat tfeba homogenni reakci dvou kapalin o koncen-
tracich u; a ug, v piipadé systému (2.133) jsou v néjaké vodorovné trubici, v piipadé systému
(2.134) prottepdvanych v kddince.

Pri oznaceni
A <a11 au) , D <1)1> 7 <U1>
az1 a22 Dy U9

113



1ze systémy (2.133) a (2.134) zapsat vektorove

0 T 0% d
au:D @quAu a Eu:Au.

Systém obycejnych rovnic (2.134) m4 staciondrni nulové feseni (u1,uz) = (0,0). Budeme o
ném predpokladat, ze je asymptoticky stabilni, tedy ze jsou splnény podminky

|A| = det 011 @12 = aj1a22 — aisaz1 >0, tr 011 @12 =a11 + age <0. (2.135)
a1 a2 a1 a2

Difize je proces, kterym dochazi k vyrovnavani koncentraci v uvazovaném prostoru. Lze tedy
otekédvat, ze nulové Feseni systému (2.133) bude stabilni — reagujici 14tky jsou spotiebovény, reakce
ustala v celém prostoru. Alan Turing vSak dokdzal'’, Ze tento intuitivni zavér neni vzdy spravny.
Ukdzeme, za jakych podminek je nulové feseni systému (2.133) s koeficienty spliiujicimi podminky
(2.135) nestabilni.

Nejprve systém prepiSeme do mirné vhodnéjstho tvaru. Zavedeme kladny bezrozmeérny para-
metr v, transformujeme nezdvisle proménné a zavedeme oznaceni:

1 1 Dy

T = —t, é‘ — x, d= . 2.136
v VD1 Dy ( )
Pak je
ou; Ot Ou; 1 Ou; .
— == =——-—, =12
ot ot or v Ot
Oui 060 (00w _ 1 0 1 ow\_ 10w .,
0x2  Ox0x \Ox Ox )  /yDy 0¢ \\/4D; 0¢ ) ~Dy 0¢2’ ~ 7
Po dosazeni do systému (2.133) a jednoduché tipravé dostaneme soustavu rovnic
ou;  0%u
6—71 = ?21 + 7 (anur + arzuz),
(2.137)
%—d%+ (a w1 +a u)
aor  oe 7y la21ul 22U2) .
Spolu s touto soustavou uvazujme homogenni okrajové podminky
D, (ul(T, )) =0=29; (’LLQ(T, )), i=12....m (2.138)

kde @1, ®s, ..., D, jsou linedrni funkciondly.
Predpoklddejme dale, ze okrajové podminky jsou takové, ze Sturmova-Liouvilleova rovnice

—X"=)X
s okrajovymi podminkami
®,(X)=0, j=1,2,....,m

mé spocetné mnoho nezapornych vlastnich hodnot Ai, Ao, ... s prislusnymi vlastnimi funkcemi
X1, Xs,.... Muzeme si predstavovat napf. rovnice na konetném intervalu s homogennimi Ro-
binovymi nebo s periodickymi okrajovymi podminkami. V takovém piipadé lze feSeni systému
(2.137) hledat ve tvaru

ur(m,€) =Y win(n)Xi(€),  ua(r,6) =D war(T) X ($). (2.139)
k=1 k=1

10A. TURING: The Chemical Basis of Morphogenesis, Philosophical Transactions of the Royal Society of London.
Series B, Biological Sciences 1952, vol. 237, no. 641, p. 37-72.
Autor tohoto ¢ldnku o morfogenezi je tentyz Alan Turing (1912-1954), ktery dosdhl vyznamnych vysledku v teorii
pravdépodobnosti, teorii grup, kvantové fyzice, teorii pocitacu a umélé inteligence, v kryptografii a ktery také
prolomil kéd pouzivany némeckym zarizenim Enigma v dobé druhé svétové vélky. To vse do 41. roku svého zivota.

114



Takto definované funkce splnuji okrajové podminky. Déle pro né plati

82’&1'

%(T, &) = wip(r)Xx(6), 6—62(7, &) = wi(MXP(€) == Mewi (1) Xi(§), i=1,2,
k=1 k=1 k=1

or

takze po dosazeni do systému (2.137), dostaneme

(Wi, — (ya11 — Ak) wik — Yar2war] Xi =0,
1

8 T

[why, — vaziwik — (yag2 — dAx) war] Xi =0.

k=1
Odtud a z linedrni nezavislosti vlastnich funkei X5, Xo,... plyne, ze bazové funkce w;, i = 1,2,
k=1,2,..., jsou feSenim linedrniho systému obyc¢ejnych diferencidlnich rovnic

wi, = (ya11 — Ak) Wik + ya12w2,
(2.140)

why, =Yag1wik + (Yaze — dAg) war, E=1,2,3,....

Tento systém sice obsahuje nekoneéné mnoho rovnic, ale ty nejsou mezi sebou vzajemné provazané.
Muzeme ho proto chépat jako spoc¢etné mnoho systému dvojrozmérnych. Kazdy z nich je jedno-
zna¢neé Fesitelny. To znamend, ze systém (2.137) s uvazovanymi okrajovymi podminkami skutecné
mé feseni tvaru (2.139).

Nulové feseni systému (2.137) bude nestabilni, pokud alesponi jeden z dvojrozmérnych systému
(2.140) bude mit nestabilni Feseni.

Z predpoklddané nezépornosti vlastniho ¢isla Ay a ze druhé z podminek (2.135) plyne

yai — Ak —aiz _ o
o ( ag1 Yaz2 — d/\k) = vlan +az) = A(l+d) <0,

nebot oba parametry v a d jsou kladné. Determinant k-tého dvojrozmérného subsystému (2.140)
je dan formuli

a — )\ a
det (7 171@21 ' 7a2z —12d)\k> = 7anaz — v(dain + azz) A + dAi —Y’azaz; =

= d/\% —v(dai1 + a22)\p + 72((111(122 —ai2a91) = d)\i —v(dai1 + a22)\p + ’72|A|-

Pokud je tento determinant kladny, pak je nulové stacionarni feseni tohoto subsystému stabilnim
uzlem nebo ohniskem. Nulové FeSeni proto muze byt nestabilni pouze tehdy, pokud je tento deter-
minant zdporny a tedy stacionarni bod je sedlem.

Oznacme

F(A) = d\* = y(dayy + azn)A +77(A| (2.141)
D = (dayy + az)? — 4d|A. (2.142)

Funkce F' je kvadraticka funkce proménné A, jeji prubéh na kladné poloose zavisi na znaménkéch
vyrazu D a dajy + asq, viz Obrazek 2.5. Funkce F' muze mit zdporné hodnoty pouze tehdy, kdyz

day1 + age >0, days + age > 4d|A|.

Tyto zdporné hodnoty lezi mezi koreny funkce F', tj. mezi hodnotami % (da11 + aso £ \/2_))

Dosazené vysledky muzeme shrnout:
Tvrzeni 5. Necht aj; + aze < 0 a |A| > 0. Pokud plati

1. day1 + a19 > 0,
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F F F
" \_/

A y(daiy +}zzz)/(2d) A

Vz‘A‘
72IA| \ 7(dax +‘a22)/(2d) /

day1 + age <0 dai1 + ags >0 dai1 + ass >0
(da11 + a22)2 < 4d|A| (da11 + a22)2 > 4d|A|

Obrazek 2.5: Prubéh funkce F' dané formuli (2.141) pro ruzné vztahy mezi parametry.

2. (dan + a22)2 > 4d|A|7

2

3. existuje vlastni ¢islo A\, operatoru 76—62 na prostoru funkei {X : ®;(X)=0,j=1,2,...,m}
takové, ze

daiy + az — VD - ﬁ < dayy + age + VD
2d y 2d ’
kde D je déno formulf (2.142),

pak je nulové Feseni tilohy (2.137), (2.138) nestabilni.

Veénujme jesté trochu pozornosti interpretaci parametri. Z nerovnosti
a1 +age <0< dajy +ag, d>0 (2.143)

plyne, ze pravé jedno z ¢isel ai1, ass je kladné a druhé je zdporné. Odtud a z podminky |A| =
aj1az2 > ajsa déle plyne, ze ¢isla aja, ag; maji opacnd znaménka. 7Z nerovnosti (2.143) také
plyne, ze pro ai; > 0 je d > 1, tj. vzhledem definici (2.136) symbolu d plati D1 < Ds, a pro
a9 > OJe d< 1, tJ Dy < Ds.

Pokud veli¢iny u; a us interpretujeme jako koncentrace néjakych chemickych latek, pak koefi-
cienty a12 a ag1 vyjadiujici jejich vzajemny vztah maji opactnd znaménka, coz znamena, ze jedna
z nich je aktivdtorem (katalyzdtorem) druhé, kterd je naopak inhibitorem prvni. Ponévadz i koefi-
cienty aq1 a ase maji opacna znaménka, je jedna z latek autoaktivitorem a druhd autoinhibitorem.
Autoaktiviator ma mensi difuzivitu nez autoinhibitor, proto se v prostoru §iti pomaleji.

Umély parametr v muzeme interpretovat prinejmensim tfemi zpusoby:

(i) Bezprostredné z tvaru systému (2.137) jako relativni silu reakénich ¢lenu vzhledem k difizi;
zvétSeni y zpusobi zvétseni koncentrace prvni latky, pokud aj1u; + ajous > 0, a podobné.

(ii) Pokud je oborem prostorové proménné x v systému (2.133) tsecka délky ¢, pak je podle
transformaéniho vztahu (2.136) oborem prostorové proménné ¢ v systému (2.137) tdsecka
délky L = £/\/yD;. Zvolime-li transformaci tak, aby oborem prostorové proménné v trans-
formovaném systému byla tsecka jednotkové délky, L = 1, pak

1
vi=Unt

To znamend, ze /7 je tmérna velikosti ptivodniho prostoru. Se zvétSovdnim prostoru se
zvétsuje .

(iii) Z transformacnich vztahu (2.136) muzeme také odvodit

dlez(g>j.
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To znamend, ze parametr v je také timérny pomeéru difuzivit d, s jeho zvétSenim se také
zvétsuje.
Aby mohla byt splnéna podminka 3. v Tvrzeni 5, je potfebné, aby podil Ay /v byl ,dostatecné
maly“. To vzhledem k interpretaci parametru v znamend, ze difize muze destabilizovat stabilni
rovnovahu reakce, pokud je reakce ,,dostatecné intenzivni“, nebo je prostor, v némz latky difunduji

ST

dostateéné velky“, nebo se autokatalyzator $if{ ,s vyrazné mensi* difuzivitou nez autoinhibitor.

B. Rovnice na jednorozmérném prostoru s nelinearni reakci

Uvazujme soustavu dvou rovnic reakce-difize s nelinedrnimi reakénimi ¢leny

9 0

5 = D15 + i),

) e (2.144)
%:D au; + fa(ur, uz),

kde D1, D5 jsou kladné konstantni difuzivity a fi, fo jsou diferencovatelné funkce dvou promén-
nych. Tuto soustavu budeme uvazovat pro ¢asovou proménnou ¢t > 0. Prostorova proménnd = bude
bud z kone¢ného intervalu (0, £) nebo bude libovolnd realnd. V prvnim pifpadé budeme spolu se
soustavou (2.144) uvazovat homogenni Neumannovy okrajové podminky

8u1 aul 8u2 aUQ
t =0= t, t =0= t, L t 2.14
10 =0= 2200, S20.0)=0="2(0, >0, (2.145)
ve druhém periodické okrajové podminky
ui(t,x) =ui(t,x +0), wua(t,x) =us(t,x+£), t>0, zeR. (2.146)

Soustavu rovnic (2.144) lze opét zapsat vektorove

0 T 0?
—u=D —u+ f(u).
ot Ox? Flu)

Pokud existuje nulovy bod u* = (u}, u3) zobrazeni f = (f1, f2), tj. fi(uf,ud) = 0= fo(uf,u?),
pak jsou konstantni funkce u; = u} a us = uj prostorové homogennim staciondrnim reSenim sou-
stavy. Soucasné je bod u* staciondrnim bodem autonomniho systému obycejnych diferencialnich

rovnic
du 1

E :fl(ulaU/Q)a
du
7 = falur, o).

Predpokladejme, ze se jedna o asymptoticky stabilni rovnovahu. Opét se ptame, za jakych podmi-
nek muze prostorové homogenni stacionarni feseni u = u™* systému (2.144) byt nestabilni. Proto
budeme vysetfovat chovéni feSeni v okoli Feseni staciondrniho (rovnovazného).

Zavedeme odchylku v = u — u™* od stacionarniho feseni. Podle Taylorovy véty plati

Ov;  Ouy 0%u;

ot = o = Diggr thilumuz) =
aQUi % % 0 i * % % 0 4 * % * *
= DG ) 05,05 )+ g o ) + O ) =
0%v; 5fl . dfi
_DZW By ——(ul,u3)vy + u 2(u1,u2)1}2+0(||v|| )

pro i = 1,2. Vyraz O( ||v||2) oznacujici Tayloruv zbytek, je ,zanedbatelné maly“, pokud je od-
chylka od stacionarniho feseni ,mald“. PT¥i oznaceni

afi

QAij = au i (ula Ug)
J
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tak dostavame, ze malé odchylky od prostorové homogenniho stacionarniho feseni systému se
vyvijeji jako feseni linedrniho systému rovnic reakce-difuze

Ov 0%v
a—tl = Dl%; + a11v1 + aizvz,
ou 0%
8—152 =D28722 + a21v1 + azvs.

To je stejny systém jako (2.133), stabilitu jeho staciondrniho nulového teseni jsme jiz vysetiovali.
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Cast II

Diferencialni rovnice se zpozdénim
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Kapitola 3

Jednoclenna linearni rovnice

Nejjednodussi model zpétnovazebni regulace

Predstavme si, ze mame zregulovat néjaky proces k néjakému zddoucimu vysledku. Jako ,paradig-
maticky® priklad byva v této souvislosti uvadéna regulace teploty vody ve sprse, viz obr. 3.1. Pro
sprchujici se osobu je néjaka teplota optimalni. Pokud na ni tece voda chladnéjsi, vychyli paku
baterie smérem k teplé vodé, pokud tece voda teplejsi, vychyli ji naopak. Cim je voda ledoveéjsi,
(nebo naopak horcejsi), tim vic pdku vychyli. Tuto situaci popiseme matematicky.

Oznaéme y teplotu vody proudici ze sprchy. Tato teplota se s ¢asem muze ménit, nebot spr-
chovand osoba manipuluje s pdkou baterie; tedy y = y(t). Ozna¢me déle « teplotu optimélni.
Budeme predpokladat, ze zména teploty (tj. derivace funkce y podle ¢asu) zpusobend regulaci
(tj. vychylenim pédky) je pifmo timérnd rozdilu aktudlni teploty od teploty optimdlni; koeficient
ameérnosti oznac¢ime 8. Dostdvame tak jednoduchou rovnost

Y o). (3.1)
Je-li teplota nizsi nez optimalni, tj. « —y > 0, teplotu zvétsujeme. To znamend, ze koeficient 3 je
kladny.

V rovnosti (3.1) nenf uveden ¢as. Zamysleme se nad nim. Necht ¢ ozna¢uje éasovy okamzik, ve
kterém voda o teploté y = y(t) protéka baterii. V témze okamziku ze sprchy vytékd voda, kterd
tekla pies baterii pied néjakou dobou; oznaéme tuto dobu 7. Casova prodleva 7 predstavuje ¢as,
za ktery voda protece od baterie k ruzici sprchy. Osoba reaguje na vodu ze sprchy, tedy na vodu
o teploté y(t — 7). Rovnost (3.1) tedy musime upfesnit, psit ji ve tvaru

dzé—it) = ﬂ(a—y(th)). (3.2)
Na tuto rovnost se muzeme divat jako na model vyvoje teploty vody v case, tj. teplotu y povazovat
za neznamou a (3.2) chdpat jako rovnici pro tuto funkei. Jednd se o obycejnou linedrni diferencidlni
rovnici proniho adu s jednim diskrétnim zpoZdénim. Obycejna diferencidlni rovnice prvniho fadu
je to proto, ze se v ni vyskytuje prvni derivace hledané funkce podle jeji jediné proménné, linearni
je proto, ze hledana funkce je na pravé strané v prvni mocning, s jednim diskrétnim zpozdénim
proto, ze zpozdéni (¢asové prodleva) T je piesné urceno a je jediné.

Ale ani rovnice (3.2) jesté nemusi byt adekvatnim modelem uvazované regulace. Zpozdéni muze
byt néjak ,rozmazané“. Voda nemusi proudit uplné rovnomeérné, jeji rychlost se muze s teplotou
nebo nastavenim regula¢ni paky néjak meénit; osoba nemusi na zménu teploty reagovat okamzité
a presné. Trochu technic¢téji feceno, zpozdéni 7 nemusi byt ,klasicka veli¢ina“, ale mize to byt
veli¢ina ndhodnd. Budeme ji povazovat za spojitou a jeji hustotu oznac¢ime w.

Diskrétni zpozdéni 7 muzeme povazovat za nahodné s nulovym rozptylem, za jeho hustotu
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mixer

Obrazek 3.1: Regulace teploty vody ve sprse. Symbol s oznacuje drahu, kterou voda urazi od
baterie (mixer), ¢ oznacuje délku trubky od baterie po ruzici sprchy. (Obrazek je z knihy V. KoL-
MANOVSKII, A. MYSHKIS: Applied Theory of Functional Differential Equations. Springer, 2010
reprint. )

muzeme povazovat Diracovu distribuci soustifedénou v bodé 7 a psat

yt—71) = / y(t —s)d(s —1)ds = / y(8)d(t —s—71)ds = / y(8)d(t — 7 — s)ds.

Je-li tedy zpozdéni ndhodnou veli¢inou s hustotou w, nahradime v rovnici (3.2) vyraz y(t — 7)
vyrazem
t

[ vopute - s

—0o0
Dostaneme tak obycejnou linedrni diferencialni rovnici s distribuovanym zpoZdénim

dlé_(f) =08|a-— / y(s)w(t — s)ds | . (3.3)

— 00

Tuto rovnici muzeme také Cist tak, ze aktudlni zména velic¢iny y zavisi na celé predchozi historii
této veliciny, od ¢asu —oo (Casu v temné minulosti, kam nedohlédneme, ¢asu od stvoieni svéta
nebo Velkého tiesku, pripadné ¢asu, pred kterym muzeme vliv modelované veli¢iny na jeji zménu
v soucasnosti zanedbat) po pritomny okamzik ¢. Funkce w pak vyjadiuje vdhu, s jakou mé minulost
vliv na soucasnost; presnéji: w(o) je vaha (intenzita, podil) vlivu okamziku o pred aktudlnim casem
t na zménu velikosti v case t.

Budeme ptredpoklddat, ze pritomnost je zcela vysledkem minulosti a budoucnost na ni nema
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zadny vliv. Funkce w tedy ma vlastnosti
w(s) =0 pro s <0, /w(s)ds =1. (3.4)
0

Rovnice (3.3) s funkei w spliujici podminky (3.4) se nazyva kauzdind nebo neanticipativni. Vzhle-
dem k prvni z vlastnost{ (3.4) muzeme rovnici (3.3) zapsat ve tvaru konvoluce
dy(t)

“ar :ﬁ(a—y*w(t))

nebo strucnéji
/

y' = Bla—y*xw).

3.1 Rovnice s diskrétnim zpozdénim

V rovnici s diskrétnim zpozdénim (3.2) jsou tii parametry «, 8, 7; parametr @ m4 stejny rozmeér
jako veli¢ina y, 7 md rozmér ¢asu a ( prevracené hodnoty ¢asu. Vhodnou zménou méritek (jed-
notek) veliciny y i ¢asu muzeme pocet parametru zredukovat o dva, tedy rovnici (3.2) trans-
formovat na rovnici s jedinym parametrem. Konkrétné, zacatek sledovani nebo regulace procesu
zvolime za pocéatek ¢asu a zménime jeho méritko tak, aby ¢as byl bezrozmérny; to muzeme udélat
dvéma prirozenymi zpusoby — ¢as vynasobit parametrem 3 nebo vydélit parametrem 7. ,,Cilovou*
hodnotu « veli¢iny y zvolime za poc¢dtek (nulovou hodnotu) a méfitko neménime; misto regulo-
vané veli¢iny uvazujeme jeji odchylku od pozadované hodnoty, ta mé stejny rozmér jako puvodni
veli¢ina'.

Ozna¢me na chvili ¢as symbolem s a dale ozna¢me sy okamzik, v némz za¢iname pozorovani
veli¢iny y. Rovnici (3.2) prepiseme

y'(s)=B(a—yls—7)), s>s0 (3.5)

a oznacime

a = B; (3.6)

bezrozmérny parametr a je kladny, a > 0.

1. transformace

Zvolime novou jednotku casu tak, ze polozime

1
t=—(s—50);
T

cas t je bezrozmérny a proces regulace zacne v case t = (0. Déle zavedeme novou stavovou
proménnou x vyjadiujici absolutni odchylku regulované velic¢iny od pozadované hodnoty « v case t,

x(t) = y(rt + s0) — av.
Pak je
2'(t) =1y (Tt + s0) = Tﬁ(a —y(rt + s — T)) = Tﬁ(a —y(r(t—1)+ so)) =
=78(a— (z(t — 1)+ a)) = —7Bz(t — 1).
Vzhledem k (3.6) tedy muzeme rovnici (3.5) zapsat ve tvaru

¥ =—az(t—1), t>0. (3.7)

1 Jinak fe¢eno, za novou regulovanou veli¢inu bereme y — a, tj. posunutou starou. Bezrozmérnou veli¢inu miizeme
&

,DEirozené“ ziskat jen v pripadé o # 0; pak by za novou veli¢inu bylo mozné zvolit y/a (relativni odchylku od
pozadované hodnoty) nebo y/a — 1.
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2. transformace

Nyni zavedeme bezrozmérny ¢as vztahem
t = B(s — so).

Vzdélenost regulované veliciny od pozadované hodnoty « v case t je tedy dana vyrazem

() = y(%t + so) —a.

Daéle je
2 (t) = 1 /<—t+s ) _ [ﬂ <a <lt+s 7))] =a-— (—(tﬂ¢)+s > =
= ﬁy 3 0 3 Y 3 0 = ) 3 0] =
= 71‘(t - 7_/8)5
takze rovnici (3.5) muzeme také prepsat ve tvaru
2(t)=—z(t —a), t>0. (3.8)

3.1.1 Reseni metodou kroki
Hleddme teseni rovnice (3.7) spojité na intervalu [0, 00), které spliiuje pocdateéni podminku
x(0) = 1. (3.9)

O funkei x( ), kterd je fesenim této lohy budeme déle predpoklddat, Ze je definovdna na celém
intervalu (—oo, 00) a spliiuje podminku

xz(t)=0 prot<D0. (3.10)

Tato tloha popisuje situaci, kdy uvazovana veli¢ina byla v pocateénim case ¢ = 0 néjakym impul-
sem vychylena z pozadovaného stavu a prislusnou vychylku povazujeme za jednotkovou.
Pro t € [0,1) je funkce z(-) fesenim pocatecni tlohy pro obycejnou diferencidlni rovnici

2'(t) =0, x(0)=1,
tedy x(t) = 1. To znamend, ze pro ¢ € [1,2) je z(t — 1) = 1. Déle

lim z(t) = 1.

t—1—

Na intervalu [1,2) je tedy funkce z(-) FeSenim pocatecn{ tilohy

tedy z(t) =1 —a(t —1). Prot € [2,3) nyni plati (¢t — 1) =1 —a(t — 2) a je

lim z(¢t) = lim (1-a(t—1))=1-a.

t—2— t2—
Na tomto intervalu je tedy funkce x(-) feSenim pocdteéni ilohy
Z(t)=-a(l—a(t—2))=—-a+d*(t—-2), z(2)=1-a,
COZ znamena, ze
2

x(t)1a+/(a+a2(s2))ds1aa(t2)+%2(t2)21a(t1)+%(t2)2.
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Analogicky postupujeme ddle. Pro t € [3,4) je

z(t)12a+%+/<a+a2(52)%(53)2>ds
3
7172a+—2—a(t73)+%2((t—2) 1)—%?@73) =
:l—a(t—1)+%2(t72)27%i(t—3)3.

7 dosavadnich vysledku muzeme hédat, ze pro t € [n,n + 1), kde n € N, plati

a2 a3 o o [t i .
z(t) = 1fa(t71)+?(t72)27E(t73)3+ﬂ(t74)4+~ . ~+(71)"H(t—n)” = Z(fl)zﬁ(tfz‘)z,
=0

kde [£] oznacuje celou ¢ést z redlného ¢isla €. Ovérime, ze tato funkce je skuteéné Fesenim tlohy
(3.7), (3.9), (3.10).

Prot € [0,1) je 2(t) = 1 a to je podle provedenych vypoctu feSenim tlohy. Pro kazdé ¢ > 1,
t ¢ N plati

1] ;
9”'(”52““3““ i 1+Z T iy | =
R . |
:121(*1)1(@'—1) (=)~ :*az t7171) — an(t—1).
Déle je
sl—igl—x(t) - 51—13{1— 1=1, sgr{l+$(t) sl—i>ql+ (1-a(s—1)) =1,

takze funkce z(-) je v bodé t =1 spojitd. Prot > 1, t € N plati t = [t] a

t—1 i t—1 Z
. . i - 1)t —
T ()= T (-1 - ) = 301
=0 =0
t -ai . t -ai . t—1 -ai .
S 0 = i S o= = 3 G0 = e

tedy
sl—lgl— .’L'(t) - sligl—i- .’L'(t)

a funkce z(-) je v bodé t € N spojitd. Déle

t—1 3 t—1 3
. ! 1 _1\¢ .
Jm @) = lim 2 (-5,
1=0

_oayiel
(E— 1) = T 2'(0)
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Obrazek 3.2: Fundamentélni feseni (3.11) rovnice (3.7) pro ruzné hodnoty parametru a.

coz znamend, ze funkce x(-) ma v bodé ¢ € N spojitou derivaci. Celkem je tedy funkce x(-)
spojitd pro kazdé t > 0 a s vyjimkou jediného bodu t = 1 ma spojitou prvni derivaci a spliuje
diferencidlni rovnici (3.7).

Analogickymi vypocty se lze presvedéit, ze feseni x( - ) dlohy (3.7), (3.9), (3.10) m4 v kazdém
bodé t = n € N spojitou derivaci az do Fadu n — 1. Redeni je tedy funkce, kterd je po ¢astech
polynomem. V kazdém z intervalu tvaru [n,n + 1) se vak jednd o polynom jiného stupné; stupen
polynomu se zvétsuje s rostouci hodnotou nezavisle proménné ¢t. Navic s rostoucim ¢ také vzrusta
hladkost funkce, roste fad derivace, kterou mé funkce spojitou.

Reseni tlohy (3.7), (3.9), (3.10) nazveme fundamentdini feseni rovnice (3.7) a oznacfme ho
E(-). Je tedy
[*] i

k(t) = 2(71)1‘;—!(154)1} (3.11)

=0

Prubéh fundamentdlniho feseni rovnice (3.7) pro nékolik ruznych hodnot parametru a je zobrazeno
na obr. 3.2. Vidime, 7e feseni muze k nule konvergovat monotonné ale ruzné rychle (s parametrem
a rostoucim od nuly k jisté hodnoté roste i rychlost konvergence), muze k ni konvergovat s vice
¢i méné tlumenymi oscilacemi (s parametrem a rostoucim v jistych mezich roste i amplituda
tlumenych oscilaci), ale také muze kolem ni oscilovat s konstantni nebo rostouci amplitudou (pro
dostateéné velkou hodnotu parametru a).

3.1.2 Reseni pomoci Laplaceovy transformace

Prestavme si, ze zndme vyvoj uvazované velic¢iny po jistou dobu v minulosti a chceme ho uréit pro
budoucnost. Presnéji feceno, predpokladejme, ze zndme feseni rovnice (3.7) na intervalu [—1,0] a
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chceme znat feSeni pro ¢ > 0. Hleddme tedy feseni tlohy

2 (t) = —ax(t—1), t>0,
#() = (), Li<i<o, (3.12)

kde ¢ : [-1,0] — R je integrabilni funkce.
Integraci rovnice v mezich od 0 do ¢ a s vyuzitim poc¢ateéni podminky x(0) = ¢(0) dostaneme

t t—1

o(t) = 2(0) ~a [ als = 1ds = ¢(0) ~a [ #(s)ds = (0) ~a / p(ods —a [ als)s

0 -1

Oznac¢me

j2(t)] = |9(0) — a / p(e)ds —a [ a(s)ds| < |(0) ~a / p(e)ds| +a [ fa(s)]ds <

(=)

<M+a/|x(s)|ds.
0

Podle Gronwallova lemmatu (viz napt. J. KALAS, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU,
Brno 2001, str. 19) tedy plati [z(¢)| < Me®. To znamena, ze feseni tilohy je funkce exponencidlniho
fadu, a proto muze existovat jeho Laplaceuv obraz (presnéji: funkce formélné zapsand jako La-
placeuv obraz feseni je definovédna alespon v okoli nekoneéna). Proto budeme feseni hledat pomoci
Laplaceovy transformace.

Laplaceova transformace levé strany rovnice (3.12) je sLx(s) — ¢(0) a jeji pravé strany

- a/z(t —1)e *dt = —a/z(t)e_s(t"'l)dt =
0 1

0 oo 0
= —ae”? /cp(t)e*Stdth/z(t)e*Stdt = faefs/gp(t)e*“dtfae*s[,x(s).
=1 0 S

7 transformované tlohy
0
sLx(s) —¢(0) = —ae™? / o(t)e st dt — ae™*La(s)
Z1

tedy dostaneme Laplacetv obraz fesen{ tlohy (3.12) ve tvaru

0
La(s) = H# (0) — ae™* / p(t)etdt | . (3.13)

Pokud je pocatecni funkce ¢ tvaru



pak fesend tloha (3.12) je jiz vyTesenou dlohou (3.7), (3.9), (3.10). V takovém piipadeé je

1
L =——="/Lk 3.14
#(s) = ——— = Lh(s), (314)
kde k(-) je fundamentdlni feseni rovnice (3.7) dané formul{ (3.11).
Ozna¢me na chvili

0, jinak.
Pak je
0 1 [e%s)
e ? / o(t)e tdt = e* / ot —1)estDqt = / @(t)e stdt = L@(s).
-1 0 0

Dosazenim tohoto vysledku a (3.14) do vyjadreni (3.13) dostaneme
La(s) = Lk(s)(9(0) — ali(s) = $(0)Lk(s) — aLd(s)Lh(s).
Ponévadz soucin Laplaceovych obrazu funkci je Laplaceovym obrazem konvoluce funkei, plati
La(s) = ¢(0)Lk(s) — alp = k(s) = L((0)k — a@ * k) (s).
To znamend, ze Fesen{ tlohy (3.12) je ddno formul{
x(t) = p(0)k(t) — ap * k(t).

Jesté upravime konvoluci na pravé strané rovnosti:

P xk(t) = /cﬁ(s)k(t —s)ds = /cp(s — 1)k(t — s)ds.
0 0

Dostavame tak fesen{ tlohy (3.12) ve tvaru
1
z(t) = e(0)k(t) — a/k:(t — 8)p(s — 1)ds. (3.15)
0

3.1.3 Charakteristicka rovnice

Rovnice (3.7) je linedrni homogenni, splituje princip superpozice. To napovidd, ze by mohla mit
feseni tvaru x(t) = e, kde ) je zatim nezndmd hodnota. Dosadime toto vyjadieni do rovnice

(3.7),
Ae)\t _ 7aek(t—1)

a po vynasobeni vyrazem e~ dostaneme charakteristickou rovnici
A +ae ™ =0; (3.16)

jeji feseni se nazyva charakteristicky koren.
Piipomenme, ze ¢islo £ je n-ndsobnym kotenem rovnice f(§) = 0, pokud plat{

F© =0, f"€) =0, ... f"" V) =0, F(€) #0;
je-li n =1, mluvime o jednoduchém kotenu.

Tvrzeni 6. Kazd4 z funkci z(t) = t/e’, j = 0,1,2,...,n— 1 je feenim rovnice (3.7) prave tehdy,
kdyz A je n-ndsobnym kofenem charakteristické rovnice (3.16).
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Diukaz: Ponévadz predpokladdame a > 0, neni A = 0 kofenem charakteristické rovnice.
Oznac¢me h(\) levou stranu charakteristické rovnice (3.16). Pak

h(A) =X +ae ™, K(\) =1—ae ™, B"(\) = ae™, D (\) = (=1)7ae™ pro j =2,3,....

Nechf L je operator, ktery diferencovatelné funkci x definované na intervalu (—oo,o0) piiradi
funkci Lz danou vztahem

Lx(t) = 2'(t) + azx(t — 1).

Pak L je linedrni operdtor a jeho jadrem jsou diferencovatelnd teseni rovnice (3.7), tj. Lx = 0
prave tehdy, kdyz x je feSenim rovnice (3.7).
Bud k € {1,2,...,n — 1}. S vyuzitim binomické véty dostaneme

Liker = kth=1eM 4 XtFeM 4 q(t — 1)FeMt—D =

k
k . .
At k k—1 ~A b
=e A+ kit + ae ) tRTI(=1) | =
§Q><>

k
= eM (/\Jrae*)‘)thr(lfae )tkl AZ<>lfkj )j =
j=
k

k
k o
At k k—1 k—31(5) Xt k—3j1,(9)
= RO + W' (\)kt + t*IRW(N\) | = ) tTTIRY(N),
e nov S (5)emoon ) =3 (8) dmoron

Jj=2 J=0

a s vyuzitim Leibnizovy formule pro vypocet vyssi derivace souc¢inu funkci dostaneme

o* MBI\ = ~ (k R (A AV ~ (k R k=i At — At ~ [k =i p ) (A
o (M0) =2 (G ) 1P Ngrme = 2\ M= (; -
7=0 7=0 7=0
Celkem tedy
VAR
Lt%e h(A
O (@)
pro libovolné k € {0,1,2,...,n—1} (pro k = 0 je totiz tento vztah splnén trividlné). To znamens,
7e funkce x(t) = t*e* je Fesenim rovnice (3.7) prave tehdy, kdyz je alesponn k-ndsobnym koienem
rovnice
eMh(\) =0
ktera je ekvivalentni s rovnici charakteristickou (3.16). O

Dusledek 2. Md-li charakteristickd rovnice (3.16) komplexni n-ndsobnd koren A = a+ Si, pak md
také n-ndsobnij koren X = a— Bi a funkce x(t) = t2e cos ft, x(t) = t?e*sin Bt, j = 0,1,...,n—1
jsou Tedenim rovnice (3.7)

Dukaz: Je-li @ 4+ i n-ndsobnym kofenem charakteristické rovnice (3.16) a h je funkce zavedend
v dukazu predchoziho tvrzeni, pak

h9 (o + Bi) = (—1)7ae”*(cos B — isin B) = (—1)7ae™*(cos(—B) +isin(—3)) = b (a — Bi),
j=0,1,...,n—1.

Odtud plyne prvni tvrzeni. Druhé tvrzeni nyni plyne z principu superpozice, nebot
#16% cos Bt = 1 (e<a+m>t 4 e(mﬁi)t) 1% sin Bt = 1 (e<a+m>t _ e(mﬁi)t) -
2 ’ 2i
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Obrézek 3.3: Grafické zndzornéni charakteristické rovnice (3.16) pro ruzné hodnoty parametru a.

Charakteristickou rovnici (3.16) muzeme piepsat ve tvaru
ae™ = -\

Grafem pravé strany je osa druhého a ctvrtého kvadrantu, grafem levé strany je klesajici ex-
ponencidla. Ta muze osu druhého kvadrantu protinat ve dvou bodech (charakteristickd rovnice
mé dva redlné ruzné koteny A1, A2), muze se ji dotykat (charakteristickd rovnice mé dvojndsobny
redlny koten A*), nebo s ni nemit zadny spoleény bod (charakteristickd rovnice nemé redlny kofen),
viz obr. 3.3.
Najdeme kritickou hodnotu ay,ity parametru a, pro kterou ma charakteristicka rovnice dvoj-
nasobny realny koten \*. Hodnoty ay,it a A* jsou feSenim soustavy rovnic
. d «
- * -2 -2
Aerit € = -\ — Akrite” " = —Qkrit€ = —1.
krit D\ it krit
Tedy A= —1, ayit = e L,
Nyni mtzeme zformulovat prvni vysledek: Pokud parametr a spliiuje podminky 0 < a < e~ !,
pak existuje monotonni feseni x = x(t) rovnice (3.7) takové, ze
li t) =0.
.70
Charakteristickd rovnice (3.16) muze také mit komplexni kofeny tvaru A = a + fi. Ty sa-
moziejmé rovnici splnuji, tj.

a+ Bi+ae”%(cos B —isinf) = 0.
Porovnanim reilné a imaginarni ¢asti dostaneme soustavu rovnic

a = —ae"“cos 3,

B =ae *sinp (3.17)

pro redlné hodnoty «, . Bezprostiedné je vidét, ze s kazdym fesenim («, 3) je také dvojice (a, — )
feSenim této soustavy. Staci se tedy omezit na hledani feseni s 5 > 0.

Piimym vypocCtem ovérime, ze pro a = %ﬂ' mé soustava (3.17) feseni « = 0, § = %ﬂ'. Pro
hodnotu parametru a = %7‘( tedy existuji periodickd Feseni rovnice (3.7)

z(t) =cosimt a x(t) = sinirt.
Soustavu rovnic (3.17) muzeme déle upravit na tvar

o = —fcotg B,

sin 3
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Obrazek 3.4: Grafické feseni soustavy rovnic (3.17), tj. hleddn{ komplexnich kofenu charakteristické
rovnice (3.16).

v jehoz pravych strandch se objevuje pouze nezndmd (. VySetiime prubéh pravych stran, které
budeme povazovat za funkce nezavisle proménné 3. Vysledek je na obr. 3.4. Tento obrazek muzeme
vyuzit tak, ze pro zvolenou hodnotu parametru a najdeme piislusné hodnoty S (jako prvni
soutradnice prusec¢iku pifmky rovnobéziné s vodorovnou osou ve vysce a s Cervenymi Carami).
K témto hodnotdm /3 najdeme hodnoty « (jako druhou soutadnici modré ¢ary v prislusné hodnote
B). Na obrézku 3.4 je takto zndzornéna nejmensi hodnota 5 odpovidajici hodnoté a = %w ak
nému prislusnd hodnota o = 0.

Z obrézku 3.4 je vidét, ze pro libovolnou hodnotu a > 0 existuje nekone¢né mnoho dvojic (a, f),
které vyhovuji rovnicim (3.17). To znamend, Ze rovnice (3.7) ma nekoneéné mnoho nezdvislych
oscilatorickych feseni. Dale pro hodnoty a > %77‘ existuje dvojice (a, §) vyhovujici rovnicim (3.17)
takovd, ze a > 0. To znamen4, ze pro a > %7‘( existuje feseni rovnice (3.7), které osciluje s rostouct
amplitudou.

Ponévadz rovnice (3.7) spliiuje princip superpozice, mnozina jejich feseni tvori vektorovy pro-
stor. Provedené ivahy vsak ukazuji, ze tento prostor nemé kone¢nou dimenzi.

3.2 Rovnice s distribuovanym zpozdénim

Uvazujme rovnici (3.3) s vdhovou funkel w spliujici podminky (3.4). Parametr § mé rozmeér
prevracené hodnoty Casu a parametr o mé stejny rozmér jako regulovana veli¢ina y. ,,Vaha mi-
nulosti“ w je bezrozmérna veli¢ina a je souc¢asné hustotou nezaporné nahodné veli¢iny ,zpozdéni
signalu, ktery urcuje regulaci veliciny y“. Oznacme jeji stfedni hodnotu symbolem 7, tj.

rzfm@m=7w@m
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a plati 7 > 0; hodnota 7 predstavuje ocekavané zpozdeéni signalu potfebného k regulaci veli¢iny y.
Podobné jako v pfipadé rovnice s diskrétnim zpozdénim zavedeme novou stavovou proménnou
x = x(t) jako (absolutni) odchylku regulované veliciny y od cilové hodnoty «,

t t t

Rovnice (3.3) je tedy ekvivalentni s rovnici
¢
()= -3 / z(s)w(t — s)ds, (3.18)

nebo strucnéji s rovnici, jejiz prava strana je ve tvaru konvoluce

2 = —fBr*w.
Tato rovnice vypadd jako obyc¢ejna diferencialni rovnice pro neznamou funkci x, na jejiz pravé
strané se nezavisle proménnd explicitné nevyskytuje; jedna se tedy o rovnici ,,svého druhu auto-
nomni“. Transformovand rovnice formédlné obsahuje jediny parametr 8. OvSem dalsi parametry
jsou skryty ve vahové funkci w; pfinejmensim je v ni implicitné obsazeno ocekavané zpozdéni
signalu 7.

Jako pocdtecni podminku k rovnici (3.18) je potfebné zadat vsechny hodnoty hledané funkce
x az do pocateéniho ¢asu tg, tj. podminku

z(t) = ¢(t), t<to. (3.19)

Nyni zvolime ty = 0 a specidlni poc¢atecni funkci ¢, konkrétné

0, t<0
t) = ’ ’ 3.20
p(t) {L P (3:20)

Integraci rovnice (3.18) podle ¢asu v mezich od 0 po ¢ dostaneme

mwumgj ]z@w@gm do =
0

=z(0) — ﬁ/t /O z(s)w(o — s)ds + /Ux(s)w(a —s)ds | do.
0 \-oo 0

Pokud funkce 2 spliuje pocatetni podminku (3.19) s funkef ¢ danou predpisem (3.20), pak plati
t o
z(t)y=1-— ﬂ/ /z(s)w(o —s)ds | do. (3.21)
0 \o
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Zavedeme funkci W vztahem
W(s) = /w(o)do = / w(o)do.
0

Pokud vahovou funkci w interpretujeme jako hustotu pravdépodobnosti nahodné veli¢iny ,,zpozdé-
ni regula¢niho signalu®, pak funkce W predstavuje distribuéni funkci této nahodné veliciny.

Nyni v dvojndsobném integrélu na pravé strané rovnosti (3.21) zménime potadi integrace a
integral upravime,

/t /Uz(s)w(tf —5)ds | do = /t /tx(s)w(g — s)do | ds =

0 0 0 s
t t t t—s t

:/z(s) /w(afs)do ds:/:c(s) /w(a)da ds:/:c(s)W(tfs)ds.
0 0 0 0

S
Celkem tak dostavame vysledek, ze feSeni pocatecni tlohy

t

' (t) = —ﬂ_f z(s)w(t — s)ds, t >0,

(0) =
(t)

pro diferencidlni rovnici s distribuovanym zpozdénim je soucasné fesenim integralni rovnice

t=0,

T 1,
T 0, t<0

t
x(t) + ﬁ/x(s)W(t —s)ds = 1.
0
3.2.1 Distribuované zpozdéni typu I’

V rovnici (3.18) zvolime specidlni vdhovou funkci w, konkrétné hustotu gama rozdéleni pravde-
podobnosti,

kde « a p jsou kladné parametry. Tato funkce mé vlastnosti (3.4). Ndhodnou veli¢inu T' s hustotou
g% interpretujeme jako zpozdéni signdlu. Ocekavand (stiedni) doba zpozdéni 7 je

aP ) aP 1 o p T X
ET = /Sgg s)ds = /e_a‘ss”ds = [——e_o‘ssp] + —/e_%sp_lds =
1= ) ) \ [ e
0 0 0
P
_r / & gasgp—lgg = P /gg(s)ds = 2,
o () «Q «
0 0
druhy moment ndhodné veliciny T je
P , P 1 > I
/5292(8)&9 - /e_%spﬂds N [—e_o‘ssp"’l} er_—i- /e_a‘sspds =
J I) J e [a oo

1 o? T 1 T 1 1
= prla /sef‘”sp*lds = ptl /sgg(s)ds = ptl ET = L + )p’
a T(p) o a a?
0 0
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Obrazek 3.5: Hustota gama rozdéleni pravdépodobnosti s parametry p = a = n € N pro nékolik
hodnot n.

takze rozptyl zpozdéni je roven

2
varT:ETQ—(ET)QZL—’—Ql)p_(p) P
«

Zejména pro p = a = n € N plati

n _ n'" —ns _n—1 _ : _ N l _
gn(s)—i(nil)!e s, ET =1, nl;n;ovarT—nli}ngon =0.

To znamend, ze posloupnost funkei {g/"},° | je vytvofujici posloupnosti Diracovy distribuce sou-
stfedéné v bodé 1. Grafy hustot g, pro nékolik hodnot parametru n jsou zobrazeny na obrazku
3.5.

Transformace rovnice na rovnici s bezrozmérnym casem

Vzhledem k tomu, ze 7 = ET = p/«, muzeme ve vyjadieni vahové funkce g2 psat zlomek p/7
misto parametru a. Vahova funkce tedy bude

P e” TPl = P’ e 7 (f)pi1 = lgp (f)
7T (p T TP\ 7

qs

w(s) = g7, (s) =

~—~
3
=

—

=

a rovnice (3.18) ziskd tvar

S
’ B p(S—0
Z'(s) =— z(o do; 3.22
©=-2 [0 (%) an (3.22)
— 00
piseme symbol z misto z a s misto t. Zménou méritka o — 70 v integracni proménné tuto rovnici
prepiSeme
s/t
s—TO
() — i
Z'(s)=— z(to do.
=5 [ e (77

— 00

Nyni zavedeme bezrozmérnou nezdvisle proménnou ¢ vztahem s = 7t a oznac¢ime x(t) = z(7t).

Pak
t t
t —
Z'(t) =712 (1t) = —78 / z(to)gh (ﬂ) do = -3t / z(0)gh(t — o)do.
T
Znovu pouzijeme oznaceni (3.6). Rovnice (3.22) se pak transformuje na rovnici

t

Z'(t) = —a / z(s)gh(t — s)ds (3.23)

— 00
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s bezrozmérnym ¢asem t a s bezrozmérnymi parametry a, p. Také tuto rovnici lze prepsat v kratsim

tvaru s konvoluci na pravé strané

I P
T = —ax *g,.

Pokud zvolime p € N, muzeme rovnici (3.7) s diskrétnim zpozdénim povazovat za limitni pripad
rovnice (3.23) s distribuovanym zpozdénim pro p — oo.

Piiklad: ReSeni rovnice (3.23) s parametrem p =1

Hustota gama rozdéleni pravdépodobnosti s parametry p = a = 1 je klesajici exponencialni funkce,
g1(s) = e~*. Uvazujme tedy pocateéni tilohu

t
a'(t)=—a [ z(s)e"(t=9ds, t>0,

Pak je

v =20~ [ alseds =at) - y(0)

a dale plati
0

x(0) = ¢(0), y(0) = / o(s)e’ds. (3.24)

Funkce z a y tedy splinuji soustavu obyc¢ejnych linearnich diferencialnich rovnic

T = —ay
/

y =x-Yy
s pocatetnimi podminkami (3.24). Tato pocdtecni tiloha je ekvivalentni s poc¢dteénim problémem
pro oby¢ejnou linedrni homogenni rovnici druhého fadu s konstantnim koeficientem

0
2" + 1’ +ax =0, z(0) = ¢(0), 2'(0) = —a / p(s)eds,

— 00

ktery ma jediné reseni

A
((p(O)cosh%\/l—émt—i— ﬁsinh%\/l—élat) ezt a<
() = { (p(0) + 3At) e~ 3", a=1,
A 1
((p(O)cos%\/éla—lt—i— ﬁsin%\/éla—lt) e~ 3t a> 1,

kde jsme oznagcili
0

A= ¢(0) — 2a / p(s)e’ds.

— 00
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Tato funkce je soucasné fesenim dané tlohy. Plati pro ni

li t) =
Am, () =0
a funkce z je v okoli nekone¢na monotonni (pro a < 1), nebo osciluje kolem 0 (pro a > 1).

Z vysledku vypoctu vidime, ze regulace pomoci zpétné vazby s exponencidlné klesajicim vlivem
minulosti, vede vzdy k dosazeni zddaného cilového stavu; pii jeho dosahovani se mohou objevit tlu-
mené oscilace — pokud ,intenzita regulovani® je ptilis velkd, nebo regulaci ovliviiuje ptilis vzdélena
minulost.

Charakteristickd rovnice a nestabilita

Rovnice (3.23) splituje princip superpozice, jak se muzeme snadno presvédéit primym vypoétem.
Proto zkusime hledat jeji fegeni ve tvaru exponencialni funkce x(t) = e*. Takové feseni musi

splnovat rovnost
t

M =2/ (t) = —a / eMgh(t — s)ds,

— 00

tedy pro A € R, A > —p a p > 1 bude platit

t

o0 _ » oo
A=—a / ef/\(tfs)gg(t —s)ds = —a/efAsgg(s)ds = Fc(zp /ef()‘ﬂ”)ssp*lds =
0 0

)

— 00

o0

ap? [ 1 —(A+p)s p1:| b— 1/ —(A+p)s p—2
= — (§] S + — € S ds =
I'(p) A+p =0 AtPY
o0 p 7 1
(A +p(p-1) +p A+p I(p—1)
0 0

N P
= /g s)ds = —a L
)\er aen(® Ap)
0

nebot gflzl) je hustotou rozdéleni pravdépodobnosti. Analogickym vypoéctem se lze piesvédéit, ze
odvozend rovnost platii pro p = 1 a také pro A komplexni s redlnou ¢asti vétsi nez —p. Dostavame
tak charakteristickou rovnici prislusnou k rovnici (3.23) ve tvaru

AA+p)? +ap? = 0. (3.25)

7 provedenych vypoctu je ziejmé, ze pro kazdy koien A této rovnice je exponencialni funkce z,
x(t) = e fesenim diferencidlni rovnice s distribuovanym zpozdénim (3.23).

Pokud je parametr p prirozené ¢islo, pak je charakteristickd rovnice (3.25) rovnici algebraickou
stupné p 4+ 1. Pak muzeme vysSetfit standardnimi metodami, napt. uzitim Hurwitzova kritéria, za
jakych podminek mé kofeny s kladnou redlnou ¢asti, tedy za jakych podminek je nulové feseni
rovnice (3.23) nestabilni. Vysledky pro nékolik hodnot parametru p jsou shrnuty v ndsledujic
tabulce:

a>32(5v/2—7) =22742
a> L (75 -15) =2,0879

p | dostateéna podminka nestability
2 a>4

3 a> % =26667

4

5
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Ekvivalence rovnice (3.23) se systémem obycejnych linedrnich rovnic
Necht p € N a uvazujme pocatecni ilohu pro rovnici s distribuovanym zpozdénim

2/ (t) = —alo 2(s)gp(t — s)ds, >0, (3.26)

R . ‘ |
:p((j2)!sj G- )ep =p (gl (s) —gi(s)), J=2.3,....p.

Necht nyn{ funkce x = z(t) je Fesenim tlohy (3.26). Polozme

w(®) =20, 0= [aG@gt-sds j=12.p

Pak plati
0
y0(0) = ¢(0), y;(0) = / @(s)g{;(t —s)ds, j=1,2,...,p, (3.27)
déle

t

yo(t) = —a / z(s)gh(t — s)ds = —ay,(t)

— 00

a s vyuzitim odvozenych identit pro funkce gj, dostaneme

(0 =o0930) + [ #(s)3-gb(e — s)ds =pa(t) —p [ al5)gh(t = 5)ds = plun(t) (1),
030 = 2(053(0) + [ 2(6)eaj(t—)ds =p [ 2(5) (60— 9) — gt — ) ds =

=py—1(t) —y;(t), 7=2,3...,p.

To znamend, ze funkce yo, y1, . . ., yp jsou fesenim systému obycejnych homogennich diferenciélnich

rovnic s konstantnimi koeficienty

;o
99 = —ayp, (3.28)
J



a s poc¢dtecnimi podminkami (3.27). Tuto pocédtecéni tlohu muzeme zapsat v obvyklém vektorovém
tvaru

!

Yo 0 0 0 0 —a Yo Y0(0) ©(0)

Y1 p -p 0 ... 0 0 Y1 y1(0) © * gé(O)
Yo B 0O p -p ... 0 0 Yo y2(0) | e 9,(0)
Yp-1 0 0 0 - 0 | |y Yp—1(0) @ *gb=1(0)
Yp 0 0 0 p P Yp Yyp(0) @ * gb(0)

(3.29)
Nultd slozka Feseni tohoto systému je Fesenim pocdtecni ilohy (3.26).
Jesté si muzeme vsimnout, ze charakteristicka rovnice piislusnd k systému obycejnych linear-
nich rovnic (3.29) je tvaru (3.25).
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Kapitola 4

Model vékové strukturované
populace

V uvodu ke Kapitole 1 jsme jako model vyvoje vékové strukturované populace zkonstruovali
McKendrickovu-von Foersterovu rovnici

ou Ou

W 4.1
8t+8a pla)u, t>0,a>0 (4.1)

s pocatecni podminkou
u(0,a) = ¢(a), a>0 (4.2)

a okrajovou podminkou
u(t,0) /6 u(t,£)dg, t>0. (4.3)

Hodnota u(t, 0) vyjadiuje hustotu jedincu (nebo samic) véku a v ¢ase ¢, kladné funkce p je vékove
specifickd imrtnost a nezaporna funkce g je vékové specifickd porodnost.
Zavédime vekové specifickou miru preZiti (age-specific survivorship) ¢ vztahem

— [ ue)de
) =e 2"O%

Pii tomto oznacen{ jsme v 1.3.4 odvodili, ze tiloha (4.1), (4.2), (4.3) mé Teeni dané rovnost{

u(t,a) = (4.4)
(t —a)l(a), t>a,
kde funkce x je feSsenim integralni rovnice
t
(eE+t)
= — &)d d .
O/ﬂ(t Ot~ &)z §+/ﬂ§+t et (15)

znamé jako Lotkova rovnice obnovy.

vz

Budeme se zabyvat podrobngjsi interpretaci a rozsitenim téchto vysledku.

Specificka mira pieziti

Nejprve si povSimnéme, ze pro vékové specifickou miru preziti £ plati



Funkce £ je tedy fesenim Cauchyovy tlohy pro obycejnou diferencidlni rovnici
de
da

Vénujme se interpretaci této funkce.

Za novorozence budeme povazovat jedince, ktery mé veék z intervalu [0, ), kde « je néjaké
ymalé“ kladné ¢islo. Mnozstvi novorozencu v ¢ase t je tedy

—u(a)t, £(0)=1. (4.6)

o
N(t,0,a) = /u(t,s)ds.
0
Mnozstvi jedincu, ktefi byli v ¢ase ¢t novorozenci a dozili se véku a je
ata
N(t+a,a,«a)= / u(t + a, s)ds.
a

Podle véty o stiedni hodnoté integralniho poctu existuji ¢isla 91,95 € [0, 1] takovd, ze

[e} a+a
/u(t, s)ds = au(t, aty), / u(t, s)ds = au(t,a + adq).
0 a

Klasickou pravdépodobnost, ze se jedinec dozije véku a nyni vyjadiime podilem

N(t+a,a,0)  u(t,a+ ad)
N(t,0,0)  u(t,ad)

Pomoci feseni (4.4) tlohy (4.1), (4.2), (4.3) a s vyuzitim pocdteéni podminky v tloze (4.6)
vypocitame limitu

i N(t+a,a,a) ult+a,a) zt)l(a) ta).

a=0  N(t,0,a) u(t,0) z(t)€(0)
Specifickd mira preziti £(a) tedy vyjadiuje pravdépodobnost, ze se jedinec dozije véku a. Pro
ap € [0,a] vyjadiuje podil

t(a)

£(ao)
podminénou pravdépodobnost, ze se jedinec dozije véku a za podminky, ze se jiz dozil véku ag.
Resenf (4.4) tlohy (4.1), (4.2), (4.3) 1ze tedy &ist tak, ze (ocekdvand) hustota jedincti véku a v case
t je rovna hustoté jedincu, ktefi méli pred ¢asem ¢ vék a —t a casového okamziku ¢ se dozili. Slovo
Lhustota® v predchozi vété lze nahradit slovem ,,mnozstvi®.

Hodnota ag, pro kterou plati {(ay) = %, piredstavuje jakysi ,,polocas preziti“, tj. vék, do

kterého polovina kohorty vymfe.

Obvykly prubéh vékové specifické imrtnosti ;1 pro prirozenou lidskou populaci je zndzornén
na Obrazku 1.1 — pomérné velka timrtnost novorozencu rychle klesne na néjakou malou kladnou
hodnotu, feknéme o, po vétsinu zivota na této hodnoté zustavd a v seniu prudce naroste (po
Sedesdatce se holt umird i bez koronaviru).

Dobu vysoké novorozenecké timrtnosti budeme povazovat za zanedbatelné kratkou a podivame
se na pribéh tmrtnosti od dosazeni minima po. V aplikacich (v pojisfovnictvi) byva pouZivdna
Gompertzova tmrtnost pg, kterd je definovana vztahem

e (a) = poe™, (47)
kde & je kladny koeficient. Piislusnd Gompertzova mira preziti je

a

lc(a) = exp f/uoe“gdf = exp {% (1- em)} .
0
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Obrézek 4.1: a) Prubéh Gompertzovy specifické tinrtnosti pg a prislusné miry preziti £;. b) Mozny
prubéh specifické miry preziti (stupnice na svislé ose je logaritmickd).

Hodnoty konstant x a pg se obvykle voli jako
1 In2
R = —_—, = —_—,
ag Ho ag (e — 1)
Gompertzova mira preziti pak zavisi na jediném parametru az. Pii této volbé plati

(olanm) exp{ 22 (4 e“H/“H)} =1

e—1

v souladu s definici hodnoty ap. Prubéh Gompertzovy imrtnosti a miry preziti je zndzornén na
Obrézku 4.1 a).
U populace jinych zivocichu muze prubéh specifické miry preziti vypadat i jinak. Rozlisime tii
jejl typy, viz Obrézek 4.1 b).
I. Vétsina jedincu se dozije jistého véku a pak ve velké mite umiraji. Typickym predstavitelem
takovych populaci jsou velei savei (véetneé clovéka), prikladem je zminénd Gompertzova mira
preziti.

II. Umrtnost je konstantni po celou dobu zivota, u(a) = const. To je typické napf. pro malé
ptéaky.

III. Umrtnost je na zacatku zivota velka a s postupujicim vékem klesa. Tato situace je typicka
pro ryby (mnoho potéru, mélo vzrostlych ryb) nebo nékteré plazy.

Ezxkurs: V teorii preziti (teorii spolehlivosti) je zdkladnim pojmem ndhodnd veli¢ina T' vyjadiujici cas
do smrti (poruchy) zvand doba preziti (survival time). Funkce ¢ je pravdépodobnost, ze se jedinec dozije
véku a. Proto distribuéni funkce ndhodné veliciny 7' je

Pl <a)=1-P(T >a)=1—{(a).
Funkce ¢ je v této teorii nazyvdna funkce preZiti (survivor function), specifickd dmrtnost u se nazyva
a
rizikovd funkce (hazard function) a jeji integral [ p(€)d€ je nazyvéan kumulativnd rizikovd funkce (integrated
0

hazard). Hodnota am se nazyva medidn preZiti (median survival time).

Derivace distribuéni funkce ndhodné veliciny 7', tedy jeji hustota, je podle (4.6) rovna pf. Stiedni
hodnota veli¢iny T' nazyvand stredni délka Zivota nebo océekdvand doba doziti (life expectancy) je déna
vyrazem

ET = /au(a)é(a)da.
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Vékoveé stabilizovana populace

V sekei 1.3.4 jsme odvodili, Ze rovnice (4.1) s okrajovou podminkou (4.3) ma strukturné stabili-
zované feseni

u(t,a) = Cl(a)e e,

kde C je hustota novorozencu v ¢ase t = 0. Hodnota A je feSenim rovnice
1=o(\) = /B(S)E(s)e_)‘sds.
0
Celkova velikost vékové stabilizované populace je ddna integralem
/ u(t,&)de = CeM / 0(&)e M de.
0 0

Hodnota A tedy vyjadiuje (Malthusovsky) koeficient rustu. Funkce w dand predpisem
w(a) = {(a)e™ (4.8)

popisuje stabilizovanou strukturu populace (distribuci véku). Trochu podrobnéji: Mnozstvi jedincu
ve véku od a; do as a mnozstvi v8ech jedincu v ¢ase t je ddno integraly

/ CeMw(g)de  a / CeMw(€)de.
ay 0

To znamend, 7e (klasickd) pravdépodobnost jevu ,ndhodné vybrany jedinec z populace bude mit
vék mezi a; a a2 je dana podilem téchto integralu a tedy je rovna

az

Jw(©)de  ay 0

a1 :/ w(a) da:/ l(a)e™ e da.
Jw(©)ds 4, gw(f)df a1 gﬂ(f)e—kfdg

0

7 této tvahy plyne, ze funkce nezavisle proménné a dana piredpisem

l(a)e= e _ w(a)
Off(é)e”ﬁ(ﬁ gw(f)df

je hustotou spojité ndhodné veliciny ,vék jedince ze strukturné stabilizované populace®.
V zavéru 1.3.4 jsme odvodili, Ze pro rustovy koeficient \ plati

®(0) >1 = X >0 (populace roste), ®(0) <1 = X <0 (populace vymira).

Odtud plyne, ze hodnota

Ry = 0(0) = / B(s)e(s)ds,
0

zvand, ¢istd mira reprodukce (net reproduction rate)' uréuje, zda populace vymira nebo roste.
Integrovana funkce je specifickd porodnost ,diskontovand“ pravdépodobnosti preziti. Vyjadiuje
tedy ocekavany pocet potomku, ktery jedinec ,vyprodukuje“ za cely svuj zivot.

INezaménovat s nyni populdrnim koeficientem Rg pouzivanym v epidemiologickych modelech!
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Pro funkci w danou predpisem (4.8) podle (4.6) plati
w'(a) = 'e ™ — M(a)e ™ = —(p(a) + N)L(a)e™ .

Pokud tedy A > 0 (populace nevymird), je w’'(a) < 0 a funkce w je klesajici. To znamend, ze
v nevymirajici populaci jsou novorozenci nejpocetnéjsi skupinou, s rostoucim vékem zastoupeni
jedincu klesa.

Zvolme nyni pevné cas t a vék a. Pti nasledujici tvaze budeme predpokladat, ze populace
m4 stabilizovanou vékovou strukturu a roste, tj. A > 0. Hodnota §(a), zhruba fFeceno, vyjadiuje
mnozstvi novorozencu, které ,vyprodukuje“ jedinec véku a za jednotku ¢asu. Hodnota

vyjadiuje ocekdvany (stiedn{) po¢et novorozencu, které tento jedinec ,,vyprodukuje® v ¢ase t+s—a,
kdy bude mit vék s; jednd se o pocet novorozencu ,,vyprodukovanych“ za jednotku ¢asu jedincem
véku s ndsobeny pravdépodobnosti, ze tento jedinec v ¢ase ¢ zil a mél v ném vék a. V ¢aset+s—a
vsak bude populace e*5~9krat vétsi, nez v case t; relativni prispévek téchto novorozenct v case
t + s — a k velikosti populace tedy bude e**~®krit mensi, nez by byl v ¢ase t. Z téchto Gvah
uzavieme, ze hodnota
{(s 1
ﬂ(s> % eA(s—a)

vyjadiuje oc¢ekavany relativni ptispévek jedince, ktery mél v ¢ase t vék a k reprodukci popu-
lace (k ,produkci“ potomstva). Z téchto duvodu definujeme reprodukcnd hodnotu jedince véku a
(reproductive value of an individual of age a) jako

by s e/\a 3 o0
v(a) = / ﬂ(5>%e“s")ds = 7@ / B(s)0(s)e>*ds = ﬁ / B(s)0(s)e>ds,

tj. otekdvany relativni pocet novorozencu, kterym jedinec véku a pfispéje k velikosti populace az
do konce svého zivota.

Ergodi¢énost a omezena adekvatnost modelu

Z4dny mnohobunéény organismus nezije neomezené dlouho. Existuje tedy néjaky (druhove spe-
cificky) maximélni mozny vék apax. Ten je charakterizovan vlastnosti, ze pro vék a > apax a
libovolny ¢as ¢ by mélo platit u(t,a) = 0. Ovsem v piipadé, ze pocatecni funkee ¢ je nenulova (coz
je jediny rozumny piipad), existuje néjaky vék ag takovy, ze p(ag) > 0. Pak také pro libovolné
a > anax @ prot = a — ag plati
t(a)
u(t,a) w(ao)ﬂ(ao) > 0.

Model tedy neni plné realisticky a jeho pouzitelnost je omezend. Tento nedostatek vsak neni
nikterak zasadni. Pro dostateéné velké a totiz plati

f(a) (p(GO)ei{'u(g)dE < <p(a0) —afmin

l(ag)  L(ao) ~ {(ao) ’

u(t, a) = p(ao)
kde
Hmin = min {p(a) : a > 0}.

Funkce p je kladnd a v okoli nekonecna neklesajici. Proto pimin > 0 a

lim u(t,a) =0.

a— o0
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Pro dostateéné velky vék a je hodnota u(t,a) mald a pravdépodobnost, ze néjaky jedinec bude
mit tento veliky vék a > anax, je zanedbatelnd.

V kazdém rozumném piipadé vsak bude pocatecni funkce ¢ a specifickd porodnost § mit
vlastnost

a>amax = ¢(a) =0=p(a).

Pro t > anax > a podle (4.4) a (4.5) nyni plati
u(t,a) = x(t — a)l(a),

kde x je feSenim rovnice
¢
0= [ 8-ttt - 9a(o)c.
0

To znamend, ze pro ,dostatetné dlouhy cas“ fesenf tilohy (4.1), (4.2), (4.3) nezavisi explicitné na
pocateénim stavu. Rovnice, kterd ma tuto vlastnost, se nazyva ergodickd.

4.1 Dvojpohlavni populace

Uvazujme populaci slozenou ze samic a samcu rozmanitého véku. Samice a samci mohou vytvorit
pary, sparovand dvojice muze ,,vyprodukovat“ potomky. Jedinec muze byt soucasti nejvyse jednoho
paru.

Oznaéme us = ug(t, ) hustotu samic véku x v case t, sf = s¢(t,2) hustotu nespdrovanych
(single) samic véku = v ¢ase ¢, Uy = um(t,y) hustotu samcu véku y v case t, sy = sm(t,m)
hustotu nespdrovanych samcu véku y v case t, ¢(t, x,y) hustotu paru tvorenych samici véku z a
samcem véku y v case t. Integrély

0\8

oo
c(t,x,y)dy, resp. /ct:z:y
0

vyjadiuji hustotu paru, v nichz je samice véku z, resp. samec véku y. Stavové veliciny jsou tedy
vazany vztahy

se(t,x) = ue(t,x) — / (t,x,y)dy, sm(t,y) =um(t,y)— / c(t,z,y)d (4.9)
0 0

Zavedeme déle vékove specifickou timrtnost samcu py, = pum(y) a samic pur = pe(z), specifickou
plodnost 8 = S(z,y) paru tvorenou samici véku x a samcem véku y a primdrni pomér pohlav{
p. Funkce py, a pe jsou kladné, funkce S je nezdpornd. Parametr p je z intervalu (0,1) a inter-
pretujeme ho tak, ze podil samic¢ek mezi vSemi novorozenci je roven p. Analogicky jako v pripadé
jednopohlavni populace je vyvoj hustoty samic popsan rovnici

6Uf an
— +—=- t>0 0 4.10
Bn + 90 (@) ug, >0, x> ( )
s pocatecni podminkou
ur(0,2) = ¢e(x), x>0 (4.11)
a okrajovou podminkou
:p//ﬂ c(t,x, z)dzdy, t>0; (4.12)
0 0
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funkce ¢ vyjadiuje poc¢dtecéni hustotu samic. Podobné pro hustotu samci muzeme napsat rovnici
s pocatecni a okrajovou podminkou:

Ouy  Oupy

v + Da = —lm(Y)tm, >0, x>0, (4.13)

um(0,y) = em(y), y >0, (4.14)

ug(t,0) = (1 —p)//ﬁ(m,z)c(t,x,z)dxdy, t>0. (4.15)
00

Jesté zbyva popsat vyvoj hustoty paru c.

Dynamika part
Je ziejmé ze pro kratky casovy interval délky At plati
c(t+ At x+ At,y+ At) = ¢(t, x, y) — zaniklé pary +vzniklé pary = c(t, x, y) — oc(t, z, y) At + M At,

kde o je koeficient zdniku pdri a M je funkce manzelstvi (marriage function) nebo funkce part-
nerstvi (mating function).

Koeficient zaniku o zavisi na véku partnertu tvoricich par. K zaniku paru dochézi proto, ze
jeden z partneru zemfe nebo se partnefi rozejdou. Tedy

o =o(z,y) = pe(@) + pm(y) +0(2, ). (4.16)

funkce 6 = 6(x,y) je specifickd mira rozchodu (divorse rate), vyjadiuje pravdépodobnost, 7ze se par
tvofeny samici véku x a samcem véku y rozejde béhem ¢asového intervalu jednotkové délky.

Funkce partnerstvi M vyjadiuje hustotu (a tim i mnozstvi) para vzniklych za jednotku casu.
Zavisi jednak na véku samcu a samic, ktefi par vytvori, a také na jejich ,dostupnosti“, tj. na
mnozstvi volnych samic a samct pifsluného véku.? Tedy

M = M(ZL', Y, st, Sm) = M(Z', Y, Sf(tv SC), Sm(ta y))
Pro ¢asovou zménu hustoty paru tak dostavame rovnost
c(t+ At,x + Aty + At) = e(t,x,y) — o(x, y)c(t, z, y) At + M (z,y, St, Sm)AtL.

Soucasné podle Taylorovy véty plati (pfipomenme si, ze At = Az = Ay)

0 0 0
c(t+ Atz + Aty + At) = c(t, z,y) + 8_§(t’ x,y)AL + a—c(t, x, y)At + a—c(t, z,y)At + O(AL?).
€T Y
Odtud dostavame, ze hustota paru spliuje parcidlni diferencidlni rovnici
%Jr%ng—;:fo(:c,y)anM(x,y,Sf,sm), t>0, x>0, y>0. (4.17)

Spolu s touto rovnici uvazujeme pocateéni podminku
c(0,z,y) =¥(z,y), =>0,y>0, (4.18)

kde funkce ¥ vyjadiuje pocateéni hustotu paru. Dédle budeme predpokladat, ze novorozenci pary
netvoii. Tento predpoklad zapiseme jako okrajovou podminku

c(t,0,y) =0=c(t,2,0), t>0, 2>0, y>0. (4.19)

Model vyvoje vékove strukturované dvoupohlavni populace je tedy tvoren systémem ti{ parcidl-
nich diferencidlnich rovnic (4.10), (4.13), (4.17) s poc¢atetnimi podminkami (4.11), (4.14), (4.18) a
s okrajovymi podminkami (4.12), (4.15), (4.19). Funkce s¢ a sy, jsou ddny rovnostmi (4.9), funkce
o je dédna rovnosti (4.16). Funkce partnerstvi M je dosud neurcena.

2Funkce M je funkei étyf proménnych z,, s¢, Sm. OvSem hodnota s¢ zavisi na t a x, hodnota sy, zévisi na t a
y. Hodnota M tedy zavisi na tfech proménnych x,y,t.
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Funkce partnerstvi

Funkce M vystupujici v rovnici (4.17) musi mit ndsledujici ,,pfirozené“ vlastnosti.

P1) Nemuze vznikat méné nez zadny par (rozpad pdru je popsan linedrnim ¢lenem na pravé
strané rovnice (4.17)), hustoty samic i samcu také nemohou byt zadporné:

M : [0,00)* = [0, 00).

P2) Pokud v populaci nejsou zddné ,,volné“ samice nebo zadni ,volni* sameci, pak nemtze zadny
par vzniknout:

M(x,y,O,sm) =0= M(SC,y,Sf,())

P3) Pokud se stejné zméni pocet ,volnych* samic i samet, mnozstvi nove vzniklych paru se zmén{
,héjak imeérné” této zmeéné. Jednoduse uvazovano, pokud se zdvojnasobi pocet volnych samic
véku x a volnych samet véku y, pak se také zdvojndsobi mnozstvi paru vyjadienych hustotou
¢(x,y). Trochu obecnéji zapsdno M (x,y, ase, asm) = aM (x,y, S, Sm)-

U skuteénych populaci tento vztah nemusi byt takto jednoduchy. Je-1i populace velka, muze
byt snazsi setkani jedincu opac¢ného pohlavi a narust poctu paru je vétsi nez zvétSeni «
mnozstvi ,volnych® jedincu (projevi se Alleho efekt). Nebo naopak, ve velké populaci jsou
jiz zdroje spotifebované natolik, ze je mélo energie na tvorbu paru a narust je mensi nez «
(projevi se vnitrodruhové konkurence).

Obecné postulujeme, ze funkce M je homogenni fadu r > 0 ve tfeti a ¢tvrté proménné:

M (z,y, ast, asm) = " M(x,y, S¢, Sm)-

P4) Celkové mnozstvi nové vzniklych part, v nichz je samice véku x, nemuze byt vétsi, nez bylo
mnozstvi ,volnych® samic tohoto véku. Analogické tvrzeni plati pro samce, tj.

/M :c Y, se(t, ), sm(t,y))dy < s¢(t,x) /M :c Y, se(t, ), sm(t,y))dx < sm(t,y).
0 0

Témto postuldtim vyhovuji (a v aplikacich byly pouzivany) napt. funkce

— minimum M (x,y, $¢, Sm) = o(x,y) min {sf, sm },

SfSm

— harmonicky pramér M(x,y, s¢, $Sm) = 20(x, y)T,
Sf Sm

SfSm

———— O0<gqg< 1.
qst + (1 — q)sm 1

— wdZeny harmonicky prumér M (x,y, s¢, Sm) = o(x,y)
Pritom ¢ je néjaka funkce s hodnotami mezi nulou a jednic¢kou. Lze ji interpretovat jako pravde-
podobnost, ze potencidlni par skute¢né vznikne. VSechny tyto funkce jsou homogenni fadu 1.
Funkce minimum v piipadé o = 1 vyjadiuje skutecnost, ze zadny jedinec, pro néhoz existuje
partner/ka piislusného véku, nezustane nespérovin/a.

Pod pojmem ,par“ si nemusime predstavovat pary trvalé. Muze jit o kratkodobé spojeni jen
za ucelem produkce potomku. V takovém ptipadé lze v pripadé vazeného harmonického prumeéru
pripustit i hodnoty ¢ = 0 (vSechny samice jsou oplozeny) nebo ¢ = 1 (v8ichni samci realizuji své
geny).

Postuldty P1)-P4) jesté plné nevystihuji ,fungovdni manzelského trhu“. ,Volné“ samice a
,wvolni“ samci predstavuji nabidkovou stranu tohoto ,,trhu®, vzniklé pary poptavkovou. A na tomto
Ltrhu® existuje konkurence. Z téchto duvodu priddme dva dalsi pozadavky:
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P5) Zvyseni nabidky vyvold zvyseni poptavky. Podrobnéji, pokud se zvétsi mnozstvi ,volnych®
samic a samcu jistych vékovych kategorii, pak se zvétsi (nebo aspon nezmensi) mnozstvi
vzniklych paru téchto vékovych kategorii. Tj. pokud pro néjaké hodnoty 1, x2, y1, y2 takové,
ze r1 < T2 a Y1 < Yo, pro néjaké ¢t a pro funkce s¢, S, S¢, Sy plati

se(t, @) {_

pak pro tato x1,x2,vy1, Y2, t, St, Sm, S, Sm také plati

IN
o

m(tay) pro x € [yla yQ]’
m(t,y)  prox & [y1,ye]

VAR BV AN

tz) proa ¢ [or, )

|

w
&
=

¢(t,z) proax € [x1,x2], o st y){g
m )

Y2 x2 Y2 T2

//M(:c,y,sf(t,z),sm(t,x))d:cdyg//M(z,y,gf(t,x),gm(t,z))dzdy.

Y1 x1 Y1 z1

P6) ,Volni“ jedinci jistého véku konkuruji ,,volnym* jedinctuim véku jiného. Podrobnéji, mnozstv{
vzniklych pért néjaké vekové kategorie samic a samcu se zmens{ (nebo aspon nezvétsi),
pokud se zvysi ,nabidka“ ,volnych“ jedincu jinych vékovych kategorii. Tj. pokud pro néjaka
T1,%2,Y1, Y2 takova, ze 1 < x2 a Y1 < Y2, pro néjaké t a pro funkce sg, sy, St, Sy plati

< 5¢(t,z)  prox & [x1, 9] m(t,y)  prox & [y1, 2]

=3 t, (6] € , 5 =35 t7 o S ) )
Sf(t’x){ se(t,z)  prox € [r1,22], Sm(t,y){ fm( y) prox € [y1,ys]
< S

pak pro tato x1,x2,y1,¥Y2,t, Sf, Sm, Sf, Sm také plati

Y2 x2 Y2 T2

//M(x,y,sf(t,x),sm(t,x))dxdy2//M(w,y,§f(t,x),§m(t,x))dxdy.

Y1 x1 Y1 T1
Piikladem funkce, kterd spliiuje vSechny postulity P1)-P6) je Hadelerova funkce

s¢(t, ) Sm (t, x)
Se(t. ¢ + [ st n)dn

M (x,y, st,5m) = M(t,2,y) = 20(x,y)

Jedn4 se o analogii harmonického primeéru; k oznaceni nezavisle proménnych sr. pozndmku ? pod
carou na str. 147.

4.2 Populace s porodnosti nebo tiimrtnosti zavislou na jeji
velikosti

Celkové velikost populace N = N(t) v case t je dédna integrélem hustoty
N(t) = /u(t,a)da. (4.20)

V populaci se mohou projevovat néjaké vnitrodruhové vztahy, konkurence nebo mutualismus. Tuto
skutecnost lze vyjadrit tak, ze zdkladni charakteristiky populace — specificka plodnost a specificka
umrtnost — zavis{ kromé véku na celkové velikosti populace. Misto rovnice (4.1) s podminkami
(4.2), (4.3) modelujeme vyvoj populace rovnici

ou Ou
EJF% =—pu(a,N)u, t>0, a>0, (4.21)
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s pocatecni podminkou
u(0,a) = ¢(a), a>0, (4.22)

a okrajovymi podminkami

= /B(S,N)u(t,s)ds, N(t) = /u(t,a)da, t>0.
0 0

Podivame se podrobnéji na tii specialni pripady této tlohy pro nelinearni parcidlni diferencialni
rovnici prvniho Fadu.

4.2.1 Porodnost i imrtnost zavislé pouze na velikosti populace, nikoliv
na véku

Uvazujme porodnost 8 = S(NN) a tumrtnost p = p(N) nezdvislé na véku (nejsou vékove specifické),
ale z&vislé na celkové velikosti populace. V tomto piipadeé se rovnice (4.21) zjednodus{ na tvar

Ju  Ou
5 + P —u(N)u, t>0,a>0. (4.23)

Pocétecni podminkou je rovnost (4.22), jedna okrajovd podminka je

:/ﬂ(N)u(t,s)ds, £>0 (4.24)
0

a jako druhd zustava (4.20).
Je prirozené predpoklddat, ze lim w(t,a) = 0 pro kazdé ¢, tj. Zze v populaci neexistuji nesmrteln{
—00

jedinci. Za tohoto predpokladu integrujme levou strany rovnice podle véku a s vyuzitim okrajovych
podminek dostaneme

[ (out,a)  dult,a)\ ., [ ou(ta) N
/( 5t + 5a da—/ ot da + [u(t,a)] 00 3_/ Yda — u(t,0) =
0 0 0

Integrace pravé strany rovnice (4.23) ddva

—/M(N(t))u(t,a)da = —n(N(@))N(®).
0

Celkem dostavame obycejnou diferencidlni rovnici pro neznamou funkci N
N’ = (B(N) — u(N))N. (4.25)
Tato rovnice méa evidentné stacionarni feSeni N(¢) = 0, tzv. extinkéni rovnovahu, kdy zadny

jedinec neexistuje a tedy se populace nijak nevyviji.
Konkrétni modely dostaneme specifikaci funkei 5 a pu.

150



Porodnost vétsi nez imrtnost a vnitrodruhova konkurence

Porodnost prevysujici imrtnost pii malych populaénich hustotach zajisti rust populace. Naproti
tomu vnitrodruhova konkurence zmensuje porodnost nebo zvétsuje imrtnost pti zvétsujici se po-
pulaci (,nebo* je samoziejme klasickd logickd spojka, neni vylucovaci). Tyto predpoklady zapiseme

formalné jako relace
dg du
— <0, — >0. 4.2
wO0) <BO), Fy =0 7520 (4.26)
7 monotonnosti funkci 8 a p nyni plyne existence jejich limit v nevlastnim bodé oo; limita funkce
[ muze byt nevlastni.

Pokud
Boo = lim B(N) > pioo = lim p(N),
N—o0 N—o0

pak 0 = Boo — oo > 0 a N > 0N a tedy N(t) > Noe®, coz znamend, ze feseni rovnice (4.25)
neomezene roste,

tlggo N(t) = 0.
Pokud naopak
oo = lim B(N) < pioc = lim_p(N), (4.27)
pak existuje hodnota N* > 0 takova, ze
BIN) = p(N") a (B(N) = p(N))(N-N")<0 (4.28)

(nakreslete si obrazek). Odtud plyne, Ze rovnice (4.25) mé asymptoticky stabiln{ staciondrni resen{
N(t) = N*, oblast pritazeni tohoto TeSeni je cely interval (0, c0). Extinkéni rovnovdha N =0 je v
tomto pripadé nestabilni. Tento vysledek muzeme interpretovat tak, ze hodnota N* predstavuje
kapacitu prostfedi (izivnost) pro modelovanou populaci. Pro jakoukoliv po¢éteéni hodnotu N(0) >
0 m4 feseni rovnice (4.25) vlastnost tlglgo N(t) = N*.

Pocétecni velikost populace je dana integrilem z pocatecni funkce ¢ vystupujici v pocatecni
podmince (4.22) k ptuvodni rovnici (4.20), tj.

N(0) =Ny = /(p(s)ds. (4.29)
0

Vidime, ze populace modelovand okrajovou tlohou (4.23), (4.20), (4.24) muze mit feSeni se
stabilizovanou velikosti N*. Nyni budeme hledat takové feSeni, které ma navic stabilizovanou
vekovou strukturu w* = w*(a). Toto fesen{ musi spliiovat rovnici (4.21), v tomto piipadé tedy

0
_w* - _ N* w*’
Ba u(N™)
kterou lze povazovat za obyc¢ejnou linedrni homogenni rovnici. Jeji feseni je
w*(a) = Ce N a,
kde C je integracni konstanta. Funkce w* musi ddle spliovat okrajovou podminku (4.20), v tomto

pripadé

o0

. C g1 C
N* = /Ce_“(N Jadg = ——— | H(NT)a = ,
) w(N*) [ L:o w(N*)
nebot p(N*) > 0. Odtud dostaneme C' = N*u(N*), tedy
w*(a) = N*p(N*)e # N e, (4.30)
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Jeste overime, ze takto definovand funkce spliiuje okrajovou podminku (4.24). Plati

w*(0) = N*u(N*), /5 (N*)w*(a)da = N*B(N*)u(N*) /e_”(N Jda = N*B(N*),
0 0

coz vzhledem k prvni z rovnost{ (4.28) znamend, ze w*(0) = f B(N*)w*(a)da.

Dosazené vysledky muzeme shrnout: Jsou-li splneny podmmky (4.26) a (4.27), pak md okrajovd
tloha (4.23), (4.20), (4.24) staciondrni Teseni w* definované rovnosti (4 30), kde N je definovdno
rovnosti p(N*) = B(N*). Pokud je navic ¢islo No definované rovnosti (4.27) kladné, pak pro tesent
u = u(t,a) této okrajové tulohy s pocédteéni podminkou (4.22) plati tl;rg) u(t,a) = w*(a).

Vnitrodruhova konkurence a Alleho efekt

Predpokladejme, ze vnitrodruhova konkurence se stejné jako v ptredchozim ptipadé projevuje
zvetSovanim imrtnosti pii zvétSovani populace. Plodnost ale ovliviuje vnitrodruhova konkurence
az od jisté velikosti populace. Pfi malé populaci je plodnost nizka, nebot je mala pravdépodobnost,
ze se potkajl partnefi pro rozmmnozovani, s rostouci velikosti populace tato pravdépodobnost
a tedy i plodnost roste, pii velké populaci u plodnosti prevazi vliv vnitrodruhové konkurence.
Predpoklddéme tedy, ze existuje jistd velikost populace N, ze

du dg >0, N<N,
S LN M
w0y <pO),  g§ 20 gyl ){go, N >N,

Za téchto predpokladu je extinkéni rovnovaha N(¢) = 0 rovnice (4.25) asymptoticky stabilni
(promyslete si, pro¢). Pokud navic

BN)>uN a foo = lim B(N) > i = lim_u(N),

pak existuji hodnoty © a N* takové, ze N(t) = © a N(t) = N* jsou staciondrni FeSeni rovnice
(4.25). Déle
0<O<N<N* B(©)=u®), B(N*)=pu(N),

>0, ©<N<N*,

ﬂ(N)M(N>{< 0, N <©nebo N > N*.

To znamend, ze rovnovaha © je nestabilni a rovnovaha N* je asymptoticky stabilni.

Hodnota © predstavuje jakousi prahovou hodnotu velikosti populace nutnou pro jeji preziti. Je-
li N(0) < ©, populace vymfe, je-li N(0) > O, populace preziva a jeji velikost se ustéli na hodnoté
N*. Stabilizovand vékova struktura populace pii stabilizované velikosti je opét dédna formul{ (4.30).

4.2.2 Umrtnost zavisla pouze na véku, plodnost klesajici s vékem

Budeme uvazovat populaci, v niz kladnd dmrtnost p zavisi pouze na jeji velikosti, plodnost
exponencialné klesa s vékem, tedy

,U,:/L(N), ﬁ:ﬁ(a) :Boei’yaa
kde By, v jsou kladné konstanty. Rovnice (4.21) nabyvé tvaru

ou Ou

5 + P —u(N)u, t>0,a>0. (4.31)
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Okrajovou podminku zapiseme ve tvaru

oo

u(t,0) = ﬁo/e_"’“u(t,a)da, t>0. (4.32)
0

Hustotu novorozencu u(t, 0) v ¢ase ¢ oznac¢ime jako z(t). Pak integraci rovnice (4.31) podle véku
dostaneme podobné jako v 4.2.1 oby¢ejnou diferencialni rovnici

N' = —pu(N)N + z. (4.33)
V této rovnici jsou dvé neznamé funkce, N a x. Potiebujeme tedy jesté jednu rovnici. Tu ziskdme

tak, ze rovnici (4.31) vyndsobime vyrazem Soe~7* a poté ji zintegrujeme podle véku.
Pocitejme postupné:

r 9 o 9
/ﬂoe_"’“ u(att, a)da = aﬁﬂo/e_wu(t,a)da = &:c(t),
0 0
[0 D gy gy ([eatt a2+ [ ratt o | =
0 0
= —Bou(t,0) + B0 /e_”“U(t, a)da = —Box(t) + yx(t) = (v — Bo)z(t),
0

= [ o u(¥yult, a)da = —u(V)a(t)
0

Celkem tak dostavame a/(t) + (v — Bo)x(t) = —u(N)x. Druhd obycejnd diferencidlni rovnice tedy
je
#' = (Bo =7 — p(N))x (4.34)
Celkova velikost populace N a hustota novorozencu z jsou feSenim dvojrozmérného nelinedrni-
ho systému obycejnych diferencidlnich rovnic (4.33) a (4.34). VySetiime jeho kvalitativni vlastnosti
za predpokladu, ze v populaci se projevuje vnitrodruhova konkurence, tj.
dp
— > 0. 4.35
dN — (4.35)
Pravé strana rovnice (4.33) je nulové préve tehdy, kdyz x = u(N)N. Kfivka o této rovnici je
tedy jedinou N-nulklinou systému. Z predpokladu (4.35) plyne, ze

dx d du

takze N-nulklina je grafem rostouci funkce vychédzejicim z pocdatku soutadnic, viz Obrazek 4.2 a).
Systém ma vzdy jednu z-nulklina danou rovnosti x = 0. Pokud plati nerovnosti

0 < u(0) < fo— < Jim u(N), (4.36)
N—o00
pak existuje N* > 0 takové, ze u(N*) = Sy — v. M&-1i navic funkce p v libovolném takovém bodé
N* kladnou derivaci,

#(N*) >0, kde u(N*) = o — 7, (4.37)
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T x
r’ x = pu(N)N
L.
(Bo =N
z* = (Bo —7)N* o z* /
/
N =i o) N N N
a) b)

Obrézek 4.2: Kvalitativni analyza systému obycejnych diferencidlnich rovnic (4.33), (4.34), ktery
popisuje dynamika velikosti populace N a mnozstvi novorozencu x: a) ,fdzovy portrét* systému,
b) trajektorie a invariantni mnozina systému. Pro konstrukei obrézku byla pouzita tmrtnost tvaru

N) = —_
HN) 'u0+1+eK*N

pak je toto N* urceno jednoznacéné a primka N = N* je druhou z-nulklinou systému. V ta-
kovém piipadé ma systém (4.33), (4.34) dveé staciondrni feseni — (0,0), které odpovidd extinkén{
rovnovaze, a (N*,z*).

Varia¢ni matice systému je

_ (—H(N)N —pu(N) 1
‘](N’:”)< (N )z 50—7-#(1\7))'

Konkrétné, pro extinkéni rovnovahu plati

(0 _
s0.0 = (04 ) derT0.0) = )G - 7 - u(0) <0

coz znamend, Zze staciondrnf bod (0,0) je sedlo. Pro staciondrni bod (N*,z*) = (N*, (8y — 7)N*)

plati
s oay_ (W (N)NT = o+ 1
s = () o)

det J(N*,2%) = p/(N*)N*(Bo =) > 0, tr J(N*",2") = —p/(N*)N" — (o — v) <0,

(tr J(N*,2%))" —ddet J(N*,2*) = (W' (N*)N* + (Bo — 7)) — 4/ (N*)N*(Bo — 7) =
* * 2
= (W(N)N* —(Bo —7))” = 0.
To znamend, ze staciondrni bod (N*, z*) je stabilni uzel.
Jesté nyni ukdzeme, ze piimka o rovnici x = (89— )N je invariantni mnozinou systému (4.33),
(4.34). K tomu polozime
y(t) = z(t) — (Bo — V)N(1).

Pak pro funkci y plati
y' =a'—(Bo—N"= (fo—v— pu(N))z — (Bo — 7)(z — p(N)N) = —u(N)(z — (8o — 7)N),

tato funkce je tedy feSenim linedrni homogenni obycejné diferencidlni rovnice y' = —,u(N (t))y a
proto

ity =yope 41NN

Je-li tedy y(0) = 0, pak y(¢) = 0 pro vSechna ¢t > 0.
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Stacionarni bod lezi na invariantni pfimce. Z toho usuzujeme, ze uvniti prvniho kvadrantu
neexistuje cyklus systému (4.33), (4.34). Odtud déle plyne, ze oblast pritazeni vnitiniho sta-
ciondrnfho bodu (N*,z*) je cely vnittek prvniho kvadrantu. Trajektorie systému jsou zobrazeny
na Obrazku 4.2 b).

Vyvoj populace modelované parcidlni diferencidlni rovnici (4.31) s okrajovou podminkou (4.32)
sméfuje ke konstantni velikosti N*, kterd zavisi na tvaru imrtnosti p a parametrech porodnosti
B0, v. Pomér mnozstvi novorozencu a celkové velikost populace sméfuje k ¢islu

*

X
N = Bo—1.

Stacionarni feseni u(t,a) = w*(a) rovnice (4.31) s podminkou (4.32), tj. hustotu modelované po-
pulace se stabilizovanou vékovou strukturou a konstatni velikosti, dostaneme jako feSeni obycejné

rovnice
dw*

da

= —u(N*)w* = —(Bo — y)w*

s podminkou
(o ]
= ﬁo/e_”“w*(a)da,
0

tedy
w*(a) = z%e” P = (B) — y)N*e™(Fo=M = (By — 7)™} (By — y)e™ Po=Me, (4.38)

Dosazené vysledky muzeme shrnout: Jsou-li splnény podminky (4.35), (4.36) a (4.37), pak md
okrajovd dloha (4.31), (4.20), (4.32) staciondrni reend w* definované rovnostmi (4.38). Pokud je
navic ¢islo Ny definované rovnosti (4.27) kladné, pak pro teseni u = u(t,a) této okrajové ilohy
s poédteéni podminkou (4.22) plati tlgg) u(t,a) = w*(a).

4.2.3 Populace slozena z jedinct juvenilnich a plodnych

Nyni budeme predpokladat, ze jedinci jsou plodni az od urcitého véku 7. Muzeme si to také
predstavovat tak, ze v populaci jsou jedinci dvou stadii — larvy a dospélci. Dospéli (plodni) jedinci
si konkuruji a tato konkurence se projevuje zmensenim plodnosti s rostoucim mnozstvim dospélych
jedincu. O umrtnosti budeme predpokladat, ze je stejna pro obé stadia a je konstantni.

Celkova velikost dospélé populace je dana integralem

oo

Na = Na(t) = / u(t, a)da. (4.39)

T

Umrtnost w1 je konstantni, porodnost je ddna rovnosti

0, a<T,

—yN.
BOQ'YA, a>T,

ﬂ = ﬂ(a’aNA) - {

kde By a v jsou kladné konstanty. Rovnice (4.21) je nyni tvaru

au@

— = — t>0 0 4.40
e + %a i, >0, a> (4.40)

a okrajova podminka

u(t,0) = /ﬂoe_"’NA(t)u(t,a)da
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vzhledem k (4.39) je
u(t,0) = Boe NAO N (1), ¢ >0. (4.41)

Opét oznacéime x(t) = u(t, a), podrobnéji
.T(t) = Boe_’yNA(t)NA(t).

Ponévadz je tmrtnost konstantni, vékove specifickd mira preziti je déna rovnosti ¢(a) = e,
Podle vysledku (4.4) je pro t > 7 FeSeni rovnice (4.40) dédno formuli

u(t,7) = x(t — 7)0(1) = Boe  YNAC=TI=UT N, (£ — 7). (4.42)

Rovnici (4.40) nyni zintegrujeme podle véku a v mezich od 7 do co. Pii vypoctu vyuzijeme
rovnosti (4.39), (4.42) a postulovanou vlastnost hustoty lim u(t,a) = 0:
a—» 00

7<augga)+aug;a)da§7 (t,a)da + [u(t,a)] " =

T

= Ny(t) —u(t,7) = Ny (t) — Boe”’NA(t*T)f‘”NA(t - 7),

oo

/ (— pu(t,a))da = —puNa(t).

Celkem tak dostdvdme, ze velikost plodné ¢dsti populace N (t) v Case t je TeSenim nelinedrni
obycejné diferencialni rovnice s jednim konstantnim zpozdénim

NA(t) = —puNa(t) + Boe VA= =HT N (+ — 7). (4.43)
Najdeme nenulové staciondrni feseni N(t) = NX. Hodnota N musi spliiovat rovnici
0= eIV,

tedy

N; = 5 <ln% - /LT) . (4.44)

Tedy, pokud By > pet™, pak existuje kladné staciondrn{ feseni rovnice (4.43), které je ddno rovnosti
(4.44). Piislusnd stabilizovand vékova struktura w* je fesenim obycejné diferencidlni rovnice

4,
da

s pocatecni podminkou

w*(0) = ﬂON;e*'YN* — o <1n@ — MT) o~ n(Bo/w)+ur _ K <ln Bo _ MT) ek,
v H Y H

tedy
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Kapitola 5

Model prostorové strukturované
populace

Predstavme si néjakou populaci tvorenou jedinci, ktefi se néjak pohybuji v prostoru. Témi jedinci
mohou byt néjaké organismy, prostor si muzeme predstavovat jako jednorozmeérny (napf. ¢lenovci
v potoce), dvourozmérny (napi. kopytnici v savané), nebo trojrozmérny (napft. ryby ve vode).
Takovou populaci muzeme charakterizovat jeji hustotou u, kterd muze byt jinad v kazdém ¢asovém
okamziku t a v kazdém bodé prostoru x, tedy u = u(t, x).

Vyberme néjakou oblast €2 v uvazovaném prostoru. Na této oblasti se v ¢asovém okamziku
t nachdzi populace o velikosti N (¢, Q2); velikosti populace muze byt pocet jedincu, jejich celkova
biomasa a podobné. Hustota a velikost populace jsou vdzany vztahem'

N(tQ) = / w(t, B)dVy = / u(t, )dv.
Q

Q

Zvolme nynf libovolné délku ¢asového intervalu At. Ozna¢me na chvili T'(¢, 2, At) ¢istou velikost
¢ésti populace, kterd v ¢ase od t do t + At presla z oblasti € pies jeji hranici, a R(t, Q, At) velikost
populace, kterd v tomto ¢asovém intervalu v oblasti € vznikla nebo zanikla. Pokud pfes hranici
proslo vice jedincu dovniti oblast €2, bude mit veli¢ina T' zdporné znaménko, v opa¢ném kladné.
Podobné, pokud vice jedincu v oblasti vzniklo nez zaniklo, bude mit veli¢ina R kladné znaménko,
v opacném piipadé zaporné. Pfi tomto oznaceni je

N(t+ At,Q) = N(t,Q) — T(t,Q, At) + R(t, Q, At). (5.1)

1 Abychom zachovali obecnost, tj. aby formule nezévisely na dimenzi uvazovaného prostoru, budeme integraly
zapisovat pomoci symboliky, obvyklé ve fyzice. Objemovy integral

/f(w)de, struénéji /de
Q Q
zastupuje integral z funkce f pfres oblast €, tj.

fbf(x)dx, Q= (a,b) CR,
/de: afff(mvy)=d:vdy, Q C R2,

Q
“ [[f f(z,y,2) = dedydz, Q CR3.

Q

Podobné pro povrchovy integral pies hranici oblasti Q (kiivkovy integrdl v R2, plosny integral v R3) budeme

pouzivat symbol
/f(:c)dSw:/de.
o0 o0
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Obrézek 5.1: K procesu prechodu jedincu pies hranici oblasti 2. Symbol || - ||, oznacuje eukleidov-
skou normu vektoru, v je jednotkovy vektor vnéjsi norméaly k hranici oblasti.

Proces vzniku nebo zdniku jedincu byvé obvykle nazyvén ,reakce®. (Tato terminologie pochdzi
z chemické kinetiky — za jedince populace jsou povazovany molekuly, které vznikaji nebo zanikaji
néjakou reakei.) Vyjadiujeme ho pomoci funkce f, zvané intenzita reakce. Ta se muze meénit
s ¢asem, muze byt v kazdém bodé jind, muze také zdaviset na hustoté v daném case a v daném
bodeé, tedy f = f(t,x,u) = f(t, x, u(t, :B)) Pro kratky casovy interval At vyjadiime

R(t,9Q,At) = /f(t, Su(t, ))dV | At (5.2)
Q

Proces prechodu jedincu pires hranici oblasti €2 charakterizuje vektor toku 7, o kterém budeme
predpoklddat, ze zavisi na ¢ase i na bodu hranice, v némz k prechodu dochdzi, tj. j = (¢, x).
Zavedeme jednotkovy vektor p stejného smeéru, jako je vektor toku j, tj.

_ 3
T
131l

kde |.|, oznacuje eukleidovskou normu vektoru. Jednotkovy vektor vnéjsi normdly v bodé x
oznaéime v(x). Predpoklddejme, ze pres vybrany maly tsek hranice o mife (délce, obsahu) AS
prechdz{ vice jedincu z oblasti 2, nez do ni (pfi opa¢né orientaci by dvaha byla analogickd).
Déle oznacme 1 orientovany thel od vektoru v k vektoru j. Pro celkové mnozstvi jedincu AT
prechézejicich pres tento tsek hranice za jednotkovy cas plati (viz Obrazek 5.1)

AT = |j|,cos9AS = |||y - v AS =5 - v AS,

kde - oznacuje skalarni soucin. Celkové mnozstvi jedinctt prechazejicich pres hranici oblasti 2 za
jednotku casu je tedy dano povrchovym integralem

T(t,Q,1) = /j(t, ) - vdS.
o0
Ten muzeme piepsat pomoci Gaussovy véty jako integral objemovy,
[ty was = [ av.
o0 Q

kde V oznacuje vektor parcidlnich derivaci. Pro mnozstvi jedincu prechdzejicich pies hranici oblasti
Q) tak dostavame

T(t, 0, At) = /v it v | At (5.3)
Q
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Vyrazy (5.3) a (5.2) dosadime do rovnosti (5.1). Dostaneme

u(t+ At - )dV = [t - )dV + [ = [ Vgt AV + [ f(t, - u(t, -))dV | At
/ / 7]

Q

a po upravé

/(u(t+At,A~iu(t, ) LT gt )~ £t .))) v =0,
Q

Oblast €2 byla zvolena libovolné. Proto za predpokladu, ze integrovand funkce je spojitd, muze byt
posledni rovnost splnéna jen tehdy, kdyz
u(t + At, ) — u(t, x)
At

+V-jtx) ff(t,a:,u(t,a:)) =0

pro vSechna x € ). Limitnim pfechodem At — 0 odtud dostaneme parcialni diferencialni rovnici

ou
ot

V této rovnici zustava neurceny vektor toku j.
Jedinci mohou piechdzet pies hranici oblasti bud proto, Ze jsou uniSeni mediem, v némz ziji

(proudéni vzduchu nebo vody), nebo proto, 7e se sami piemistuji. Prvnf proces se nazyva advekce,
druhy disperse. Predpokladejme, ze tyto procesy jsou aditivni, tj. ze pro vektor toku plati

=-V-jt,z)+ f(t,z,u). (5.4)

J=JatJa

kde vektor j, vyjadiuje advekci a vektor j4 dispersi. Pfedpoklddejme dale, Ze jedinci jsou undseni
rychlosti v = v (¢, x), tedy ze j,(t,x) = u(t,x)v(t, x).

Budeme uvazovat pouze nejjednodussi dispersi, konkrétné takovou, ze jedinci vyhledavaji volny
prostor, tj. prechazi z mista s veétsi hustotou do mista s hustotou mensi. Jednoduse budeme
predpoklddat, ze ¢isté mnozstvi jedincu, prechézejicich z jednoho mista do jiného je imérné gra-
dientu hustoty. Tedy

Jqa=—-DVu.

Predchozi rovnost se nazyva Fickuv zdkon, disperse, kterd se jim 7idi se nazyva difize. Koeficient
tmeérnosti D se nazyva difuzivita. Muze byt v kazdém bodé jind a také se muze ménit s ¢asem,
D = D(t,x).
Dosazenim do (5.4) s vyuzitim aditivity skaldrnfho sou¢inu dostaneme rovnici reakce-advekce-
difize
Ju

i V- D(t,z)Vu—V -uv(t,z) + f(t,x,u). (5.5)

Povsimnéme si, ze v piipadé jednorozmérného prostoru tato rovnice splyva s rovnici (2.8). Reaként
i advekéni ¢len mohou byt nulové, f = 0 nebo v = 0. V pripadé, ze difuzivita D je konstantni, je
rovnice tvaru 9
u
Fri DAu —V - uv(t,z) + f(t,z,u); (5.6)

pritom A =V - V je Laplacetuv operator — soucet druhych parcidlnich derivaci.

V populaéni dynamice se nejcastéji pouzivaji reakéni cleny nezavislé na case a ¢asto i nezavislé
na prostorové proménné. Konkrétné

f=fu)=ru

vyjadiujici exponencidlni rust populace (Malthusovskou populaci), nebo

f:f(u):ru(l—%)
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vyjadiujici logisticky rust (Verhulstovskou populaci), pripadné

P =t =riey (1- s ).

logisticky rust s prostorové nehomogennimi parametry, rustovym koeficientem a/nebo kapacitou
prostfedi. Samoziejmé, ze je mozné pouzit libovolné funkce zndmé z modelovani nestrukturovanych
populaci.

5.1 Model biologické invaze

Uvazujme populaci, v niz se neprojevuje vnitrodruhova konkurence, tj. jejiz velikost roste expo-
nenciélné. Tato populace se pohybuje v dvojrozmérném homogennim prostoru (na povrchu Zeme)
a neni unasena néjakymi vnéjsimi silami. Navic si predstavme, ze v poc¢ateénim ¢ase byla vysazena
populace o velikosti M na néjakém misteé.

Zavedeme soutradnou soustavu tak, ze jeji pocatek je v bodé, kde byla pocateéni populace
vysazena. Vyvoj takové populace je modelovan rovnici reakce-diftize

0

8—1; = DAu+ru, (z,y) €R? t>0 (5.7)
s pocatecni podminkou

u(0,2,y) = Mé(z,y), (x,y) € R, (5.8)

kde § oznacuje Diracovu distribuci soustiedénou v poc¢atku. V nekonecnu, tj. ,velice daleko* od
pocatku souradnic, je v koneéném case hustota populace nulova. Muzeme tedy uvazovat okrajovou
podminku

//u(t,:c,y)d:cdy <oo, t>0. (5.9)
R2

Rovnice (5.7) byvé v ekologické literatufe nazyvana KiSS, tj. Kierstead€é/Slobodkin-Skellam model.”
Reseni tlohy (5.7), (5.8), (5.9) 1ze najit bud metodou Fourierovy transformace, nebo tivahou
analogickou tvaze pii intuitivnim FeSeni rovnice (2.22) na konci tvodni ¢dsti Kapitoly 2. Toto

feSeni je dano formuli
2,2 1 2,2
exp (rt — u) = Me"™ —— exp (—u) ; (5.10)

ultz,y) = ADt 47Dt ADt

jednd se tedy o Me™-ndsobek hustoty dvojrozmérného normalniho (Gaussova) rozloZen{ pravde-
podobnosti se stiedni hodnotou (0,0) a s kovarianéni matici 2Dt 1, kde | oznacuje jednotkovou
matici.

Tento vysledek ukazuje, ze model nepopisuje skuteénost uplné piesné. Pro jakkoliv malou
kladnou hodnotu t a pro libovolné velké hodnoty = a y je totiz u(t,z,y) > 0. To by znamenalo, ze
jedinci se do prostoru §iti neomezenou rychlosti, coz neni mozné. Redlné ale hustota blizka nule
prakticky znamena, ze se ,Siroko daleko“ zadny jedinec nevyskytuje, tedy ze tam po modelované
populaci ,neni ani potuchy*.

Pro studium populacni invaze zavadime ,efektivné nulovou hustotu®, tj. takovou kladnou hod-
notu ¢, ze relaci u(t,z,y) < € interpretujeme jako nepfitomnost populace v okoli bodu (z,y)
v case t. Jako ,celo populaéni viny*“ definujeme kruznici se stfedem v po¢dtku a polomérem R(t)
takovym, ze u(t,r,y) = € na této kruznici; formalne 22 + y? = R(t)? = u(t,z,y) = e. Plat{ tedy

M . RO’
g = ex rt — .
axDt P 4Dt
2H. KIERSTEAD, L.B. SLOBODKIN: The size of water masses contauning plankton blooms. Journal of Marine

Research 1985, vol. 12, p. 141-147.
J.G. SKELLAM: Random dispersal in theoretical populations. Biometrika 1951, vol. 38, p. 196-218.
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VArea

Obrézek 5.2: Rozsifeni ondatry pizmové v Evropé: (a) aredl rozsiteni do roku 1927; (b) odmoc-
nina z plochy osidlené ondatrami v zdvislosti na case. (Obrazek je z knihy N. SHIGESADA, K.
KAWASAKI: Biological Invasions: Theory and Practice. Oxford University Press, 1997, Fig. 2.1.)

7 této rovnosti vyjadiime

4 De
R(t)> =4Dt (rt —Int —1 )
(t) (T n n— >
Ponévadz plati
lim ln_t =0, lim lhrl ArDe _ 0,
t—oo { t—o0 M

41w De
tak pro ,veliké“ t jsou Int i konstanta In vzhledem k nému ,zanedbatelné malé*“. To zna-

mena, ze R(t)? ~ 4rDt?. Polomér R(t) je tedy po dostateéné dlouhém ¢ase roven
R(t) =~ 2VrDt.

To znamena, ze rychlost populacni viny je konstantni.
Prostor povazujeme za homogenni, proto areal zaujimany populaci v ¢ase t je kruh o poloméru
R(t), jeho obsah je tedy

S(t) = nR(t)* ~ 4wrDt?.

Odmocnina z plochy rozsifeni populace je tedy pfimo imeérnd ¢asu Siteni.

Tento vysledek byl jiz ddvno ovéren pozorovanim. Nékdy kolem
roku 1906 knize Colloredo-Mannsfeld nechal do Cech z Ohia dopra-
vit deset paru ,bobiiku pizmovych* (ondatra pizmova, Ondatra zi-
bethicus). Vysadil je do Charvatova rybnika u Voznice na Dobtissku.
Zde zvirata rychle zdomacnéla a zacala se mnozit. Prvni hlodavci
mimo Dobfis byli objeveni v roce 1908 u Chrastu na Plzensku. Od té
doby se rozsitili prakticky do celé Eurasie. Poc¢atecni velikosti aredlu
rozsifeni jsou v nasledujici tabulce:

Rok ¢ 1907 1908 1909 1910 1911
plocha rozsfieni S(¢), km? 550 2250 5550 9450 14100

S(t) 23,5 474 745 972 1187
VSEt) —+/S(t—1) 239 27,1 227 215

Rozsiteni ondatry do roku 1927 je znazornéno na Obrazku 5.2.
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5.2 Sireni populace v omezeném prostoru

Uvazujme populaci tvofenou jedinci, ktet{ zaujimaji néjakou omezenou ¢dst prostoru (néjaky ,,po-
travni ostruvek®, habitat, biotop, patch), na ni se jednak pohybuji difizi, jednak se rodi a hynou.
Stav této populace samoziejmé vyjadiujeme jeji hustotou u = wu(t,x), rozeni a thyn ,reakéni“
funkei f = f(@x,u), jeji rozsifeni v prostoru vyjadiujeme jako diftizi s konstantni difuzivitou
D. ,Zivotni prostor“ populace je néjaka ¢ast prostoru o pifslusné dimenzi Q C R™. Budeme o
ni predpoklddat, ze ma néjak ,rozumnou® hranici 9Q (spojitou, koneéné délky/obsahu). Jinak
feceno, populaci modelujeme rovnici (5.6) s nulovou advekén{ rychlosti, tj. rovnici

% = DAu+ f(x,u). (5.11)

Tato rovnice mé byt splnéna pro kazdy ¢as ¢t > 0 a pro kazdy bod @ z vnitiku oblasti 2.
Zajima nas, zda takova populace v oblast ) preziva, pripadné za jakych podminek kladenych
na funkci f, difuzivitu D, velikost oblasti €2, podminky na hranici 2 a podobné.

5.2.1 Malthusovska populace v jednorozmérnému prostoru

V tomto pifpadé je ,reakéni“ funkce tvaru f(u) = ru, kde r > 0. ,Zivotni prostor® budeme
povazovat homogenni, tj. ze v kazdém jejim vnitinim bodé jsou pro populaci stejné podminky,
reakéni ¢len nezavisi na prostorové souradnici. Dostavame tak KiSS rovnici

ou 0%u
EfD@nLru t>0, 0<x <l (5.12)

Budeme déle predpokliadat, ze na hranici populace nemuze prezit, tedy uvazujeme homogenni
Dirichletovy okrajové podminky

u(t,0) =0=wu(t,¥), t>0. (5.13)
Déle uvazujeme obecnou pocateéni podminku
u(0,2) = p(x), 0<z <, (5.14)

kde ¢ je néjakd nezapornd funkce takovéd, ze

l
/ H(€)de > 0, (5.15)
0

tj. populace je v uvazovaném prostoru na poc¢atku pritomna.
Snadno ovéifme, Ze FeSeni rovnice (5.12) je tvaru u(t,z) = e"v(t, x), kde funkce v je fesenim

rovnice diftze 5
(,;t’ = DAv, t>0,0<z</,

s pocatetni podminkou

v(0,2) = ¢(z), 0<x<{,
a okrajovou podminkou

v(t,0) =0=wo(t¥), t>0.

S vyuzitim vysledku casti 2.3.5, konkrétné formuli (2.81) a (2.81), dostaneme Feseni tlohy (5.12),
(5.13), (5.14) ve tvaru

L
2. (ko kT .k
ZZ (km /0 D)t g Tx/cp(f)sm 7§d§ (5.16)
k=1 0
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Je-li vyraz r — (kn/€)?D z exponentu kladny alesponi pro jedno k, pak 11}111 u(t,x) = oo pro kazdé
z € (0,£), pokud je zdporny pro vSechna k, pak tlim u(t,x) = 0 pro kazdé = € (0,¢). Jesteé si
—00

uvédomime, ze pokud existuje ko takové, ze r — (kom/€)>D < 0, pak je vyraz na levé strané
zaporny pro kazdé k > kg. Dostavame tak vysledek: Je-li

"
(>ml 5. (5.17)

pak populace modelovand rovnici (5.12) s okrajovou podminkou (5.13) pfezivd a jeji velikost roste

nade vSechny meze; je-li
p
l< — 5.18
/%, (5.18)

pak populace modelovand rovnici (5.12) s okrajovou podminkou (5.13) vyhyne.

5.2.2 Malthusovska populace ve dvojrozmérném prostoru, radialné sy-
metricka

Uvazujme populaci obyvajici homogenni kruhovy prostor, na jehoz hranici jedinci hynou. Ozna¢me
prumér této oblasti £. Vyvoj takové populace je opét modelovan KiSS rovnici

0
8—1; =DAu+ru, t>0,2°+y%< iEQ (5.19)
s okrajovou podminkou
u(t,r,y) =0, t>0, 22 +y? = iEQ. (5.20)

Pro jednoduchost se omezime na takové populace, jejichz hustota zavisi pouze na vzdalenosti od
stiedu, nikoliv na konkrétni poloze (hustota je radidlné symetrickd). K takové situaci dojde tehdy,
pokud na pocatku byla populace koncentrovana ve stiedu, nebo (obecnéji) jeji hustota byla na
pocatku radialné symetricka. Tento predpoklad zapiseme druhou okrajovou podminkou

u(t,z1,91) = u(t,z2,y2), t>0, T1y2 = T2y1. (5.21)
7Z takto uvazované symetrie plyne, ze pii vyjadieni prostorovych bodu v polarnich souradnicich
ou
0, ¢ bude hustota zaviset pouze na pruvodi¢i g, nikoliv na dhlu ¢, tj. u = u(t, o), 9 = 0. Proto
¥
pii transformaci rovnice (5.19) do poldrnich soufadnic dostaneme
0 10 0
u_plo < U

ga—g) +ru, t>0,0<0< 1l (5.22)

ot 589

tedy rovnici na tsecce. Okrajova podminka v pravém krajnim bodé p = %E plyne bezprostiedné
z podminky (5.20). Déle ze symetrie feseni plyne, ze funkce u musi byt v proménné g sudd, a proto
jejl derivace podle této proménné v nule, tj. v levém krajnim bodé, musi byt nulova. Okrajové
podminky k rovnici (5.22) tedy jsou
ou 1
Rovnici (5.22) vyjddiime v bezrozmérnych velicindch, tedy zménime méritko ¢asu i prostorové
proménné, a dédle zavedeme novou neznamou funkci v vztahy

T=rt, {= 7% v=e"u. (5.24)

Pak je

99 - _20v . 2 v
d0  dooc. ' T TacC T 1 ae

ou_0rd . o\ du 960
ot otor. 0" :



0 Ou\ 20 (€ 2" 0v\ 2" 0 ov
7 (o) = 72 (25 %) = T (%)

Tyto vyrazy dosadime do rovnice (5.22) a vydélime spoleénym nenulovym faktorem e”. Dostaneme

rovnici 5 416 5
v v
Y o po X (2
(v 57) =aeae (5e) -
po upravé
ov_4D10 (00
or 2 r 06 \"0E)
Jesté oznacime
2 |D
i=7\/7 (5.25)
Rovnice (5.22) se pomoci vztahu (5.24) a (5.25) transformuje na rovnici
10v 10 v
—— === | = 0, 0 1. 5.26
59 58&(55), 7>0,0<¢< (5.26)
Piislusné okrajové podminky jsou
v
8—5(7, 0)=0=v(r,1), 7>0. (5.27)

Ulohu (5.26), (5.27) budeme Tesit pomoci separace proménnych, tj. FeSeni budeme hledat ve
tvaru v(7,£) = T'(7) X (§). Po dosazeni do rovnice a vydéleni sou¢inem T'X dostaneme rovnost

1dr 1 d dX
2 dr X de d¢ )
Vyraz na levé strané nezavisi na proménné &, vyraz na pravé strané nezavisi na proménné 7.

Oba tedy musi byt rovny néjaké konstanté, ozna¢me ji —\. Dostavame tak dvé obycejné linearni
rovnice. Rovnici prvniho radu

dTr
— = —\°T
dr ’
kterd mé reSeni ,
T(7) = const - e~ T, (5.28)
a rovnici druhého fadu L4 4
- — §—>+)\X0, 0<é< 1. 5.29
§d¢ < d¢ (5.29)

Okrajovou podminku k této rovnici dostaneme z podminky (5.27)
X'(0) =0, X(1)=0. (5.30)

Tuto okrajovou tilohu budeme fesit Frobeniovou metodou, tj. budeme hledat feseni ve tvaru moc-
ninné fady

X(E) = Z an§".
n=0

Podle prvni z podminek (5.30) musi byt a; = 0. Postupné tak vypocitdme

X, _ inan£n71) fX/ — i nané-n’ (€X/)/ _ i n2an€n71’
n=1 n=1 n=1

%(fX/)/ _ Zn2an§n72 _ Z(n + 2)2an+2§n.
n=1 n=0
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Tyto vyrazy dosadime do rovnice (5.29), dostaneme

oo

Z [(n +2)%a,40 + /\an] &,

n=0
takze koeficienty a, mocninné fady musi splnovat rekurentni vztah

-

—C 4, n=12
(n+2)2a n

An+2 = 9 Ly e
Z rovnosti a; = 0 plyne, ze vSechny koeficienty s lichymi indexy jsou nulové. Pro koeficienty se
sudymi indexy plati
—A
a = ———agy,
2(k+1) Ak 1) 2k

2k
(=D* (VA
agk:W 7 aop, k:0,1,2,...

tedy

(odvod'te tento vysledek nebo ho dokazte induke{). Dostdvdme tak feseni rovnice (5.29) ve tvaru
mocninné rady
k=0

Porovnanim s definici 2 v dodatku D.2 vidime, Ze je to Besselova funkce prvniho druhu fadu 0,

X(§) = aodo (\/Xf) : (5.31)

Z okrajové podminky (5.30) v pravém krajnim bodé plyne 0 = X (1) = agJoy (\/X) To znamena,

7e V' je korenem Besselovy funkce Jo.
Odtud a z rovnosti (5.28), (5.31) dostdvame fesen{ tlohy (5.26), (5.27):

7,6 =Y cre T (Br8),

k=1

kde () jsou koreny Besselovy funkce Jy a konstanty ci zavisi na pocateéni podmince. Zpétnou
transformaci (5.24) a (5.25) dostaneme Feseni ulohy (5.22), (5.23)

S 26, \" D 26
u(t,g)Zcm&xp{(l(—) —) }J()( .
= 14 r l
7 tohoto vyjadreni je vidét, ze pokud
26, \° D
1- (ﬁ) — <0
12 r

pro vSechna k =1,2,3,..., pak tlim u(t, 0) = 0 pro kazdé p € [1, %E] Populace tedy muze prezivat
— 00

a §ifit se v prostoru pouze tehdy, kdyz

| D | D
0> 2514/ — =4,8096 4/ —.
T r



5.2.3 Malthusovska populace v nehomogennim prostoru

Homogenn{ Dirichletovy podminky (5.13) — na hranici jsou vSichni jedinci zabijeni — je velice kruty
zpusob, jak populaci udrzet uvniti oblasti. Alternativni piistup k omezeni ,zivotniho prostoru*
pouzili Gourney a Nisbet.? Uvazovali populaci na nekone¢ném prostoru, jejiz ristovy koeficient
klesd s druhou mocninou vzdélenost od stiedu a je kladny pouze na usecce délky £. Jinak feceno,
reakéni funkee je tvaru f(z) =r (1 — (2z/0)?).

Populaci tedy budeme modelovat rovnici

ou 0%u

= _pZ=
T

2
1— <27x) ‘|u t>0, z€R. (5.32)

Populace samoziejmé nemuze byt rozsirend do nekoneéna. Proto zavadime okrajovou podminku

zgriloou(t,x) =0= Ilirrgo u(t,z), t>0. (5.33)
Polozime 9
T=rt, &= 7% V= e Tu, (5.34)

tj. zménime méritko obou nezavisle proménnych a zavedeme novou neznamou funkci v. Pak je

Ou_010 - (s
ot _otor. 0 "\"Tar)%

Ou_060 , 2,00 Ou_ 00
dxr Oz o 0 06 0x2 Oz O¢

_2,0v Pu 96D (2 9v) _ 4 0%
¢ o) T r° ber

Po dosazeni do rovnice (5.32) a snadné ipravé dostaneme

v 4 Dv

ar 21 0¢2
Jesté oznacime
2 |D
0= —-1/— 5.35
I\ (5.35)
a dostaneme rovnici )
ov 0%v
— == ¢ R. .
o7 e v, 7>0,8¢€ (5.36)

K této rovnici jesté pridame okrajovou podminku

lim o(r,§) =0= lim v(r,§), 7>0, (5.37)
E——o0 £—o0

kterd zaru¢i splnéni ptuvodni okrajové podminky (5.33).
V rovnici (5.36) budeme separovat ¢asovou a prostorovou slozku, tj. FeSeni budeme hledat ve
tvaru

u(r,§) = T(7)S(§).

Po dosazeni do rovnice dostaneme T'S = §2T'S" — £2T'S, kde ’ oznacuje obycejnou derivaci dané
funkce podle piislusné nezévisle proménné. Rovnici vydélime vyrazem §27'S a dostaneme
T S// 62

P e A

3W.S.C. GOURNEY, R.M. NISBET: The regulation of inhomogeneous populations. Journal of Theoretical Biology
1975, vol. 52, p.441-457.
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Vyraz na levé strané zavisi pouze na Case 7, vyraz na pravé strané pouze na prostorové proménné
&. To znamena, ze na obou strandch rovnosti je néjaka konstanta; ozna¢me ji —\. Dostavame tak
dvé obycejné linearni diferencialni rovnice, rovnici prvniho fadu pro funkci T°

d
—T = —\&*T 5.38
dr ( )
a rovnici druhého fadu pro funkci S
d2 52
d_§25+ ()\ — ﬁ) S =0. (5.39)

Aby byla splnéna okrajova podminka (5.37), budeme pozadovat, aby funkce S spliiovala okrajovou

podminku
lim S(§) =0= lim S(¢). (5.40)

§——o0 £—o0

Jesté jednou zménime métitko nezavisle proménné, polozime

d, dnd _\/Td 2 dpd \/Td 1
€T wa VemS @ T xam\Viw®) T sap”

a po dosazeni do rovnice (5.39) a snadné tipravé dostaneme

Pak

n

d? 9

Jesté zavedeme oznaceni Sx—1
p= 2_ : (5.42)

Okrajova tloha (5.39), (5.40) pro oby¢ejnou diferencidlni rovnici se tedy transformuje na rovnici

4

d?
—S+(©2p+1-7n?S = 4
dUQS (2p n°)S =0 (5.43)

s okrajovou podminkou
lim S(n) =0= lim S(n).

n——00 n—00
Okrajova podminka bude splnéna zejména tehdy, kdyz funkce S bude tvaru
S(n) =" /2H(n), (5.44)

kde H je polynom. Pti této substituci je

ds dH 2
e . & ) e /2
( U (n)+dn>e :

dn
dzs dH  d2H dH s
— = |-H())—n— 4 — —n | —nH — ) |e /2=
a? (n) ndnernQ 77<77 (n)+dn)]e
d2H dH >
— _op—— 2_\\H e /2
(dng ndn+(77 ))e ;

4To je Schrédingerova rovnice pro jednorozmérny kvantovy harmonicky oscildtor. Z jejiho FeSeni jsou pievzaty
nasledujici ponékud podivné triky.
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takze polynom H je feSenim rovnice

& 2 i +2pH =0
dn? g dn P =
To je stejnd rovnice jako (D.3), kterd m4 feseni ve tvaru polynomu pro p =0,1,2,3,... a témito

fesenfmi jsou Hermiteovy-Cebysevovy polynomy H,.
Reseni rovnice (5.39) jsou vzhledem k (5.44) a (5.41) déna vztahy

Sp(&) = 6_52/26Hp (%) , p=0,1,2,...

2p+1
1)

Ze vztahu (5.42) vidime, ze A =

,p = 0,1,2,.... Prislusné casové slozky jsou feSenim
rovnice (5.38), tedy
Tp(1) = cpe*(QpH)&T,

kde ¢, jsou integra¢ni konstanty, takze feSenim pomocné tlohy (5.36), (5.37) je funkce

= Sy (),

p=0

Resen{ piivodnf tlohy v bezrozmérnych proménnych 7, € je vzhledem k tiet{ rovnosti v (5.34) déno

rovnosti
—52/26 [1—(2p+1)d8]7 ( 6 )
u(r,&) =e E Ccpe H,| = |.
( ) p=0 : ! \/3

Pokud tedy
1>946

pak mé uloha (5.32), (5.33) feSeni takové, ze jeho limita pro ¢ — oo neni nula. V puvodnich
proménnych dostaneme podminku pfeziti modelované populace ve tvaru

|D
[ >24/—.
T

5.2.4 Verhulstovska populace na prostoru se ,smrtici“ hranici

Malthusovskd populace je nerealistickd, nebot roste do nekoneéna. Skuteéné prostiedi je vsak
schopno uzivit jen populaci do jisté kone¢né velikosti, ma omezenou izivnost, kapacitu. V prostiedi
omezenych zdroju si jedinci vzajemné konkuruji, soupeii o tyto zdroje. Proto rust populace popi-
sujeme ,reakéni® funkci ve tvaru

flu) =ru (1—%),

kde r a K jsou kladné konstanty, r je rustovy koeficient populace bez vnitrodruhové konkurence,
K je kapacita (izivnost) prostiedi. Opét predpokldddme, Ze na hranici populace piezit nemuze.
Za téchto predpokladu je vyvoj populace modelovan rovnici

ou 0%u U
S =D+ (1 - ?) (5.45)

s okrajovou podminkou (5.13).
Abychom rovnici zjednodusili, zménime méritko u nezavisle proménnych i u hustoty, tj. zave-
deme nové nezavisle proménné a novou neznamou funkci vztahy

[r U
T=rt, &= Bx, v:E.
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(Promyslete si, Ze nezévisle proménné 7, £ i zavisle proménnd v jsou bezrozmeérné.) Plat{

ou 01 0 ov
G S =

ou  0¢ 0 B r Ov O*u  9¢ 0 rov\ 1 0%
9z~ aror 0T8N D e 6$2axaT<K\/D8§ =Ko

Tyto vyrazy dosadime do rovnice (5.45) a po snadné tipravé dostaneme rovnici

To je Fisherova-Kolmogorova rovnice (2.113), kterd byla studovéna v ¢dsti 2.4.2. Okrajova pod-

minka (5.13) se transformuje na podminku

v(t,O)Ov<t,1/%€>, t>0.

Z analyzy rovnice (2.113) s okrajovou podminkou (2.114) provedené v 2.4.2 nyni muzeme vy-
vodit zdvér: Je-li splnéna podminka (5.17), pak populace modelovand rovnici (5.45) s okrajovou
podminkou (5.13) prezivd a pokud je splnéna i pocateéni podminka (5.14), (5.15), pak se hustota
populace ustéli; je-li splnéna podminka (5.18), pak populace modelovand rovnici (5.12) s okrajovou

podminkou (5.13) vyhyne.

Shrnuti:

Ve vsech vysSetfovanych pfipadech jsme dostali vysledek, ze preziti populace zavisi na velikosti

prostoru ¢ (délka, prumeér) a na poméru koeficientu rustu r a difuzivity D. Konkrétné

£> 2] %, KiSS 1D s kvadratickym poklesem rustového koeficientu.

L>myf %, KiSS 1D, Fisher-Kolmogorov 1D,

0> 4,8096, /%, KiSS 2D.

Pripomenme, ze ve vSech pripadech se jednalo o prostor, na jehoz hranici se populace nemuze

mnozit (porodnost na hranici nenf vétsi nez dmrtnost).
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Priloha A

Distribuce

A.1 Zakladni pojmy

Necht ¢ : R® — R je funkce n proménnych definovand na celém prostoru R™. Nosi¢ funkce ¢
definujeme jako uzdvér mnoziny {& € R™ : p(x) # 0} a znacime ho Supp .

Testovaci funkce

Symbolem D(R"™) ozna¢ime mnozinu funkef definovanych na R”, které jsou tiidy C*° (maji spojité
vsechny parciélni derivace libovolného Fadu) a jejichz nosi¢ je mnozina A kompaktni v prostoru R™.
Mnozina funkei D(R™) s obvykle definovanym s¢itanim funkei a ndsobenim éislem, tj. (¢ +¢)(z) =
o(@) +¥(z) a (cp)(x) = cp(x), je vektorovym prostorem. Pokud nebude hrozit nedorozuméni,
budeme prostor D(R™) znacit struéné D.

Na mnoziné D definujeme metriku p vztahem

girtizttin

Oz{' Oz - - - Oz’

o) = sup{\ (pla) = 6(@)| @ € R (iniar....i) € (NU {0}

Mnozinu D s touto metrikou nazyvame prostor testovacich funkci, jeho prvky nazyvame testovaci
funkce.

Priklady testovacich funkci.

Polozme

—1/2?
Az) = e , x>0,
0, x <0.

Funkce A md spojité derivace viech fadi, nebot

d* olyno d
& omv/e? _POVHOMV T —1/0% ) toho plyne lim — el =,
dxk polynom v x =0+ dxk

Funkce ¢ definovand vztahem ¢(z) = A(2)A(1 — z) ma kompaktni nosi¢ [0, 1] a mé derivace vSech
radu.

Pro libovolné redlné ¢ > 0 polozme
A(z)

Az) + Ne—x) (A1)

Ke(x) =

Pak k. je neklesajici nezdpornd funkce, kterd ma derivace vSech radu a plati pro ni

0 <0
Iic($){ » =

1, z>c



Funkce k. tedy na intervalu délky ¢ vyhlazuje skok funkénich hodnot.
Funkce 1 definovana vztahem

Y(z) =1-re (|2 - 3)

je nezaporna funkce, ktera ma derivace vsech fadu a

wm{“'“z

1, |z <

N[ N[
+
o

a tedy mé kompaktni nosic¢ [f% —c, % + .

Funkce @, ¥ jsou typické testovaci funkce z prostoru D(R). Testovaci funkce z prostoru D(R"™)
muzeme ziskat jako soucin funkci ,,jednorozmeérnych, napi.

on(T1, 22,y Tn) = @(T1)(T2) - p(Tn),  Pn(T1, T2, Tn) = Y(@1)Y(22) -+ - P(T0).

Operace v prostoru testovacich funkci
Kromé standardnich operaci souctu a sou¢inu funkei a nasobeni funkce ¢islem zavadime operace:
e Posunuti (translace) testovaci funkce o vektor y je definovdna vztahem ¢y (z) = ¢(x + y).

e Zména méritka (preskdlovdni) nezdvisle proménné faktorem o > 0 je definovdno vztahem
pa(x) = plaz).

Pomoci téchto operaci muzeme snadno vytvaret dalsi testovaci funkce ze znamych.

Linearni funkcional

Zobrazeni T : D — R, pro které plati

T(e+¢)=T(p)+T(¥), T(cp)=cT(p), cER

nazyvame linedrni funkciondl na prostoru testovacich funkci. Obraz funkce ¢ pii zobrazeni T, tj.
¢islo T'(p), budeme struéné znacit T.

Mnozinu v8ech linedrnich funkciondli D — R, ktera je zase vektorovym prostorem, nazyvame
(algebraicky) dudlnd prostor k D a znacime ji D'.
Definice distribuce
Spojity linearni funkciondl na prostoru testovacich funkci se nazyva distribuce.
Podrobnéji: Zobrazeni T : D — R nazveme distribuce, jestlize

(Vo,9 € D) T(p+1p) =Te+ T,

(Vo € D) (Ve € R) Tl(ep) = T,

(Men}t € D) (Vo € D) @, — ¢ v prostoru (D, p) = Ty, — Te v R s pfirozenou metrikou.

Mnozinu v8ech linedarnich funkcionalu D — R nazyvame topologicky dudlni prostor k D a znacime
i D*.
Priklady distribuci

1. Nechf f : R® — R je funkce takové, ze pro kazdou kompaktni mnozinu K C R" existuje
konecny integral [ f(x)dx (tzv. lokdlné integrabilni funkce na R™). Definujme distribuci
K

Ty € D* vztahem
Typ = [ H@pla)ie. (A.2)
RTL
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Distribuce T' € D* takovéd, ze existuje lokalné integrabilni funkce f pro niz Ty = < f | %) >
pro vSechny ¢ € D, se nazyva requldrni distribuce. Distribuce, ktera neni regularni, se nékdy
nazyva singuldrni.

Kazdé lokalné integrabilni funkce urcuje distribuci, muzeme tedy lokalné integrabilni funkce
povazovat za distribuce’. Z tohoto divodu se distribuce nékdy nazyvaji zobecnéné funkce.

1
2. Funkce f(z) = — je lokdlné integrabilni na otevieném intervalu (0,00), ale neni lokdlné
x

integrabilni na celém R. Av8ak pro vSechna a,b, a < 0 < b je
Fdr  fd b b b
lim /_x+/_z = lim 1ni+1n— = lim In— =1n —.
e—0+ x x e—0+ |al € e=0+  |al |al
a €

bd
Tuto limitu oznacime vp [ & a nazveme integrdal ve smyslu Cauchyovy hlavni hodnoty.
x
a
Tuto ivahu zobecnime. Necht funkce f je lokdlné integrabilni na R™ \ {x}. Polozme

By ={x: |z — x| <r}

oteviena koule se stredem o a polomérem r). Integral z funkce ve Smyslu hlavni hOdHOtY
g
deﬁnujeme jako

de = 1i d
Vp/f(:c) T Eir(I)lJr / f(x)de,
K K\Bg
pokud limita na pravé strané existuje.
Ma-li funkce f pro kazdou kompaktni mnozinu K C R™ integrédl ve smyslu hlavni hodnoty,

pak zobrazeni T : D — R definované vztahem
10 = [ f(@)pla)ia (A.3)
R’n

je distribuci.

3. Diracova distribuce ¢ priradi kazdé testovaci funkci ¢ € D hodnotu ¢(0).
Diracova distribuce neni regularni.

Vyrazy na pravych strandch rovnost{ (A.2) a (A.3) formdlné piipominaji skaldrni soucin. Proto
hodnoty téchto distribuci zapisujeme ve tvaru

{ f(@) | ¢(x) ), nebo strutné { f|¢ )

Prestoze Diracova distribuce neni reguldrni ani neni definovdna pomoci néjaké (klasické) funkee,
pouzivame pro ni zapis

(51¢) = (6@ | ¢@) ) = [seplaiz = o(0).

Podobnym zpusobem budeme zapisovat jakékoliv distribuce. V Diracové terminologii je tedy dis-
tribuce bravektorem a testovaci funkce ketvektorem. Diracovu distribuci (6 budeme jednoduse
psat jako 0, pripadné §(x) pro zduraznéni nezdvisle proménné testovacich funkei.

Symbolem L{. (R™) oznaéme mnozinu lokalné integrovatelnych funke{ na R™ (pfesnéji, mnozinu

t¥{d ekvivalentnich lokdlné integrabilnich funkei). Testovaci funkce jakoZto spojité funkce jsou
lokalné integrabilni. Urcuji tedy regularni distribuce. Plati tedy

D(R") C Lio.(R") € D*(R™).

1Povsimnéme si, ze dvé riizné funkce mohou uréovat tutéz distribuci; konkrétné jde o funkce, které se od sebe
lisf na mnoziné nulové miry. Funkce f a g takové, ze [ f(z)dz = [ g(z)dz pro kazdou kompaktni K C R"™ jsou
K

pro urceni regularni distribuce ekvivalentni. Pfesnéji bychom tedy meéli fikat, ze ztotoznujeme distribuce a tridy
ekvivalentnich funkei.
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Nosié¢ distribuce

Rekneme, ze distribuce T' € D* je na mnoziné A C R™ nulovd, jestlize Tp = 0 pro kazdou testovaci
funkci ¢ € D* takovou, ze Supp ¢ C A.

Nosic¢ distribuce T je nejmens{ (vzhledem k mnozinové inklusi) uzaviend mnozina takova, ze
na jejim komplementu je T" nulovéa. Nosi¢ distribuce 7' ozna¢ime Supp 7.

Nosi¢ Diracovy distribuce je jednoprvkovd mnozina {0}.

Zakladni operace v prostoru distribuci

e Soucet distribuci T, S € D*:
T+ S € D* je distribuce, ktera spliuje rovnost

(T+8S)p=Tp+ Sp
pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.

e Ndsobeni distribuce T' € D* funkci a : R™ — R tridy C*:
Je-li p € D testovaci funkce, pak ¢ mé kompaktni nosi¢. To znamend, ze také funkce ap ma
kompaktni nosic¢, tedy ap € D.
aT € D’ je distribuce, kterd spliiuje rovnost

(@T)p = T(ap)
pro kazdou testovaci funkei ¢ € D.

e Posunuti (translace) distribuce T € D o vektor y € R™:
YT € D* je distribuce, kterd spliiuje rovnost

YT =T py

pro kazdou testovaci funkei ¢ € D.
Pro regularni distribuci urcenou funkei f plati

¥Tf)p = /f(iv)so(:v +y)dx = /f(z —y)p(z)dz;
R R

v integralu jsme pouzili substituci z = x + y.
S pomoci Diracovy symboliky mizeme definice operac s distribucemi zapsat ve tvaru:
o Soucet: ( fHg|o)=(fle)=(fle)+(g]e)
o Nésobek funket: ( af | ¢ )= ( f|ap )

e Translace: < flx—y) | o(x) >:< f(x) | olx+y) >

Zejména pro Diracovu distribuci plati

{8z —y) | @) )= 6@) | p@+y) )= o). /Mm*ww@mw:ww%

(8y—a) | o) ) = [y~ )o@l = [ sty ~ =)z = oly).
RTL R’Vl
Translace Diracovy distribuce o vektor y, tedy distribuce zapisovand jako d(x — y) se nazyva
Diracova distribuce soustredénd v bodé y. Pritom plati

é(x —y) =6y — =) (A4)
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A.2 Konvergence v prostoru distribuci
Rekneme, ze posloupnost distribuci {T}r2y € D* konverguje pro k — oo k distribuci T € D* a
piseme
lim T, =T,
k— o0
jestlize pro kazdou testovaci funkci ¢ € D* je klim Tre = Ty (v tomto piipadé jde o konvergenci
—00
¢iselnych posloupnosti).

Definici lze zapsat také v Diracové symbolice: Rekneme, ze posloupnost distribuci {{ Trtieq
konverguje pro k — oo k distribuci (f a piseme klim (fr = (f, jestlize pro kazdou testovaci funkci
—00

peD e im ( fulp )=( f|¢)

Pro konvergenci v prostoru distribuci plati nasledujici véty:

Véta 1: Necht {T}},~; € D* je posloupnost distribuci takovd, ze pro kazdou testovaci funkci
¢ € D existuje limita posloupnosti ¢isel {Tp}re ;. Definujme zobrazeni T : D — R piedpisem

T(p) = lim Trp.
k—o0
Pak T je distribuce, T' € D*.

Linearita plyne z linearity kazdé z distribuci T} a z linearity operdtoru limity posloupnosti),
spojitost je dokdzéna napf. v knize: LAURENT SCHWARTZ. Théorie des distributions, Paris 1973.

Véta 2: Ke kazdé distribuci 7' € D* existuje posloupnost testovacich funkef {py}re; C D, Ze
lim (pr =T, neboli (Vo€ D) lim { ¢ | ¢ ) =Te.
k—o00 k—ro0
tj. ze tato posloupnost testovacich funkei konverguje k 7" ve smyslu distribuci.
Kazdou distribuci lze aproximovat pomoci posloupnosti testovacich funkei.
A.2.1 {-vytvorujici posloupnosti

Necht {fi}r—, je posloupnost lokélné integrabilnich funkei na R™ takovych, ze posloupnost re-
guldrnich distribuci {T%, },;~ | konverguje k Diracové distribuci, tj.

li = (0

Jim ( fi| ¢ ) =(0)

pro kazdou testovaci funkci ¢ € D. Pak posloupnost {fi},-, se nazyva §-vytvorugici posloupnost,
funkce fi se nazyvaji impulsni funkce.

Priiklady J-vytvoiujicich posloupnosti:

Nésledujici posloupnosti funkei konverguji k Diracové distribuci na prostoru D*(R).

1 1
kol < o k-], ol <+
0, || > o 0, el >~
ko a2 sin kx
fr(@) = 5r© kat/2, fr(@) = e
1 Qg 0o . q- , . s . . o
fr(x) = ;m, kde {aux},_, je libovolnd posloupnost kladnych ¢isel takova, ze klingo ap =0,
1 n 2 k 2mTm o] < Lo
-+ = cos z, |z] <3
fk(x) = f [ m=1 f ’ -2 .

Na obrazcich A.1 je znézornéno nékolik prvnich ¢lent nékterych d-vytvorujicich posloupnosti.
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Tk T

X X
kel < 1/(28) k=Rl o] < 1/k
file) = {o, jinak ful@) = {0, jinak
fr fr
T N
fulz) = % o Lka? Fulz) = siifx
fr fr
P Ly "
1 =+ cosnmx, |r|<1
fk(fc):;m fr(x) = a1

)

, jinak

Obréazek A.1: Piiklady d-vytvorujicich posloupnosti na prostoru D*(R). S rostoucim k se zmensuje
sila ¢ary.
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A.3 Derivovani distribuci

Nechf f : R"™ — R je diferencovatelnd (a tedy lokdlné integrabilni) funkce, ¢ € D je testovaci
funkce. Pak plati

of _
&El( x)dx = / / / 81'1 (e)p(x)day | das...dzp_1dz, =

— 00 —00

// / o= o /f x)dzy | das ... dey_1da, =
6.1‘1

— 00 —O0

ponévadz Supp ¢ je kompaktni.
Provedeny vypocet motivuje nédsledujici definici.

Definice derivace distribuce

0
Parcialni derivace distribuce T € D* podle pruni proménné je distribuce a—T7 pro niz plati
I

0 B dp
(3$1T)(p T(azl)

Obecné definujeme parcidlni derivace distribuce podle libovolnych proménnych libovolného

radu rovnosti
( aiﬁ_iﬁmz.n - T) o = (—1)i1+i2+~~~inT ( .aiﬁ_iﬁ.“in - (p)
0x 0z - - - Dy Oz 0wy - - - Oxyy

pro kazdou testovaci funkci ¢ € D.

pro kazdou testovaci funkci ¢ a kazdy multiindex (1,45, . .., i) € (NU{0})". Je zfejmé, ze parcidlni
derivace distribuce je linedrni operator na prostoru distribuci D*.

Kazda distribuce ma derivace libovolného radu.

Kazd4 lokalné integrabilni funkce f urcuje regularni distribuci. Tato distribuce ma derivaci
libovolného tadu definovanou rovnosti

< oh +i2+'”in,f

O0x}' 0x3 - - - Oy

§irtiztin >

. . —
21 12 in
O0x}'0xy - - - Oxy

) /]

V tomto smyslu lze Fici, ze kazda lokalné integrabilni funkce f ma derivaci libovolného fadu. Tato
distribuce vsak obecné neni funkci ale distribuci. Nazyvame ji distributivni derivaci funkce f.

Priklady distributivnich derivaci funkci

e Derivace absolutni hodnoty:
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Pro kazdou testovaci funkci ¢ € D plati

{ 2l
oz

p(x) > =—( |zl | ¢'(2) )=~ 7 2|’ (z)dz =

0 00 0 0
0 ']
— /ch’(x)dz—/cp/(z)d:c = [xga(z)]_oo — / p(z)dx — [xga(z)]o +/gp(z)d:c =
—o0 0 —o00 0
0 0o 00
— [ @zt [elade= [ (smayel)da
—o0 0 —o00
0 e
tedy a—|x| = sgnx ve smyslu distribuci.
x
e Heavisidova skokova funkce (distribuce):
Funkce H : R — R definovana vztahem
1 >
H(z) = » ©20
0, z<0

je lokélné integrabilni. Urcuje tedy regularni distribuci, pro niz plati
< H | ® > = /H(z)cp(:c)dz = /ga(z)d:c.
—o00 0

Povsimnéme si, ze Heavisidova funkce je limitou funkei x4/, definovanych vztahem (A.1);
tuto limitu muzeme chdpat tak, ze klim #1/k(x) = H(x) pro kazdé x # 0, nebo, pii pouzit
— 00

Diracovy symboliky, ze klim (k1/k = (H ve smyslu distribuci. Déle plati
— 00

(Hp) = ~(H|¢) = - [¢ds = ~ @y = w0 = (5]¢).
0
tedy distributivni derivaci Heavisidovy funkce H je Diracova distribuce, H' = ¢, podrobnéji
H'(z) = 6(x). Analogicky lze ukédzat, ze H'(x — x¢) = 0(x — x¢) a H'(xg — x) = —d(x — x0).
Obecné: Funkce H : R” — R definovand vztahem

1, 21 >0,29>0,...2, >0
0, jinak

H(ml,xg,...,xn):{

urcuje regularni distribuci:

<H|<p> = / /"'/H(zl,zz,---,xn)sﬁ(zl,zz,...,zn)dzldx2~~~dxn =

— 00 — 00

/~~~/<p(x1,z2,...,xn)dxldz2~~~dzn.

0 0 0

o0
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anfl oo
{8—@(,@1,902,...,30”) dazodas - --da, =

x1:0

oo o0 oo anfl
N *(’”"//"'/m@@’zwsv---,xn>dz2dx3--~dzn = . =
0 0 0

nyni plyne, ze distributivni derivace
R™.

—————— H urcuje Diracovu distribuci na prostoru
210xo - - - 0Ty,

Distributivni derivace funkci jedné proménné

Necht funkce f je spojitd na kazdém z intervali (—oc, 0), (0co) a existuje

o0 = lim f(z)— lm f(z).

z—0—

Pak je tato funkce lokdlné integrabilni na R, urcuje tedy reguldrni distribuci 7¢. Pro kazdou
testovaci funkci ¢ € D plati

T = (@] ¢@ ) = - /Oof(x)sﬁ’(w)d:c - - / f(z)w’(z)dx/oof(w)w’(x)dz -
. . 0
= @) + / F@)p(@)de — [F@@)]y + 7 P @)p@ds =
ES )
=l (@) lim f@)e() + 7f’<sc>sa<z>dsc -
= w0 (i 1)~ 1 1@) + [ P -
= o0p(0) + /Oof'(w)w(w)dw =oo( 0| )+ ([ ]e)=00(0|¢)+Tre,
t. h

(V@ED)< %f‘@ >Uo< 6le )+ f|e), symbolicky T} =006+ T .

Obecné: Necht funkce f: R — R je tiidy C* na kazdém z intervalii (—oo,0), (0,00) a necht
kazd4 jeji derivace je lokdlné integrabilni. Tato funkce urc¢uje reguldrni distribuci 7.

179



Oznacme

om = lim f(z) = lim f™(z) a T = =

r—0+4 z—0—

Pak pro kazdou testovaci funkei ¢ € D plati

k—1
ok —m— o
(ZLor|e )= St (5o )+ (49 |4 ),
€T m=0
tj.
k—1 ¢
k o e
1% = 3 (-0t D)+ [ fO @)pla)de,
m=0 — 00
Symbolicky
k-1
T;k) = Z Jm5(k_m_1) + Tf(k) .
m=0
Cviceni

1) Vypocitejte druhou distributivni derivaci funkce f(z) = |z|.

2) Necht H je Heavisidova funkce a polozme z, = xH (x), x— = —xH(—z). Vypocitejte distribu-
tivni derivace téchto funkei.

3) Urcete distribuci 6™ (z)

Vysledky: 1) 20(x) 2) o/, = H(x), 2. = —H(—x) 3) (=1)"n!é(x)
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Priloha B

Integralni transformace

B.1 Fourierova transformace a konvoluce
O vsech funkcich nezavisle proménné x, které se v tomto oddile vyskytnou, budeme predpokladat,

ze jsou definovany na celé mnoziné R, maji po ¢astech spojitou derivaci a konverguji dostatecné
rychle k nule pro |z| — co. ,Dostatecné rychlou konvergenci“ budeme rozumét, ze

7 ‘f(x)‘dx < 00.

Fourierova transformace F prevadi realnou funkei f jedné realné proménné na komplexni funkci
F(f) = f jedné redlné proménné definovanou vztahem

f(e) = / f(a)e7eda.

Obraz funkce f pii Fourierové transformaci (Fourieruv obraz funkce) muzeme také vyjadiit jako
soucet realné a imaginarni ¢asti,

f(e) = /f(z)coszfdxfi/f(z)sinx{dz.

Pozndmka 1. Fourieruv obraz funkce f byva v (technickych) aplikacich nazyvan spektrum (signdlu)
f, nékdy také spektrdalni funkce nebo spektrdlni hustota.

Z linearity integralu plyne, ze Fourierova transformace je linearni, tj.

Flerfi+ eafo)(€) = e fi(€) + eafol£).

Priklady:

e Najdeme Fouriertiv obraz funkce f dané piedpisem f(z) = e~*/*| kde o > 0.

00 0 00 00 o]
o) = / e—alelg—ize gy — / o7 (018 gy 1 / o—2(a+i6) 1 — / o-r(a—i) gy 4 / o—a(a+i6) 1y —
—0o0 —0o0 0 0 0
B {_ e~ ®(@—if) B e_z(a*‘if)]m B {_ e *¥(cosx§ +isinzf) e **(cosw§ — isinx«f)]oo
N o — i€ o+ i€ x:O_ o — i€ o+ i€ 2=0
1 1 2c

_ozfi§+oz+i§:o¢2+§2'
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e Najdeme Fourieruv obraz funkce f dané predpisem

f(z)= & |x| <b, kde 8 > 0.
0, jinak,

Pii vypoctu vyuzijeme skutecnosti, ze funkce cos je suda a funkce sin je lichd. Dostaneme

oo B B
. B .
f(&) = / f(x)e™*dx = a /(cos x€+isinzf)de = 2a/cos rédr = 2a [sm;&} = 2048111655,
e 5 0 =0
|
Pro Fourieruv obraz derivace funkce f dostaneme integraci per partes a s vyuzitim vlastnosti

lim f(x) =0 vztah

|x|—o0

o0 o0

FNO = [ £ = [foe =~ [ f@)igeiti -

=i£ / f(x)e ™8 da = iEF(£)(9),

tj. N R
f1(€) =i f (&) (B.1)
Fourierova transformace prevadi infinitesimdlni operaci, derivaci funkce, na operaci aritmetickou,
na nésobeni.
Fourierova transformace neni prostd — dvé funkce, které se lisi na mnoziné miry nula maji stejny
Fourieruv obraz. Pokud v8ak ztotoznime funkce, lisici se na mnoziné miry nula, tj. provedeme
rozklad uvazované t¥idy funkci podle ekvivalence

f=g & /\f(x)—g<:c>!dx=o,

muzeme na téchto tiidach ekvivalence povazovat Fourierovu transformaci za prostou a v tomto
smyslu mluvit o transformaci inversni. Inversni Fourierova transformace F 1 prevadi komplexni
funkei f zpét na redlnou funkci f na celém oboru R; funkce f je dana vztahem

o0

1

fo) = o= [ Floe=ia (B2)

nevlastni integral na pravé strané ptitom chapeme ve smyslu hlavni hodnoty.

Priklad:

Najdeme vzor funkce

sin B¢
€ )

f(&) =2a

jinak Teceno, najdeme funkci f jejiz spektrum je f .
‘

¢
_ L Peyaint e — X1 sin 8§ .
flz) = hm/ef(g)e d¢ lim / ¢ (cosz€ + isinz€)dE.

2T =0 T £—00
—£
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Imagindrn{ ¢ast integrdlu se rovna nule, nebot integrovand funkce je lichd. V redlné ¢asti integru-
jeme sudou funkci, poéitame tedy integral

—_

) 14
20/3111555 cos z€d¢ O/E sin(B + z)¢ + sin(8 — x)¢)d¢.

Tento integrél rozdélime na soucet dvou. V prvnim z nich substituci (5 + )¢ = s dostaneme

L (Btz)t
/smﬁ—i—x dé = / Smsds:Si(ﬁ—i—x)f,
s
0 0

kde Si oznacuje funkci integralsinus'. Podobné najdeme

L

/ Sin(ﬂfx)édg = Si(B — x)L.

0

Celkem tedy méme

a . .
f(x) = — Jim. (Si(B + 2)l + Si(8 — z){).
Pokud je —8 < = < 3, jsou oba vyrazy 8+ z a § — z kladné a tedy
élim (Si(B+ x)l + Si(B — x)f) = 2 lim Si(y) = .
—00

Y—00

Pokud je z < —f nebo x > [, maji vyrazy § + x a f — x opa¢na znaménka a protoze je funkce Si
lich4, plati

. . N . . T T
1;11;10 (Si(B + )l +Si(B — x)) = ylglgo Si(y) + yl}r_noo Si(y) = 5 5= 0.
Pokud je x = — nebo z = 3, plati

lim (Si(8+ x)¢ + Si(B — x)¢) = lim Si(28() = -

£— 00 {—o0

Tyto vypocty ukazuji, ze

«, HARS (_ﬁaﬁ)a
f(SC): %Oé, xe{_ﬁaﬁ}a
0, jinak.

Porovnanim s predchozim prikladem vidime, ze funkce f se shoduje s funkci, ktera byla ,,puvodnim®
vzorem funkce f, ve vSech bodech spojitosti. V bodech nespojitosti nabyva hodnot, které jsou
prumeérem limity zprava a zleva. |

Pozndamka 2. Vzorce pro Fourierovu transformaci a pro inversni Fourierovu transformaci jsou

publikacich byva Fourierova transformace deﬁnovéna vztahem

1 i —ix
f(& = \/—2_71'_/ fla)e " dz.

IFunkce Si je definovdna vztahem

t
/smm 71)n t2ntl
x (2n+1)-(2n+1)!

0
Tato funkce je lichd a spliuje rovnosti Si(0) = 0, hm Si(t) = %7‘(.
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Inversni transformace v takovém ptipadé vyjde

[ oIt
f(z) = m_é F(&)eiSa.

Tyto vzorce se lisi jen znaménkem u vyrazu iz€.

Konwvoluce funkci f, g definovanych na R je funkce f x g dand vztahem

o0

frgle) = / fW)glz - y)dy.

Priklad:

Vypocitame konvoluci funkei f a g danych predpisem f(x) = e~®l, g(z) = e7#I1*|; konstanty a,
5 jsou kladné.

Konvoluce je dana nevlastnim integralem

(f  9)(x) = / e~ Wlemrle=vldy.
Pro x < 0 tento integral upravime,
00 x 0 00
/ e—olvlg=Blo—ulqy — / Ve By 4 [ cvefa—v)gy 4 /efayemxfy)dy _
— 00 — 00 T 0
—Bx T T Bz [e’e]
_ e’ [e<a+ﬁ>y} L [emf >y}° _ . {e,(a, >y} _
a+pj y=—o0c a—f3 y=z «a+f3 y=0
e Prglathe N Pz (1 — ela=hz) n efr e 4 ef” N efr —eor
- a+p a—p at+B  a+p a-p
2 283 2
_ Bx ar _ —Blz| _ ga—alz]
—a27526 0[27526 BT (ae Be )

Analogicky vypocitame, ze také pro = > 0 je

o0
2
—alylg=Blr—ylqy — < —Blz| _ ga—alz|
/eaye Iydy7a2_62(ae x ﬂe ax).
— 00
Vyrazem na pravé strané této rovnosti je tedy ddana hodnota konvoluce funkci f a g. |

Fourieruv obraz konvoluce funkci f, g je

F(f=g)(€) = 7 frglx)e ™ de = 7 /OO fW)glx —y)e ™ dy | do =

_ / / F)g(@ — y)e "Edady.
/s
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V tomto dvojném integréalu budeme transformovat proménné tak, ze polozime x = z + y, y = y.
Jacobian tohoto zobrazeni je

1 1
‘ ! 1‘ 1
Déle e 178 = 7108128 tedy
Fr+0)(© = [[ e e <ty = | [ e e ) | [ e | = Foao.
R2 —00 —00
To znamena, ze .
f*xg=fg, (B.3)

Fourierova transformace pirevadi konvoluci funkei na jejich soucin.

B.2 Laplaceova transformace

Bud M mnozina redlnych funkei definovanych na intervalu (0, c0) takovych, Ze nevlastni integral
(o]

[ f(t)e~Ptdt konverguje a tlim f(t)e™P* = 0 pro vsechna p > 0.

0 — 00

Laplaceova transformace L prevadi redlnou funkei f € M na redlnou funkei L£{f}, nebo
strucnéji Lf, definovanou na intervalu (0, c0) vztahem

ciw) = [ fwe
0

7 uvedeného defini¢niho vztahu plyne, ze Laplaceuv obraz funkce f € M je funkci ohrani¢enou a
ze Laplaceova transformace je linearni, tj.

L(cyfi+ caf2)(p) = ciLfi(p) + c2Lf2(p).

Obrazy nékterych funkci v Laplaceové transformaci jsou uvedeny v tabulce B.1.
Vypocitdme Laplaceuv obraz derivace funkce:

LW = [ Fwerar = [foe ], 4 p [ foer = <l f0) +pLID)
0 0

Pii oznaceni f(0+) = tli%1+ f(t) tedy plati
—

L(f)(p) = pLf(p)— f(0+). (B.4)
Stejné jako v ptripadé Fourierovy transformace lze ukézat, ze Laplaceova transformace prevadi
konvoluci na soucin funkei, L{f *x g}(p) = Lf(p) Lg(p).

Cviceni

1. Najdéte Fourieruv obraz (spektrum) funkce f(x) = e_CJCQ, kde c¢ je kladn& konstanta.

2
—ax

2. Vypocitejte konvoluci funkei f(z) = e , g(x) = e’bIZ, kde a, b jsou kladné konstanty.

Vysledky:
£ T z’ . e .
1. f( = - exp (*4—C>; navod: ukazte, ze d_§f(£) = - 3

™ ab
2. ) —— -2
a+beXp( a—&—bx)
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oo oo
f(t) Lf(p) = [ f(t)e Ptdt || f(t) Lf(p) = [ f(t)e Ptdt
0 0
1 2
1 - t sinwt e
b @+ )
1 p? — w?
t — t t —_
p CcoS w TEEE
n! w
t", n=1,2,... e™ sin wt -_—
I =+
T 1 —
e, a>—1 (a L ) e cos wt %
p* (p—a)?+w
1 202
e sin® wt v
p—a p(p? + 4w?)
1 2 4 22
te®t 5 cos? wt %
(p—a) p(p? + 4w?)
|
t _ n: . a
the? , = 172,... (p—a)"+1 smhat m
T 1
et v > —1 w+1) cosh at P
(o — a1 P
. w . 2ap
sin wt p2 n w2 tsmh at m
2 2
coswt 5 JZ: 5 t coshat (I;Jriazy
p w pT—a
14
—a/t (\/ p? +a? — Pu)
¢ ,a>0 \/?62\/@ Jy(at), v > —1
a

N

a? /p2+a2

Tabulka B.1: ,,Operatorovy slovnik* pro Laplaceovu transformaci
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Priloha C

Okrajové ulohy pro obycejné
linearni rovnice druhého radu

C.1 Formulace tuloh

Oznaéme C*(«, ) mnozinu funkci k-krat diferencovatelnych na intervalu («, 8). Interval (a, )
muze byt omezeny nebo neomezeny, tedy « € RU{—oc0}, 8 € RU {o0}.
Diferencialni operator

Bud'te a,b,c € C%a, ) a a(z) # 0 pro x € (o, B). Linedrni diferencidlni operdtor druhého vddu
L = L(a,b,c) : C*(a, 8) — C%(a, B) definujeme ptedpisem

Ly(x) = a(2)y" (x) + b(x)y'(z) + c(z)y(x), = € (0,1).

Rovnice
Ly=y,

kde g € C%a,p) je linedrni diferencidlni rovnice druhého fadu; v pifpadé ¢ = 0 homogenni,
v opa¢ném nehomogenni.
Bud'te p € C(a, 8), q € C°(a, B). Pak operdtor L(—p, —p',q) dany vztahem

L(—p, —p, q)y(z) = —p(2)y" (z) — p'(@)y () + q()y(z) = —(p(2)y () + q(z)y(z)

nazveme samoadjungovany. Kazdy linearni diferencidln{ operator druhého fddu L(a, b, ¢), pro jehoz
koeficienty a, b plati

b(z) =d (x), =zé€(a,p)
je samoadjungovany. Rovnice
!/
—(p(2)y'(2)) +q(2)y(z) = f(z), @€ (a,f)
se nazyva samoadjungovand nebo Sturmova-Liouvilleova rovnice.

Tvrzeni 7. Kazdou linearn{ diferencidln{ rovnici s koeficientem a € C1(a, 3) lze vyjadiit v samo-
adjungovaném tvaru.

Drikaz: Bud



tedy
o(@)a(x)y” () + o(x)b(x)y' (z) + e(z)c(x)y(x) = o(x)g(x)

je samoadjungovana rovnice, p = —pa, ¢ = gc, f = pg. O

Okrajové podminky

Budeme hledat feseni rovnice
Ly(z) = f(z),

na intervalu (0,1), které spliiuje nékteré z nasledujicich podminek.

e Dirichletovy podminky:
y(0) =y,  y()=wu1.

o Neumannovy podminky:
y'0) =y, ¥ ) =u.

e Robinovy (Newtonovy) podminky:
aoy(0) + Boy'(0) = yo, ary(l) + By’ (1) = w1,
piitemz a3 + 32 # 0 # of + (7.

e Podminky periodicnosti (periodické podminky):

o Podminky omezenosti:

y(x) je omezend pro x — 0+, y(x) je omezend pro x — 1 — .
Ekvivalentné:
lim sup |y(x)| < oo, limsup |y(x)| < o0
r—0+ r—1+

Dirichletovy podminky jsou zvlastnim piipadem podminek Robinovych pro ag = a1 = 1, By =
51 = 0; Neumannovy podminky jsou zvlastnim pfipadem Robinovych podminek pro ag = a3 = 0,

Bo=p =1

Rovnici Ly(z) = f(x) muzeme Fesit také na neomezeném intervalu, tedy na nékterém z in-
tervalu (0,00), (—00,0), (—o00,00). V takovém piipadé nahradime u Dirichletovy, Neumannovy
nebo Robinovy podminky funkéni hodnotu ptislusnou jednostrannou limitou v nevlastnim bodé;
u podminek omezenosti piSeme limes superior absolutni hodnoty v piislusném nevlastnim bodé;
periodické podminky (ptesnéji I-periodické nebo podminky pro periodu l) pro rovnici feSenou na
intervalu (—oo, 00) muzeme zadat jako

y(x) =y(x +1) pro kazdé z € R.

Podminky ruzného typu lze kombinovat; muzeme napiiklad pozadovat splnéni Neumanovy
podminky v levém krajnim bodé a podminky omezenosti v pravém krajnim bodé.
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Jakékoliv okrajové podminky nazveme homogenni, jestlize s libovolnymi dvéma funkcemi
Y1, Yo, které této podmince vyhovuji, vyhovuje téze podmince i jejich libovolnd linearni kom-
binace k1y1 + kayo.

Robinovy podminky s y9 = y1 = 0, podminky periodi¢nosti i podminky omezenosti s y; = 0
nebo yg = 0 jsou homogenni.

Okrajova uloha, v niz rovnice i okrajové podminky jsou homogenni se nazyva homogenni
okrajovd tloha, v opacném piipadé nehomogenni okrajovd tuloha.

Symetricky diferencialni operator
Rekneme, 7e operdtor L je symetricky na mnoziné M C C?(0,1), jestlize pro vSechny u,v € M

plati
1

l
O/ Lu(z)v(z)dz = O/ u(z)Lv(z)dz .

Bud L = L(—p,—p’, q) samoadjungovany operdtor. Pak plati (s vyuZitim integrace ,per partes“)
! 1
/Lu(ac)v(ac)dx—/u(ac)Lv(x)dac =
0 0

!
— / [( — (p(z)d (z)) + Q(x)u(x))v(x) — u(x)( — (p(z)v' (z)) + q(m)v(x))} de —

[(

l
- / p(a) (z))’
0
l l
= [p(e)0’ (@)u(z)]} - / p(a) (@ (2)dz — [p(a)e (2)o(@)], + / p(a) (' ()dz =
0 0
(Dl

/

u(x) — (p(x)u/(x)) v(z)} dz =

) = p(0)v' (0)u(0) — p(l)u' (v (1) + p(0)u'(0)v(0) =
= p(1) (v'(Du(l) — u'((D)) — p(0) (v'(0)u(0) - u'(0)v(0)).
e Samoadjungovany operator L = L(—p, —p’, q) je symetricky na mnoziné funkci, které spliuji
homogenni Robinovy podminky.
Diikaz: Je-li By # 0, pak u/(0) = f%u(()),v’(()) = —%U(O), takze v/(0)u(0) — u/(0)v(0) = 0.
0 0

= p(l)v'

Je-li ap # 0, pak u(0) = f%u’(O),v(O) = —224/(0), takze opét v/ (0)u(0) — u/(0)v(0) = 0.
0
Analogicky ovérime, ze v’ (1)u(l) — v/ (I)v(l) = 0. O

e Pokud funkce p je l-periodickd, pak samoadjungovany operdtor L = L(—p, —p’, q) je symet-
ricky na mnoziné [-periodickych funkei.

C.2 Homogenni okrajova uloha s parametrem
Nechf A € R. Uvazujme homogenni okrajovou tlohu pro rovnici
Lv(x) = \v(z).
Tato iloha m& vzdy trividind reseni v = 0. Pokud existuje netrividln{ feseni v = v(z), nazveme ho
vlastni funkci okrajové ulohy a parametr A nazveme vlastnim ¢islem operdtoru L.

Je-li A vlastni ¢islo operatoru L a v = v(z) je prislusnd vlastni funkce uvazované okrajové
tlohy, pak také funkce cv je pro libovolnou konstantu ¢ € R vlastni funkei.

189



Jestlize vlastnimu ¢islu A odpovida k linearné nezavislych vlastnich funkci, fekneme, ze A je
k-nasobné vlastni ¢islo.

Priklady:

Uvazujme samoadjungovany operator L = L(—a?,0,0), kde a je n&jaka nenulové konstanta. Rov-
nici
—a’y"(z) = Ay() (C.1)

muzeme piepsat na tvar

Reseni této homogenni linearni rovnice druhého fadu zavisi na znaménku parametru A. Obecné
feSeni rovnice je dano vztahem

Aexp (;f\x) + Bexp (—;)\x) , A<,

la |al
y(x) = ¢ Az + B, A =0,
A A
Acos\|/—_|x + Bsin\|/—_|x, A >0,
a a

kde A, B jsou néjaké konstanty.

1) Hleddme Teseni rovnice (C.1) na intervalu (0,1), které splituje Dirichletovy homogenni okrajové
podminky
y(0) =0 =y(l).

Je-li A =0, pak mé platit
y(0)=0=B, y()=0=Al+B,

takze B = 0 a v dusledku toho také A = 0 a rovnice ma pouze trivialni feseni.
Je-li A < 0, pak mé platit

y(0)=0=A+B, tj. B=-A, y(l) =0= ATl e 2Asinh‘/||)\ .
a

pro —A > 0 je vsak sinh |7—|l > 0 a z toho plyne, ze A = 0. Rovnice (C.1) ma opét pouze trividlni
a
reSeni.
Je-li A > 0, pak mé platit

y(0)=0= A4, y(1) :0:Bsin\/—Xl.

la]

) kra\?
Odtud plyne, Ze\l/—_|l —krprok €7, k#0, tedy A = (%) pro k=1,2,3,..., nebof A > 0.
a

Vlastn{ ¢fsla operatoru L(—a?,0,0) s homogennimi Dirichletovymi podminkami na intervalu
(0,1) a prislusné vlastni funkce jsou

kra\? k
/\k<$> : vk(x)zsinTﬂx,k:LQ,Z},....

2) Nyni hleddme feseni rovnice (C.1) na R, které splituje podminky periodi¢nosti
y(@) =y(z +1).
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Je-li A < 0, pak je Tesen{ y(x) je monotonni; konkrétné rostouci pro A > 0 nebo A =0, B < 0,
klesajici pro A < 0 nebo A =0, B > 0 a konstantni nulové pro A = B = 0. Uloha mé4 tedy pouze
trividlni reseni.

Pro A = 0 m4 rovnice teseni y(z) = Ax + B, které je periodické a netrividlni pouze pro A = 0,
B # 0. Prvni vlastni ¢islo tedy je Ao = 0 a piislugnd vlastni funkce vy je nenulové konstanta.

A A
Pro A > 0 m4 rovnice feSeni y(z) = Acos —a + B sin —a které md spliovat podminku

lal lal
VA VA

A A
Acos\/—_:c + Bsin—x = Acos—(z +1) + Bsin\/—_(:c +1) =
lal lal lal lal

VA ViV WV \/X VA VA f
=A|cos—x cos—I[—sin—zxsin—1I[ |+ B —x cos —I + cos —x sin —
|a |a |a |a " al |a |a Ial

= (AcosﬁlJrB m\/X )cos\/—X ( Asi n\/X VA )sin\/—X

|+ Bcos—1
|a |a |a |a |a

A . . (s
Ponévadz funkce cos Wx a sin Wx jsou nezavislé, plyne odtud
a a

Acos\/—Xl—l—Bsin\/—Xl =A —Asin\/—Xl—i—Bcos\/—Xl = B,

la] |al ’ la] la]

(COS%Z — 1) A+ (sin%l) B = 0,
< \|/_|>A+< \|/_|l—1>B = 0.

Tato homogenni soustava linedrnich algebraickych rovnic pro nezndmé A, B m& nenulové feseni
pravé tehdy, kdyz determinant jeji matice je nulovy, tj. pravé tehdy, kdyz

<cos\|/%|l — 1) + (sin%l) =0.

A A A
Tato rovnost je splnéna prave tehdy, kdyz cos ﬁl =1 asin ﬁl = 0, coz znamena, ze ﬁl = 2km,
a a a
ke Z.
Celkem tedy vlastni ¢fsla operdtoru L(—a?, 0, 0) s podminkami periodi¢nosti a piislusné vlastnf
funkce jsou

neboli

Ao =0, wvo(x)=const#0,

2kma > 2k 2k
)\k = < ZT&) R ’Uk(,CE) = COS TW.T, ﬁk(,fE) = sin TWZE, k= 13253a T

Kladna vlastni ¢isla jsou tedy dvojnésobnd.

3) Nakonec najdeme feseni rovnice (C.1) na (0, 00), které spliuje podminky omezenosti
y(x) je omezend pro x — 0+ a pro z — o0.

Je-li A <0, pak

lim [y(2)] oo, A#0,
1m xr =
w00 1 0, A=o0.
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V tomto pripadé tedy vSechna zapornd ¢isla A_ jsou vlastnimi ¢isly a prislusné vlastni funkce jsou

N
vo(x) =€ Tal_

x

Podobné pro A =0 je

lim |y(z

T—00

)| = oo, A#0,
B, A=o.
Cislo A\g = 0 je vlastnim ¢islem a piislusng vlastni funkce je

vo(x) = const # 0.

Pro A > 0 jsou vSechna feseni omezend, takze jakékoliv kladné ¢islo Ay je vlastnim ¢islem a
prislusné vlastni funkce jsou

Tvrzeni 8. Oznaéme M; C C?(0,l) mnozinu funkc{ spliiujicich pifslusné homogenn{ okrajové
podminky. Je-li operator L symetricky na mnoziné My a 0 # A\ # A jsou jeho dvé vlastni ¢isla,
pak odpovidajici vlastni funkce jsou orthogondlni v prostoru £2(0,1).!

Dikaz:
l 1 l 1 l
/vl(z)vg(z)dx = )\—/x\lvl(x)vg(x)dz = /Lvl(z)vg(x)dz =
0 o Yo
l l
1 A2
= — [ vi(x)Lvg(z)de = = [ vi(x)ve(z)dx
)\1 )\1
0 0
! A2 .
Kdyby [v1(z)ve(z)dz # 0 pak by = 1, coz by byl spor. O
0 1

Sturmova-Liouvilleova uloha

Jednd se o samoadjungovanou rovnici s homogennimi Robinovymi okrajovymi podminkami

( ) = \y(x), x € (0,1),
aoy(0) + ﬂ '(0) = 0 = qu( )+ By’ (D). (C2)

Veéta 3. Plati ndsledujici tvrzeni:

e Sturmova-Liouvilleova tiloha ma nekoneéné mnoho vlastnich éisel A1, A, ..., pro kterd plati
min{g(z) : x € [0,]]} < A\ < Ay < -+ lim A\, = oo.
n— oo

IProstor £2(a, B): Mnozina funkei definovanych na intervalu («, 8) takovych, ze f ( ) dz < oo, tvori vek-

torovy prostor. Skaldrni souéin funkci f, g v tomto prostoru zavadime jako [ f(z)g(z)dz. Funkce f a g v tomto
[e3

xq

prostoru povazujeme za ekvivalentni, pokud [ ( flx) — g(a:))2daz = 0. Pokud ekvivalentni funkce ztotoznime, do-
z

staneme prostor £2(a, ).
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o Kazdému vlastnimu ¢islu Sturmovy-Liouvilleovy ulohy prislusi pravé jedna normovand vlastni
funkce.

o Viastni funkce v, = v,(x) odpovidajici vlastnimu ¢éislu A\, md v intervalu (0,1) prdvé n — 1
nuloviych bodi. Mezi kaZdymi dvéma sousednimi nulovymi body vlastni funkce v, lezi prdavé
jeden nulovy bod vlastni funkce vy+1. Zejména vlastni funkce vi neméni znaménko na inter-
valu (0,1).

e Posloupnost {v,}22; normovanygch vlastnich funkei Sturmouvy-Liouvilleovy wlohy tvori ipl-
nou orthonormdlni posloupnost na [0,1]. Tj. je-li funkce f € L£2(0,1), pak Fourierova tada
funkce f vzhledem k orthonormdlni posloupnosti {v,}22 konverguje k funkci f podle stredu
(konvergence v prostoru L£2(0,1)). Je-li funkce f navic spojitd a spliuje homogenni okrajové
podminky, je tato konvergence stejnomeérnd.

Diikaz: Viz J. KALAS, M. RAB: Obycejné diferencidlni rovnice. MU, Brno 1995, str. 158-163.
Ditkaz je tam proveden pro piipad p = 1. O

Tvrzeni véty jsou ilustrovana tfemi priklady na str. 190-192:
Dirichletova iloha

—a?y" =Xy O0<z<l,
y(0) =0=y(l)

mé vlastni éisla

2
nmwa
Ay = (T) . n=1,2,3,..
kterd evidentné tvori rostouci posloupnost s nevlastni limitou oo, ke kazdému vlastnimu ¢islu
piislusi pravé jedna normovand vlastni funkce

2 . nw
vp(x) = = sin — .
l l
Pfitom nulové body vlastni funkce v, uvnitt intervalu (0,1) a nulové body vlastni funkce v,
uvniti intervalu (0,1) a jsou
kl Kl

zp=—,k=123,....n—1, a x,=——, k=1,23,....n
n n+1

a pro tyto hodnoty plati

-1
(-1l _ _d 4
n n+1 n

Posledni tvrzeni véty plyne z teorie trigonometrickych Fourierovych fad.
Periodicka tuloha

—a®y" =Xy wER,
ylz)=yle+1) z€R

mé vlastni ¢isla

onra\ >
Ap = 7 , n=0,1,2,...,

kterd opét tvori rostouci posloupnost s nevlastni limitou co. Ovsem ke kazdému z vlastnich ¢isel
A, =1,2,... existuji dvé nezdvislé vlastni funkce

nm . nm
COS —I a S TSC
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Predpoklad véty, ze homogenni okrajova podminka je Robinova, tedy nelze zeslabit tak, ze by
okrajova podminka mohla byt i periodicka.
Libovolné redlné ¢islo je vlasnim ¢islem okrajové tiloha s podminkami ohrani¢enosti

_a2y// — )\y

limsup |y(x)| < oc.

z € (0,00),

Tato vlastni ¢isla netvori posloupnost; tikame, ze spektrum operédtoru je spojité (neni diskrétni).

Neékterd vlastni ¢isla a vlastn{ funkce tlohy (C.2) jsou uvedeny v tabulce C.1.

ag o a1 [ An vp () JonI?
nm\ 2 . nm /
1 0 1 0 (7) sin 73@ B
2n+1)m\> . 2n+ D7 14
1 0 0 1 ( 5 sin T 5
2n+ x> (2n+1)w 1
11 Sl S -
0 0 ( 57 cos 27 T 5
nm\ 2 nmw {
1 1 — 1 — —=
0 0 0, ( 7 ) , oS 7 T L, 5
) kladné kofeny rovnice T /¢ h
1 1 inv\, z
0 VA = —htg (VAr) SInY An @ 2 2 )
kladné kofeny rovnice Y h
0 b nd h=VA g (VAe) cosvAn @ 2 P amEa)
kladné koteny rovnice
h ¢ h%20+2h
—-h 1 h 1 A h An — siny/ A, 5T v —
[ D gcote (\/XE) cosvV A, T + o siny/ A\, @ 5 + o,

h VA

Tabulka C.1: Vlastni hodnoty a vlastni funkce tlohy (C.2) pro specidlni tvary okrajovych

podminek

C.3 Nehomogenni rovnice s homogennimi okrajovymi pod-
minkami

Budeme hledat feseni nehomogenni rovnice v samoadjungovaném tvaru s homogennimi Robi-
novymi okrajovymi podminkami

x € (0,1),




Fourierova metoda

e Najdeme posloupnost vlastnich ¢isel {\,}52; a orthogondlni posloupnost piislusnych vlast-
nich funkei {v,}>2; Sturmovy-Liouvilleovy tlohy, tj. rostouci posloupnost ¢isel {\,}52, a
posloupnost funkei {v,}22 ;, které spliuji:

Lv, () = Mop (),
apvn (0) + Bov),(0) = 0 = aqv, (1) + 1o, ().

e Funkci f vyjddiime ve tvaru Fourierovy fady vzhledem k orthogonalnimu systému vlastnich
funkei

l
> 1
- ;dnvn(x), kde d, = Wo/f(g)

e Regeni tlohy hleddme také ve tvaru Fourierovy fady

y(x) = i cnop ().
n=1
Musi tedy platit
Ly(x) =1L (i cnvn(z)> = i enLug(x) = icn)\ v ()
n=1 n=1 n=1

takze

i CnAnp(x) = i dpvn ().

n=1 n=1

z ¢ehoz podle véty o jednoznac¢nosti Fourierovy fady plyne

Cp = , n=1,2,...,

>|&
SN

pokud vSechna vlastni ¢isla jsou nenulova.
Hledané feseni tedy je

00 @)
x) = d dé€.
) =2 ||vn|| /f = /< M [0 ) ¢

Oznacime-li
Gla,€) = Z

Ize Teseni zapsat ve tvaru integralu



Metoda variace konstant
e Najdeme feseni u, v dvou pomocnych homogennich 1loh s jednou okrajovou podminkou
Lu = — (pu/)/ + qu = 05 O[()U(O) + ﬂou/(O) = 07
Lv = —(p) 4qu=0, oqul)+ ' (1) = 0.
Funkce u, v nejsou urcéeny jednoznacné. Vezmeme ty, které jsou linearné nezavislé.
e Pro Wronskidn W(x) = u(x)v'(z) — v/(z)v(x) funkel u, v plati p(z)W(z) = K, kde K je
nenulové konstanta, nebot
(pW) = (p(m/ — u/v))/ = p'uv’ + pu'v' + puv” — p'u'v — pu’v — pu'v' =
= (pv" + p'v Yu— (pu”’ + p'u)o = (p') u— (pu’) v = quu — quv = 0,
kdyby K = 0, pak by W = 0, coz by byl spor s linedrni nezdvislosti.

e Reseni nehomogenni tlohy hleddme metodou variace konstant, tedy ve tvaru

y(z) = er(z)u(z) + c2(x)v ().

Funkce y mé byt feSenim dané nehomogenni rovnice, takze musi platit

f = L(au+cv) = f(p(clu)/)/ + garu — (p(czv)’)/ + geov =
= —p(fu+2du +ciu’) —p (dlu+ ) + geru —
—p(chv 4+ 2c50" + cav”) — p' (chv + cov’) + qeov =
= o (—pu” = pu' + qu) — peyu’ — p(cfu + o) —p'dhu+
ez (=pv” = p'v' + qu) — peyv’ — p (cGv + hu') — plehu =
= ¢ Lu—pdu’ — (p(c'lu))/ + caLv — peyv’ — (p(cgv))l =
= —p(dh + ') = (p(clu+ chv))"

Tato rovnost bude splnéna zejména tehdy, kdyz funkce c;, co spliiuji soustavu rovnic

ci(@)u(z) + ey(x)v(z) =0,

() (x) + ch(z)v' (z) = —@ (C3)
(@) (x) + & (x)v" (x) st
Plati tedy
I I B T
@)= | I = ,
(C.4)
u(x) 0
1 f(z)u(z)
Ga)= | 1) = -
W [t ~H) ="
e Funkce y(z) mé spliiovat okrajové podminky, tj.
ao [e1(0)u(0) + c2(0)v(0)] + Bo [c1(0)u(0) + c1(0)u’(0) + 5(0)v(0) + c2(0)0"(0)] = 0
ay fer(Du(l) + c2(Do(D)] + Bu [ (Dul) + c1(Du' (1) + 5 ()o(l) + 2 (D' D)) = 0,
po tpravé s vyuzitim (C.3)
c1(0) (au(0) + Bou’(0)) + c2(0) (v (0) + Bov'(0)) = 0,
c1 (D) (aru(l) + ru' (1) + ca(l) (rv(l) + Bro'(1)) = 0;

196



kazdé z funkci splnuje jednu okrajovou podminku, tedy

2(0) (av(0) + B’ (0)) = 0,
cl(l)(alu(l)—i—ﬁlu'(l)) = 0,

takze
Cl(l> == 0, CQ(O) = 0. (05)

e Funkce ¢1, co jsou Fesenim rovnic (C.4) s poc¢dteénimi podminkami (C.5) a jsou tedy dény

vyrazy
al) = 1 [1Oue, el = —¢ [f@uea
l 0

e Reseni tlohy je
Oznacime-li

Ize teSeni zapsat ve tvaru jediného 1ntegralu

l
- / NG

Funkei G : [0,1] x [0,1] = R nazveme Greenovou funkci homogenni okrajové ilohy
Ly(z) = —(p(@)y' (@) +q(@)y(x) =0, € (0,1),
aoy(0) + Boy'(0) = 0 = ary(l) + By’ (1)

kde p(xz) > 0 pro x € [0,1], jestlize

Greenova funkce

(i) G je spojitd pro x € [0,1] x [0,1],
(ii) G je symetrickd, tj. G(x,&) = G(§, x),
(iii) pro kazdé £ € [0,1] mé funkce G(-, ) spojité derivace druhého tadu,
)

(iv) pro kazdé & € [0,1] je funkce G(-, ) TeSenim uvazované okrajové tlohy,

(v) hm G.(x, &) — lim Gg(z,§)

1
z—E+ ' wE = *@ pro & € (0,1).

Véta 4. Mad-li uvazovand homogenni okrajovd tloha jen trividlnid teseni y = 0 a jsou-li funkce
p € CH(0,1), g € C?(0,1), existuje prdvé jedna jeji Greenova funkce. Nehomogenni okrajovd iloha

Ly(z) = —(p(2)y'(x)) +qla)y(z) = f(z), z € (0,1),
aoy(0) + Boy'(0) = 0 = ary(l) + By’ (1).

md pak jediné resent tvaru
l
- [ o6 o
0
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Diikaz: Viz 1. KIGURADZE: Okrajové ulohy pro systémy linedrnich obycejnijch diferencidlnich
rovnic. MU, Brno 1997, str. 82. Dikaz je proveden pro mnohem obecnéjsi situaci. (]

C.4 Uloha s nehomogennimi okrajovymi podminkami

Ly(z) = —(p(2)y'(2)) +q(x)y(z) = f(x), =z € (0,0),
aoy(0) + Boy'(0) = yo, ary(l) + Biy'(1) = 1.

Jestlize funkce w = w(x) spliiuje okrajové podminky
aow(0) + Bow'(0) = yo, caqw(l) + frw'(l) =
a funkce u = u(z) je fesenim ulohy
Lu(z) = f(x) — Lw(z)
s homogennimi okrajovymi podminkami
aou(0) + Bou’(0) = 0 = aqu(l) + Aru’(1),

pak funkce
y(@) = uz) + w(x)
je fesenim uvazované ulohy, jak se snadno presvédéime primym vypoctem.
Funkci w je vhodné volit v co nejjednodussim tvaru, naptiklad polynom.

Cviceni
Reste okrajové tlohy

2
1) —y" — —y’ =0, z € (0, 1)' y(1) = yo, y je omezend pro x — 0.

2) — (J:Qy') =0, z € (1,00); y(1) = yo, lim y(x) = 0.
3) — (zy') =0, z € (1, ) y(1) = yo, y je omezend pro x — oo.
4) —ay” —y' =0, e (1,2): y(1) =y, y(2) = 0.

Y1,
5) —x y” —ay + K%y =0, x € (0,1); y(I) = 1 y je omezend pro x — 04; k je parametr.
6) —azy” —y' = -z, x € (0,1); y(0) =y(l) =
7) —y" =sinz, z € (0,27); ¥'(0) =y (27) =
NaJdete vlastni funkce okraJO vych tloh a Vlastm ¢isla prislusnych operatoru
8) —v” = Xv, z € (0,1); v'(0) =2'(I) =0.
9) —U”:)\v, x €R; v(z) =v(x+ 27).
10) —v" +qu = Av, z € (0,1); v'(0) =0, v(l) =0; ¢ je parametr.
Reste okrajové ulohy
11) —y" —w?y = f(x), z € (0,1); y(0) = y(l) = 0; w je parametr.
12) —y" =3y = % z € (0,7); y(0) =y(w) =0.
13) Najdéte Greenovu funkei ilohy —y” +y =0, y(0) =y(1) = 0.
14) Oveérte vysledky uvedené v tabulce C.1.
Vysledky:

n2—Inx x k s v~ .
1) y(z) = yo 2) y(z) = £ 3) y(z) =yo 4) y(z) = yl% 5) y(x) = (7)‘ | 6) nem4d feseni
7) y(x) =sinax —x + C, C je libovolna konstanta
8) A\, = (%)2, vp () = cos Brx, n=0,1,2,...
9) A\, = n?, v,(z) = C,, cosnx+ D, sinnx, C,, D,, jsou libovolné konstanty, Co # 0, n = 0,1,2,. ..

10) A\, = ¢+ (M) v (x) = cos Wi‘
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x l
11) y(z) = Bsin &Ly + L [ f(&)sin EX (¢ — 2)d¢ pro £ =k € Na [ f(€)sin £2¢d¢ =0,
0 0
B je libovolna konstanta;
=1 ff sinw(é — x)d¢ — Sihwe ff sinw(é — 2)dé = 21 [ f(¢) Y, S Lisinfr e
0

wsin wl K2Zr2_2]2
k=1

wl g N
12) y(x ) ks}cr;kzg) (cosx/_:c — cotg\/_w s1n\/§z) %(z —7)

sinh(1—x)sinh & 0< & <r<1

— inh 1 ’
13) G(=,§) = {sinhz:f:};hlu—g), 0<z<t<l
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Priloha D

Specialni funkce

D.1 Cebysevovy-Hermiteovy polynomy
D.1.1 Definice

Cebyseviiv-Hermiteiv polynom stupné n € NU {0} je pro kazdé = € R definovan vztahem

2 d" 2
H,(z)=(-1)"e" —e " .
() = (-1’ e
Zejména
Hy(z) =1 Hy(z) = 42 — 2 Hy(x) = 162" — 4822 + 12
Hy(z) =2z Hj(z) = 823 — 12z Hs(z) = 322° — 16023 + 120z

D.1.2 Rekurentni vztahy pro Cebysevovy-Hermiteovy polynomy

S vyuzitim Leibnizovy formule pro vypocet vyssi derivace soucinu funkei dostaneme pro kazdé
n>1

dqrtt qr
Hn+1($) — (_1)n+1ez2d$n+1e_zz _ (_1)n+le$2@(_2xe—z2) _

n o2 dan _z2 n z? n n dk dnik 2

n 22 n dan 2 n\ dr1 e
= 2(71) (§] |:<0> IE@C =+ <1> —dwn_le :| =

5 dn—l

n x? d” —z2 n—1_x —z? _
= 2z(—1)"e Fret 2n(—=1)"""e e = 2zH,(z) —2nH,_1(x),
tedy
Hy1(x) —22H,(x) + 2nH,_1(x) =0. (D.1)

Této rovnice lze vyuzit k postupnému vypoétu Cebysevovych-Hermiteovych polynomit pomoci
prvnich dvou.
Dale plati

dn+1

d n . xr —x n_ . xr —X n 1)2 —X
H (z) = — [(-1)"" —e = 2z(—1)"e" —e " — (—1)"Tle e =

= 2zH,(z) — Hpy1(x).
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Odtud s vyuzitim (D.1) dostaneme
H! (z) = 2nH,_1(x), (D.2)

tj. vyjadtreni derivace polynomu H,, pomoci polynomu nizsiho stupné.

D.1.3 Diferencialni rovnice pro Cebysevovy-Hermiteovy polynomy
S vyuzitim vztahu (D.2) a (D.1) dostaneme
H!(z) = (2nH,—1(2)) = (22H,(2) — Hosr(z)) = 2H,(z) + 20H, () — Hlyy(z) =
= 2H,(z) +2zH] (z) —2(n+ 1)H,(x) = 2zH)(z) — 2nH,(z).
Pro kazdé n € NU{0} je tedy Cebyseviv-Hermitetv polynom H,, (z) fesenim diferencialni rovnice
y"(z) = 22y (z) + 2ny(x) = 0, (D.3)
nebo v samoadjungovaném tvaru

2 4 2
(efz y’) +2ne Ty = 0.

Poznamenejme jesté, ze CebySevuv-Hermiteuv polynom je fe§enfm rovnice (D.3) s okrajovymi

podminkami

z?2 z?2

lim e ™ y(z) = lim e ™ y(x) = 0.

Tr—r—00 T—r 00

Véta 5 (Orthogonalita Cebysevovych-Hermiteovych polynomt). Pro Cebysevovy- Hermiteovy po-
lynomy plati

/Oon(x)Hn(ac)e_”” dz =
Dukaz: Pro urcitost ;:Odeme predpokladat, ze m < n. Oznac¢me
J = 7Hm(z)Hn(z)ez2dx = (-1 7Hm(x)@ez dz.
Pro vypocet tohoto integrélu pouzijeme m krat metodu per partes; pritom vyuzijeme (D.2) a

skutec¢nost, ze pro libovolny polynom P plati

lim efIZP(J:) = lim efIZP(J:) = 0.

Tr—r—00 Tr—r00
2] %® 7 ’ dn71 2
J = (-1) [Hm(z)e fo / H,, (@)= "dz | =
T dn—t 2 T dqr—2 2
— (_1)n712m/Hm_1(l_)We*I dr = (_1)”*22m2(m—1)/Hm_g(l')mefz dr =
s dn—m
= ... = (=1)"7"2™m]! / 3 nime_zzdx.
x
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Je-li m < n, pak

je-li m = n, pak

J = 2"n! / e dr = 2"n /.
O
Dausledek 3. Funkce )
—x°/2
Yo = ——— H,(z), n=012,...

V2rnl\ /T

tvori ortonormdini posloupnost v prostoru L£2(—o00,o0).

7 véty plyne, ze f

D.1.4 Rekurentni vztahy pro koeficienty Cebysevovych-Hermiteovych
polynomu

Hled4dme Feseni rovnice (D.3) ve tvaru mocninné fady y(z) = 3. anpz”.

Plati
2ny(z) = ZQnankzk,
k=0
2zy’(z) = Qkaankac b= ZQkankx ,
k=0 k=0
y//(w) — Zk(k o 1)ank$k 2 Zk(k — 1 ankx Z k’ +2) k’ + 1 an(k+2)$
k=0 k=2 k=0

Po dosazeni do rovnice (D.3) dostaneme

o0

Z [(k+2)(k + 1)ank+2) — 2kank + 2nang] 2 =0,
k=0

a tedy % "
n —

= Gk, =0,1,2,...,n—2.
G (k+2) (k+2)(k:—|—1)ak n=20 n

D.2 Besselovy funkce
Definice 1. Obycejna linearni homogenni rovnice druhého tadu
2?y"(z) + zy'(x) + (2° = v*)y(z) = 0, (D.4)

kde v € R, z € (0,00) se nazyva Besselova rovnice rddu v.

Rovnici (D.4) 1ze ekvivalentné zapsat

x(zy/(x))/ + (2% = v*)y(z) = 0.



D.2.1 Reseni rovnice (D.4) Frobeniovou metodou

Hleddme néjaké reseni rovnice (D.4). Budeme predpoklddat, ze je tvaru
o0
y(x) = apx” + a1z Fagax® T 4. = Z apx’ ™tk (D.5)
k=0

kde o € R je tzv. charakteristicky soucinitel, jehoz hodnotu uré¢ime pozdéji. Pak je

o0
22y" = apo(c—1)z° + ai(c+ Dozt + S ap(o+k)(o+k—1)zotF,

k=2
o0

xy'(z) = apoz® + ai(c+ D2t + S ap(o + k)7t
k;Q

2?y(r) = > ap—oz” T,
k;?

—vy(x) = —v2apx®  — viajxott 3 (—vPap)zo R

k=2

Tedy

ao(0? — 2% + a1 (0® + 20+ 1 — 1)z + Z (ar(0® + 20k + k* — 1V2) + ap—2) 2°TF = 0,
k=2
takze (D.5) je formalnim FeSenim Besselovy rovnice (D.4) pokud plati rovnosti

ap(o? —v?) =

0
a0 +20+1-v%) = 0
0,

ap(0? + 20k +k* —v¥) +ap_o = k=2,3,...

Prvni z téchto rovnosti je splnéna, pokud o a v vyhovuji tzv. charakteristické rovnici
o2 =1 =0, tjo = +v. (D.6)
Polozime ¢ = v a dosadime do zbyvajicich rovnosti. Dostaneme

a(2v+1) = 0 (D.7)
arv+k)k = ap—o, k=2,3,.... (D.8)

Rovnost (D.7) a rovnosti (D.8) s lichymi indexy k, tj. k = 2m + 1 pro vhodné m € N, jsou ziejmé
splnény, pokud ag;41 =0, m=10,1,2,....

Najdeme podminky, za jakych jsou splnény rovnosti (D.8) se sudymi indexy k. Pokud 2v+k # 0
pro k =2,4,6,...,2m, pak

_ A2(m—2)
o = G2m-y _ 2Zm-lm-1+v) a2(m—2) L
o 22m(m +v) 22m(m + v) C 2imm—1D)(m+v)(m—1+v)
(=1)™ag

T 2mmm—1)- 1 (mt ) (m—1+v) - (1+v)
B (=1)™maol(1 + v)
 22ml(m+v)(m -1+ v) - (1+v)T(1 +v)

B (=1)™aol(1 +v)
S 2mP(m+ D)I(m+v+1)

Tento vypocet naznacuje, ze lze volit

1 (=Hm
T 2Tw+1) T 2T+ D(mt v+ 1)

ao
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Pokud 2v + k = 0 pro néjaké k& = 2my, pak 2v + k je celé zaporné ¢islo pro vSechna k =
2,4,6,...,2(mq — 1) a 2v + k > 0 pro vSechna k = 2(my + 1),2(m1 + 2),.... Tedy 1 + 1,2 +
v,...,mq + v nejsou v definicnim oboru funkce I' a m; + v + 1,m; + v + 2,... v ném jsou.
V takovém pripadé lze volit

_ =
22m+v(m+ 1)I(m+ v+ 1)

aozagz---:ag(ml,l):Q Ao2m pro m > m;.

Snadno ovéifme, ze pii uvedené volbé budou rovnosti (D.8) splnény pro kazdy sudy index k.
Forméln{ feseni rovnice (D.4) je tedy tvaru

(oo}

1 T 2k+v
y(@) = kzzko(fl)kr(kz FO0(k+v+1) (5) : (D-9)

kde

ko — 0; VQ/(—O0,0]QZ,
R ) v € (—o0,0]NZ.

Abychom ovérili, ze se jedna o Feseni, je potieba ukazat, ze tato fada konverguje pro kazdé x > 0.
Pro polomér konvergence r mocninné rady

1
1)k 2k
) G Tk r D

M8

S(x) =

B
Il

0

podle Cauchyovy-Hadamardovy véty a s vyuzitim vlastnosti funkce I' plati

1 1
Z — 4 2k —
ro P \/22kr(k FOC(k+v+1)

D) kingo 27T(k + 1)k+1/2(k + v+ 1)k+v+1/2672k+1/71

=0,

takze tato fada konverguje absolutné a stejnomérné pro kazdé = € R. Rada (D.9) tedy konverguje
absolutné a stejnomeérné pro kazdé « > 0. (Pro = 0 nemusi byt y(z) = 2¥.S(x) viubec definovana.)

Definice 2. Funkce

[e%s} 1 T\ 2kt+v
JV(ZL') = kZ:O(fl)kl—\(k_’_l)l"(k;_Fy—i—l) (5)

se nazyva Besselova funkce pruniho druhu 7ddu v. Je-li pro néjaké k € NU{0} ¢islo k+ v+ 1 celé
nekladné (tj. k+ v + 1 ¢ DomT'), klademe k-ty ¢len uvazované fady roven 0.

Oznacme
0o 1 T\ 2k
uy(z) = kzzo(il)kr(k; +1)I'(k+v+1) <§)
Pak je J,(x) = (g)uuu(ﬂﬁ)
Poznamka 3. 1
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Dikaz: Prvni vzorec plyne z toho, ze I'(1) = 1.

, i k 7 2k—1
w(@) = < 0(_1)k2r(k+1)1%(k:+u+1) (5) -
i 2k—1 s z\ 2k—1
— k+1)F(k+I/+1)( ) ]; k1+1/+1)(2) ’

(Posledni rovnost plyne z faktu, ze T'(k + 1) = kI'(k).)

D.2.2 Vlastnosti Besselovy funkce prvniho druhu

1. Funkce J, (z) je spojitd na (0, 00).
Diikaz: Plyne 7z toho, ze u, (z) jakozto soucet mocninné fady je funkce spojita.

1, v=20
2.I1£61J() 0, v > 0mnebo v e Z\ {0} .
co(—1)M | v e (~00,0)\ Z
Dukaz: Plyne bezprostiedné z 3.

3. Pron € N plat{ J_,,(z) = (=1)"J,(z) pro vSechna z € (0, c0).

Dukaz: J_p,(x) = kin T )( Tk )_ DT D) ( )Qk_n =

= (—1)ktn z\ 2kt :
= T(k+n+1)I(k+1) (5) = (=1)"Jn(z).

4. (Jc—”Jy(m))l =—a VI (x), (x”Ju(ac))/ =a"J,—1(x).
Dikaz: Plati:

—v I —v - 1 AN I =
(z Jy(z)) = (2 Z(*l)kl—x(kj_‘_l)f‘(k-l-u—i—l) (5) ) n

k=0
B 2V§_Oj(_1)k2f(k+1)1%l(€k+u+1) (;)%71 -

B Q_Vg(_l)kf(kﬂ)r(myﬂ) (2)%71 =

- e () -

B 2V§;§)(1)k+1F(k+1)sz+u+2) (;)% -

) —2”§;<—1>’“r<k+1>r?k+y+2> (3" -

) ( ) g Ik +1)r 2k+u+2) (g)%ﬂ -
- i(_l)kmk + 1)F(k41r (v+1)+1) (g)%ﬂﬂ

k=0

Druhy vztah lze dokézat analogicky.
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5. Jen(e) = Zafa) — Ja@), Ta) = 5T (@) S (@),
Prvni formule (rekurentni vzorec) umoznuje vypocitat J,11(x) ze znalosti J,(x) a J,_1(x);
druha formule je vzorec pro derivaci Besselovy funkce prvniho druhu.
Dikaz: Prvni formuli z 4. vyndsobime z¥, druhou ™ a rozepiSeme derivaci sou¢inu. Tim

dostaneme
’ v , v
(@) = —Ju(@) = —Jon(e), J@)+—Ju(2) = Joa(2).
Odectenim téchto rovnic dostaneme prvni formuli, se¢tenim druhou. O
6. Plati
=3 e ) =X 6)
kZOFk+1 (k+1) =
=Y s 3 -5 e )
k:OFkJrl (k+2) 2k:0 k+1 2

/2 /2 .
7. J_q2(x) = —cosz, Jija(x) = —sinz.

Diikaz: Ponévadz podle vlastnost{ funkce I' je pro kazdé k € NU {0}

) - (D662

k- 1)@2k-3)--1 (2R
N 2k v = (Qk)!!Qkﬁ N k!QQkﬁ’
kde (2k)!! = 2k(2k — 2)(2k — 4) - -2, tak plati I'(k + 1)I' (k+ 3) = k!é@i N (gfk)! Nz

a tedy
= N 2k—1/2 °° 2k 7N 2
e S e 8 S VER e ()

k=0
2 — 2
= —E (— =4/ —cosx.
e T
k=0

Druhy vztah se dokaze analogicky. O

Rekurentni formule uvedené v 5 spolu s vyjddrenim funket Jo, J1, J—n, J_1/2, J1/2 uvedenymi
v 6, 3 a 7 umoznuji vypocitat Besselovy funkce 1. druhu libovolného celoc¢iselného a polociselného
radu.

Véta 6 (Nulové body Besselovych funkei celociselného téadu). Funkce J,, n = 0,1,2,... md

jednoduché nulové body xn1, Tn2, Tns, ... takové, Ze
0<zp1 <Tpo < Tpz < -+, hmxnk—oo
k—o0
a posloupnost {xnk e, nemd hromadné body. Funkce J,,, n =1,2,... md navic n-ndsobny nulovy
bod x,0 = 0.

Diikaz: Viz napt. G.N.Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cambridge Uni-
versity Press, 1922, kap. XV. O
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Véta 7 (Orthogonalita Besselovych funkei celo¢iselného rddu). Besselovy funkce proniho druhu
Jn, n=0,1,2,... splnuji pro kazdé a > 0 a vsechna k,l € N rovnost

for (229 (2290

kde xpy, (resp. xp1) je k-ty (resp. l-ty) jednoduchy nulovy bod funkce J,,.

=

k1

1a? (Jn+1($nk))2, k=1

Tnl

Diikaz: Polozme f(€) = Jy, (”%’Cg) 9(€) = Jn (75). Pak

e =T (), = () (7).

a d¢? "\ a

Ponévadz J,, je feSenim Besselovy rovnice (D.4), plati
*ﬂﬂzgﬂf@@)ﬂfﬁgﬁgﬂgf(ﬂgffﬁJwﬁg):
dg? a a a a a a

g (¢ () - w) 19).

EJE)  1dfE) | ((zu)? n?
FTZT; *’((__) e

tedy

)ﬂ®=0

Analogicky dostaneme

ddgg(f) +%df1(g€) . ((%)2_"_) £(©) = 0.

Prvni rovnost vyndsobime £g, druhou vyndsobime £ f a odecteme je:

a a

5@#”f¢)+@ff¢)+ﬁp<ﬁwﬁ2(ﬂﬂf)o.

Po upravé
22, — 22
nk

E@f"+df =g f —f9")+(af = fg) +Efg—E5—L =0,

a

2 2
d%(& (gf' —f9)) = %6]“9-

Integraci posledni rovnosti v mezich od 0 do a dostaneme

Ponévadz f(a) = J, (%ka) =0ag(a)=J, (%a) = 0, plati

0= S fer, (fe) . (20 e
0

takze pro k # [ je dokazovana rovnost splnéna.
Ponévadz J,, spliiuje Besselovu rovnici (D.4), plati pro kazdé « > 0 rovnost

22 g, (2) = n? T, (2) — ) (z) — 22T (z).
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Integraci per partes s vyuzitim této rovnosti dostaneme

/x(Jn(x))2dx = %xQ (Jn(ac))2 - /xQJn(ac)J,’l(x)dx =
= 32 @) ~ [ (PR@I@) -2 (@) - R I@w) ar =

= 22 (@)’ - / <”; [(a@))?] - {%Q(J,;(z))ﬂ') do =

+ %2(‘]5(””))2 = %2 (@) + (T@)?) = % (Ju(@)”

Podle D.2.2.5 je (Jn(ac))2 + (J,’,(ac))2 = (Jn(ac))2 + (Jn-1(z) — Jn+1($))2 a tento vyraz je podle

D.2.2.2 pro x z pravého okoli nuly ohraniceny. To znamena, ze

1.2

Jim (@) + (@) = 0.

Dale podle D.2.2.2 je také

.1 2

Plati tedy

[eln (o o= & [otnoras -
0 "o

a? [22 2 2 n? 2 a® 2

== {Tk ((Jn(wnk)) + (1 (znar)) ) — 5 (nlenr))”| = 5 (Jnlanr)) ™
Podle D.2.2.4 je

" Ty (@) = (27" () = fﬁ[]n(z) +a T (2),
takze J) (Xnr) = —Jnt1(znk). Celkem tedy

a& T (2] d = & (s (o))
a 2
0

coz je dokazovand rovnost pro k = [. (I

Véta 8. Nechf v € Z a v je tTesenim Besselovy rovnice (D.4) linedrné nezdvislé na J,. Pak

)
i, v(z)

= Q.

Dukaz: Oznacme

Ju(x)  v(r)

W =W() =W dwv) =500 ()

= Ju(x)0'(x) = J)(z)v(z)

wronskidn funkef J,,, v. S vyuzitim faktu, ze J, a v jsou feSenim rovnice (D.4) dostaneme

d d
d—W:d—(Jl,U’—Jl',v):Jl',v'—i—Jl,v”—J,’j'U—J,’j’:Jl,v”—Jl',’U:
T T
2,2 o / 2 2J1/_ J! 1 1
e e (TR
T T x x
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W
Wronskidn W tedy spliuje diferencidlni rovnici W/ = ——, coz znamena, ze
x

kde C' je néjakd nenulovd konstanta (nebot funkce J,,, v jsou nezdvislé). Déle plati
d (v JJ—-vJ, W C
de \J, ) J?2 J2 xJ2

Bud « > 0 libovolnd konstanta. Integraci posledn{ rovnosti v mezich od = do « dostaneme

@) o f e
() !5(@(5))”

kde D = v(@) je konstanta. Odtud plyne, ze pro kazdé = € (0, ) plati

Jy ()
vr)=J,(z) [ D-C | ————
=) / £(.(0)
a tedy
. . . [ode
i, v(a) = Dl te) = C i o) [ 2 (0

(1+¢)?, v=0
e, vez\ {0}

existuje & > 0 takové, ze pro vsechna & € (0,0) je (JV(«E))2 < n. Odtud plyne, ze pro z € (0,9)
plati

Bud e > 0 libovolné. Polozme n = { Pak n > 0 a podle D.2.2.2 k nému

. d¢ dé 1 . 1)
lim — > —————— 4+ — lim In— = .
I~>0+/ 6(«]1/(6))2 6/€(JV(€))2 n x—0+ T

x

Odtud vzhledem k D.2.2.2 a (D.10) déle plyne, ze pro v = 0 je

zli}g—r v(x) = (—sgnC) oo

apro v € Z\ {0} podle de I'Hopitalova pravidla a podle D.2.2.5 je

[
y; PRV
i o) = ~C lim (@) [ % 0 i TS
o o §(7(9)) 0
’ J,(x)
B 1
— x(JV(x))Q I )
= —Czli%ﬂ J(z) _Cxlg&r zJ, _Czli)%l+ 2(Jy—1(z) — ()
(Ju(@))’
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Podle D.2.2.2 je funkce © — J,_1(x) — J,+1 v pravém okoli nuly ohranicend a tedy

lip, (@)

= OQ.

O
Véta 9. Je-liv & Z, jsou Besselovy funkce proniho druhu J, a J_, TeSenim rovnice (D.}) a jsou
linedrné nezduvislé.

Dikaz: Funkee J,,, J_, byly v D.2.1 nalezeny jako fesenirovnice (D.4). Staé¢i tedy ovérit tvrzeni
o nezavislosti.
Bez Gjmy na obecnosti 1ze predpokladat, ze v > 0.
Wronskian funkei J,, J_, je

W(a,dy,J) = ‘ jgz; Tl ‘ = @) (@) — (@) () =

f o E(;)”u_y(@)’ - (3) " w@ ((5) ww) =
) i) (<5 (5) " w4 (5) i) -

) et (5 G o () -

= @ () — (ol ) — () ().

Podle 3 pro v ¢ Z plati ' li%1+ W(x,J,,J_,)| = 00, coz znamend, ze pro n¢jaké x > 0 je
z—

Wz, J,,J-,) # 0 a tedy podle zndmé véty z teorie linedrnich homogennich obycejnych dife-
rencidlnich rovnic funkce J,, J_, tvoii fundamentdlni systém fresen{ rovnice (D.4). O

Pro v € Z tedy Besselovy funkce prvniho druhu J, a J_,, tvoii fundamentdlni systém feseni
rovnice (D.4). V pfipadé v € Z médme pouze jedno bézové feseni (sr. D.2.2.3).

Definice 3. Funkce Y, definovana pro kazdé v € R a kazdé x € (0, 00) vztahem

Je(x) cosmv — J_g(2)

Y, =1
(z) 51_r>111/ sin €

se nazyvé Besselova funkce druhého druhu rddu v. (Nékdy také Neumannova funkce.)

Pokud v € Z, je jmenovatel zlomku za limitou nenulovy a tedy pro v € Z lze psat

Jy(x)cosmv — J_,(x) .

sin v

Y, (z) =

Je-li v = n € Z, jsou citatel i jmenovatel zlomku za limitou nulové a limitu lze tedy vypocitat
podle de I'Hospitalova pravidla:

v = = ([t

- 2 )] U_n) .

Véta 10. FunkceY, je resenim rovnice (D.J) pro libovolné v € R. Pro wronskidn funkci J, a 'Y,

2
plati W (z, J,,Y,) = —. (Funkce J, a'Y, tedy tvori fundamentdind systém resend rovnice (D.4).)
e

Diikaz: Viz napt. G.N.Watson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cambridge Uni-
versity Press, 1922, str. 58-76. (]
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Pozndmka 4. Besselovy funkce druhého druhu spliuji stejné vztahy, jako funkce prvniho druhu:

(zﬂ’Yy(z))/ = -z "Y,1(x),
(x”Yu(ac))/ = 2"Y, _(x),
V@) = 2¥) - Yia(),
Vi) = 5(ei@) Yo (@)
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