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3 Postacujici statistika, monoténni pomeér vérohodnosti a rovnomérné
nejsilnéjsi test
Postacujici statistika

e Def. 1. Libovolnd funkce T'(.) : ¥ — R" pro néjaké r € N* ngdhodného vybéru (Xi,...,X,)T, kde T =
T(Xy,...,X,) nezdvis{ na parametru 0 se nazyva statistika. Hodnota ¢t = T'(z1, ..., z,) prislusici realizacim
T1,...,T, Se nazyva realizace statistiky.

e Def. 2. Statistika T'(X) se nazyvé postacugici, pokud podminéné rozdéleni X pii dané T'(X) nezédvisi na 6.

e Piedchdazejici definice fiké, ze pokud bude T'(X) postacujici statistika pro 6, potom kazd4 inference o 6 z&vis{
na X pouze pies hodnotu T'(X), tj., pokud x a y jsou dveé realizace a plati, ze T'(x) = T(y), potom inference
0 0 bude stejnd nezavisle na tom, zda jsme pozorovali X = x nebo Y =y.

e Véta. 1. Je-li f1(x|0) sdruzend hustota X a f2(t|6) je hustota T'(X), potom T'(X) je postacujici statistika pro
0, pokud pro kazdé x je podil
fi(x]6)

fa(t]0)

konstanta nezavisla na 6.

Pi#iklad 3.1. Postaéujici statistika binomického rozdéleni Necht X;, i = 1,2,..., N jsou iid Bernoulliho
pokusy a X = Zfil X;. Potom X ~ Bin(N,p). Ukazte, ze T(X) = Zf\il X; je postacujici statistika pro p.

Pozndamka: Zadénim tikolu je projit si odvozeni (pfipadné si odvozeni samostatné provést a nasledné jej s uvedenym
textem zkontrolovat). Reseni pifkladu do @-Skriptu uved'te proto pouze v nasledujici formeé:

Piiklad 3.2. Postaéujici statistika normalniho rozdéleni Necht X; ~ N(u,0?), kde i = 1,2,..., N jsou iid
proménné a o2 pozname. Ukazte, ze T(X) = Zfil X;/N = X je postacujici statistika pro pu.

Pozndmka: Zaddnim tkolu je projit si odvozeni (pifpadné si odvozeni samostatné provést a ndsledné jej s uvedenym
textem zkontrolovat). Reseni piikladu do @-Skriptu uved'te proto pouze v nasledujici formeé:
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Monoténni pomér vérohodnosti

Chceme otestovat néjakou Hy — hledame vhodny test. Pii testovani Hy mohou nastat ¢tyfi situace:
1. Hy zamitame, kdyz Hy neplati. (Spravneé)
2. Hy zamitdme, kdyz Hy plati. (Chyba I. druhu; CHPD)
3. Hy nezamitdme, kdyz Hy neplati. (Chyba II. druhu; CHDD)
4. Hy nezamitdame, kdyz Hy plati. (Spréavneé)

Statisticky test volime vzdy tak, abychom obé chyby minimalizovali. Nicméné jsme limitovani vzajemnym propo-
jenim obou chyb:

e S klesajici Pr(CHPD) roste Pr(CHDD).
e S klesajici Pr(CHDD) roste Pr(CHPD).

Pravdépodobnost chyby I. druhu umime shora omezit pomoci hladiny vyznamnosti a. Volbu vhodného testu potom
provadime pomoci Neyman-Pearsonova piristupu:

e Hladinu vyznamnosti a predem volime, a nésledné hleddame takovy test, ktery ma pii dané alternativé nejvétsi
silu 5* (tj. ma nejmensi Pr(CHDD)).

Méjme tedy test 7, hladinu vyznamnosti o, & > Pr(CHPD) a silu 8*(6,7T) stanovenou za platnosti alternativni
hypotézy. Bohuzel obecné plati, ze pokud 6; a 0y jsou dvé ruzné hodnoty 0 € O, potom test, pro ktery je sila
B*(01, T) maximalizovand, maze byt jiny nez test, pro ktery je maximalizovana §* (02, 7). Obecné neexistuje jeden
test, ktery by maximalozoval 5*(6,7T) pro vsechna § € ©;. Pro nékteré typy hypotéz ale takovy test existuje a
nazyvé se rovnomérné nejsilnéjsi test (znacime jej Tunrp; (uniformly most powerful test)).

Def.3. (Rovnomérné nejsilnéjsi test) Testujeme Hy : 6 € ©g oproti Hy : 0 € ©1 testem Typp na hlading
vyznamnosti . Necht existuje takovd pozorovani hladina vyznamnosti a(Tyayp), pro kterou je a(Tyap) < a.
Test Tyap se nazyva rovnomérné nejsilnéjsi test, pokud

6*(9|T) < ﬂ*(e‘TUMp),VH S @1.

Def.4. (Monoténni pomér vérohodnosti) Testujeme Hy : 6 € ©p oproti Hy : 6 € O; testem T na hladiné
vyznamnosti . Necht pro 6 € © a 02 € O plati 6; < 0. Pokud je pomér vérohodnosti L(63|x)/L(61|x) monoténni
(rostouci / klesajici) funkel T(X), potom T = Ty p.

Pozn: Monoténni pomér vérohodnosti existuje pro jednostranné alternativni{ hypotézy (ne vsak vzdy). Pokud pro
vybranou alternativni hypotézu monoténni pomér vérohodnosti existuje, potom pro tuto hypotézu existuje také
UMP test. Pro oboustranné hypotézy UMP testy neexistuji.
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Piiklad 3.3. Monoténni pomér vérohodnosti pro parametr p binomického rozdéleni
Necht X ~ Bin(N,p), kde § = p. Funkce vérohodnosti je definovana jako

L(flz) = p*(1 = p)™~7,
kde z = Ef\il Z;.

L(p2|x)
L(p1]x)

Ukazte, ze pro néjaké dvé hodnoty p1, p2, kde 0 < p1 < p2 < 1 je pomér vérohodnosti monoténni (rostouci)

funkef statistiky T(X) = X = ZZ]\LI X;. Zvolte N =20, py = 0.4, po =0.5.

Vytvofte animaci zobrazujici, ze pomér vérohodnosti fg ﬂzg je monoténni funkef statistiky T(X) = X = vazl X;

pro pevné zvolené N = 20, p» = 0.5, p; € {0.49,0.47,...,0.03,0.01}.

12

1.0

L(pz, X)/L(plr X)
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T T T T T
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Obrazek 1: Monoténni pomér vérohodnosti pro parametr p binomického rozdéleni

Piiklad 3.4. Rovnomérné nejsilnéjsi test pro parametr p binomické rozdéleni
Na zakladé zavéru piikladu 3 urcete, zda existuje rovnomérné nejsilngjsi test pro otestovani

1. Hpz : p < po oproti Hiz : p > po,
2. Hoz : p > po oproti Hyz : p < po,
3. Hoy : p = po oproti Hyy : p # po.

Pokud ano, uved'te piiklad testovaci statistiky rovnomérné nejsilnéjstho testu. Zduvodnéte, pro¢ je pravé tato
statistika testovaci statistikou rovnomérné nejsilnéjsiho testu.
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Priklad 3.5. Monoténni pomér vérohodnosti pro parametr ;. norméalniho rozdéleni
Necht X ~ N(u,0?), 02 > 0 je zndmy rozptyl a @ = (11, 02)T. Funkce vérohodnosti je definovana jako

1

i X (zi—p)?
(2mo2)n/2 xp 2 ' ‘

L(O|z) =

Ukazte, ze pro néjaké dvé hodnoty pq, pe, kde py < po je pomeér vérohodnosti %2;}3 monoténni funkel
statistiky 7(X) = X = £ Y>°" | X;. Zvolte g = —0.01, up =0, 02 =1, n = 20.

T n

2\T
Vytvoite animaci zobrazujici, Zze pomér vérohodnosti %m je monoténni (rostouct) funkef statistiky T(X) =

X = %Z?Zl X; pro pevné zvolené s =0, 02 =1, a u; =€ {—0.01,-0.03,...,—0.49}.
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Obréazek 2: Monoténni pomér vérohodnosti pro parametr ;¢ normélniho rozdéleni pti zndmém rozptylu o2

Priklad 3.6. Rovnomérné nejsilnéjsi test pro parametr ; normaélniho rozdéleni
Na zakladé zavéru piikladu 3.5 urcete, zda existuje rovnomérné nejsilnéjsi test pro otestovani

1. Hpo : p < g oproti Hys @ p > po,
2. Hos : p > po oproti Hysg : p < po,
3. Ho1: p= po oproti Hyp @t # po.

za predpokladu, ze X ~ N(p,0?), kde 02 zndme. Pokud ano, uved'te pifklad testovaci statistiky rovnomérné
nejsilnéjsiho testu. Zduvodnéte, proc je pravé tato statistika testovaci statistikou rovnomeérné nejsilnéjsiho testu.
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