Osnova prednasky Korelaini analyza

1. Jednoducha korelace

1.1. Pearsalv koeficient korelace a jeho vlastnosti
1.2. Vykerovy koeficient korelace

1.3. Test hypotézy o nezavislosti

1.4. Riklad

1.5. Interval spolehlivosti pro koeficient korelace
1.6. Riklad

2. Vicenasobna korelace

2.1. Variagni, korel&ni a kovariatini matice

2.2. Odhady pro jeden nahodny vektor

2.3. Riklad

2.4. Odhady pro dva ndhodné vektory

2.5. Riklad

2.6. Koeficient vicenasobné korelace a jeho vladino

2.7. Vykerovy koeficient vicenasobné korelace

2.8. Test hypotézy o nevyznamnosti koeficientu vésebné korelace
2.9. Riklad

3. Parcialni korelace

3.1. Koeficient parcialni korelace

3.2. VykErovy koeficient parcialni korelace

3.3. Test hypotézy o nevyznamnosti koeficientu igdntckorelace
3.4. Riklad



1. Jednoducha korelace

1.1. Pearsoiiv koeficient korelace

Definice: Neclt X, Y jsou ndhodné valiny se stednimi hodnotami E(X), E(Y) a rozptyly

D(X), D(Y).
Cislo
X —E(X) Y E(Y) c(X,Y)
R(X,Y)=- (\/D(x /oY) ) 000y YPEONBM >0
|0 jinak

se nazyvéa



Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace
a)R(a, Y) =R(X, 3) =R(a, &) =0
R(X,Y)prob,b, >0

b) R(&_ + b1X1 Rt bZY) = Sgn(b.bZ) R(X’ Y) = {— R()(’Y)problb2 <0
c) R(X, X) =1 pro D(X)# 0, R(X, X) = 0 jinak
d)R(X, Y) = R(Y, X)
e) [R(X,Y)|<1 a rovnost nastane tehdy a jen tehdy, kdyz meiiimami X, Y existuje
s pravépodobnosti 1 Uplna linearni zavislost, tj. exiskgnstanty a, b tak, ze
pravdépodobnost P(Y = a + bX) = 11ibom R(X, Y) =1, kdyzb >0 a
R(X,Y) =-1, kdyz b < 0. (Uvedena nerovnasinszyva Cauchyova — Schwarzova —
Bunakovského nerovnost.)

Z vlastnosti Pearsonova koeficientu korelace vy@lye se hodi pouze Kieni €snosti

ATV R &4

Peasoniv koeficient korelace je nulov



Definice nekorelovanosti

Je-li R(X, Y) =0, pakekneme, ze ndhodné iy jsou

(Znamena to, ze mezi X a Y neexistuje zadna linearni pavislsou-li nahodné veiny X,Y
stochasticky nezavisle, pak jsou sameqize i nekorelovane.)

Je-li R(X, Y) > 0, pakekneme, Ze ndhodné iy jsou

(Znamena to, ze sistem hodnot veldiny X rostou hodnoty vealiny Y a s poklesem hodnot ve-
liciny X klesaji hodnoty vetiny Y.)

Je-li R(X, Y) <0, pakekneme, ze ndhodné iy

(Znamena to, ze sistem hodnot vealdiny X klesaji hodnoty vetiny Y a s poklesem hodnot ve-

liciny X rostou hodnoty vediny Y.)



Pearsoniv koeficient korelace dvouroznérneého normalniho rozlozeni
Necht nahodny vektor (X, Y) ma dvouroziime normalni rozlozen hustotou

1L X—Hq ‘ X~Hy Y~Ho [ Y~TH2 ‘
_ 1 _21-p2 [(01] e o o +( e ] ]
R pp—— ,

pricemZp, = E(X), no = E(Y), 6:° = D(X), o,° = D(Y), p = R(X,Y).
Marginalni hustoty jsou:

i (X_Ul)
1 2
— , d =..= e 20;
¢1(X) __[od)(x y) y 01\/5_[ |
< 1 _(y_U-22)2
¢2(Y): _[d)(x,y)dx:___: o 20
=z 0,/ 2T

Je-lip = 0, pak prod(x,y) DR : 6(x,y) = ¢, (x)d, (y), tedy nahodné veliny X, Y jsou
stochasticky nezavisle.

Jinymi slovy:stochasticka nezavislost slozek X, Y norndalozlozeného nahodneho vektoru je
ekvivalentni jejich nekorelovanos®ro jina dvourozirna rozlozeni to neplati!



1.2. Vybérovy koeficient korelace
Necht’ (X1, Y1), ..., (%, Yn) ndhodny vybr rozsahu n z dvourozimeého rozlozeni daného dis-

tribu¢ni funkcid(x,y). Z tohoto dvourozmného nahodného vglu mizeme stanovit:

vybérové plﬁmery ZX M2 = Zl:Yi :
=

>
=]

_ 1 2 «2_ 1 2
vyberové rozptylySl - 1|_1(Xi_M1) S -n—_li:1(Yi‘Mz) |

1
vybérovou kovarianci>2 = n _1Z(X, M )(Y -M ) a s jejich pomoci zavedeme

=1

1 ZX—MlDY—I\/l2 _ S, 0roS,S, >0
R,=yn-15 S S, SS,
0 jinak

Vlastnosti Pearsonova koeficientu korelaceism@Seji i na vyrovy koeficient korelace. (Vy-
bérovy koeficient korelace neni nestrannym odhademeského koeficientu korelace, je odha-
dem vychylenym. Vychyleni je zanedbatemalé pro rozsahy vyini nad 30.)

nadale budemergdpokladat, ze (X Y,), ..., (X, Y,) je nahodny vyér rozsahu n
z dvourozmdrného normalniho rozloienl'zﬁlﬁlj,( o p°122]].

po,0, O,












1.3. Testovani hypotézy o nezavislosti
Na hladirg vyznamnosti testujeme ly: X, Y jsou stochasticky nezavislé nahodnéamyi (tj. p = 0) proti
- oboustranné alternatiH;: X, Y nejsou stochasticky nezavislé nahodnécusli(tj. p # 0)
- levostranné alternativH;: X, Y jsou zapora korelované nahodné véihy (tj. p < 0)
- pravostranné alternatiH;: X, Y jsou kladrit korelované ndhodné veiy (ij. p > 0).
Testova statistika ma tvaf;, = R”m.
J1-R,)

Plati-li nulova hypotéza, pak,F t(n-2).

Kriticky obor pro test i proti
- oboustranné alternativW = (-, —t, .(n—-2)) O(t,,,,(n—2),),

- levostranné alternativ W = (-0, —t, . (n—2)),
- pravostranné alternativW = (t,_ (n—2),00).

Ho zamitdme na hladénvyznamnosti, kdyz t, LIW.



1.4. Fiklad

V diln¢ pracuje 15 &niku. Byl u nich zjiSén patet snén odpracovanych zadsic (nahodna valina X) a p@et zhotove-
nych vyrobki (nahodna vetina Y):

X202118172018192120141619211515

Y 9293838091 858298 90 60 73 86 96 64 81.

Orienta&n¢ ovéite dvourozmirnou normalitu dat, vypiéte vybsrovy koeficient korelace mezi X a Y a na hladih01 tes-
tujte hypotézu o nezavislosti X a Y.

Reseni Dvourozngrnou normalitu dat astime pomoci dvourozénného tekového diagramu.

NP
50
10 15

Vidime, Ze pedpoklad dvourozamné normality je oprawmy.
Vypocteme realizace

vyberovych peiméri: my =%ixi = 18,267, = %iyi = 83,6,
i=1 i=1

vybsrovych rozptyti: 5,2 = ni ' (x, —m, ) =5,6381, £ = ﬁi(yi —m,)? = 1214,
1= 1=
vyb&rové kovariance:;s = ni_lzn:(xi -m, )y, -m,) = 24,2571,

i=1

vybérového koeficientu korelace,, = =0,927.




_I,Nn-— 0927\/15 _8912
Realizace testové statlstlkyO /1 " 1-0927 -,
12 !

Kriticky 0bor W = (=00, = t 150, (13)) 0 (1 105(13), ) =(~ 00,- 3,012, 1 (3012 0).

Protozet, OW , hypotézu o nezavislosti v&in X a Y zamitame na hladirvyznamnosti 0,01.

S rizikem omylu nejvyse 1 % jsme tedy prokazalinEzi p@&tem snén odpracovanych zadn
sic a potem zhotovenych vyrolikexistuje zavislost.

Pocitacovy vystup

Korelace (smeny a vyrobky.sta)
Oznag. korelace jsou vyznamné na hlad. p <,05000
(Celé pripady vynechany u ChD)

Prom. X & Primér Sm.Odch. r(X,Y) r2 t p N Konst. Smér. Konst. Smeérnic
prom. Y zav.. Y zav: Y zav.: X zav.: X

X 18,26667 2,37447

Y 83,60000 11,01817| 0,927180 0,859663 8,923795 0,000001) 15 5,010135 4,302365 1,562407 0,199812

Vybérovy koeficient korelace se realizoval hodnotow2@BB, testova statistika nabyla hodnoty
8,924, odpovidajici p-hodnota je 0,000001, tediladirg vyznamnosti 0,01 zamitame hypoté-
zu 0 nezavislosti valin X, Y.
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Vypocitame vykérovy koeficient korelace mezi ptem snén a p&tem vyrobKi a provedeme test

nezavislosti:
cor.test(X,Y)

Pearson's product-moment correlation

data: X and Y
t = 8.9238, df = 13, p-value = 6.629e-07
alternative hypothesis: true correlation is not equal to O
95 percent confidence interval:
0.7902582 0.9759200
sample estimates:
cor
0.9271801



1.5. Interval spolehlivosti pro koeficient korelace

: 1 1+R : - Loy g
Nahodna veliina Z = =In=——2 (tzv. Fisherova Z-transformace koeficientu kore)ama giblizn& nor-

12

1, 1+
malni rozlozeni se dni hodnotolE(Z) = =In Py P

(2. gitanec Ize p vétSim n zanedbat) a
1-p 2(n-1)

1

n-3
L ) _Z-E(2) . : .
Standardizaci valiny Z dostaneme velinu U = W ktera ma asymptoticky rozlozeni N(0,1).

rozptylemD(Z) =

: : . . 1. 1+p
TudiZ 100(1e)% asymptoticky interval spolehlivosti preln =—— bude mit mez& )
(1e)% asymptoticky P PrS 1-p In-3

Interval spolehlivosti pre pak dostaneme 2mou transformaci.

ul—a /2

Poznamka Jelikoz Z = arctgh B, dostdvame R = tgh Z a meze intervalu sleblivosti prop mizeme psé

u e —-e”
ve tvarutghl Z + =22 | pricemztgh x = .
J ( \/ﬂ‘?}j 2 J e +e”



1.6. Rriklad: Ucitel télocviku zjistoval, zda existuje vztah mezi¢giem shyli (velicina X) apoctem Klika (velicina Y) u 1£
nahodr vybranych chlapic

Cislo chlapcg (2 (3|45 |6 |78 (9 [101112131415
Patet shylii |1 (3 (2|6 |6(14 |[3|5(6]2| 1] 1 8
Paiet klika |10151504025731130354 110149 (64
Za predpokladu, Ze uvedené Udajeifutiselné realizace nahodného wkibrozsahu 15 z dvourozZmého normalniho roz-

lozeni, vypdtéte vykerovy korel&ni koeficient a na hladéwvyznamnosti 0,05 testujte hypotézu, ze X a Y jseravislé
nahodné vetiiny. Sestrojte 95% asymptoticky interval spolehéitrgpro skuteény korela&ni koeficientp.

Reseni Predpoklad o dvouroz#énné normali¢ dat owiime orientané pomoci dvourozgrného tékového diagramu.

60

40

~ 20

-20

Vzhled diagramu d¢i o tom, ze pedpoklad je oprawimy.
Testujeme Kt p = 0 proti H: p # 0. Vypaiitame R, = 0,9276, tedy mezi gtem shyli a patem klika existuje silna fima
linearni zavislost. Testova statistika: T = 8,93aMntil { o7413) = 2,1604, kriticky obow = (—oo,— 21604 0 (21604 ). Jeli-

koz TOW, zamitame na hladinvyznamnosti 0,05 hypotézu o nezavislostidmelX a Y.

Vypositamez = Lin it Re - 1), 1+09276
2 1-R,, 2 1-09276

=16409. Meze 95% asymptotického intervalu spolehlivosti gpjsou

tgh(l64091%j, tedy 0,7914 9 <0,9761 s pravppodobnosti pblizn¢ 0,95.



Pocitacovy vystup

Odhad intervalu
Jedna korelace,
t-test
Hodnota
Pozorovany korel. koef. R 0,9276
Korelace dle nulové hypotézy (R60) 0,0000
Oboustranna p-hodnota 0,0000
Velikost vz. ve skup. (N) 15,0000
Interval spolehlivosti 0,9500
Meze spolehlivosti (Fisher. Z pavodni):
R6:
Dolni mez 0,7914
Horni mez 0,9761

95% asymptoticky interval spolehlivosti pro koedist korelacep ma tedy meze 0,7914 a
0,9761. (ProtoZze nepokryva hodnotu 0, zamitametlypam nezavislosti veéin X, Y na asym-

ptoticke hadint vyznamnosti 0,05.)



2. Vicenasobna korelace

2.1. Varianéni, korela¢ni a kovarianéni matice
Nech’ X = (Xy, ..., X;)’ je nahodny vektor. Ozime

w = E(X) stedni hodnotu nahodné v&hy X;,

6 = D(X;) rozptyl nahodné valiny X;,

oij = C(X, X;) kovarianci nahodnych veéln X;, X; (ptitom c; = csi2)
pi = R(X, X;) koeficient korelace nahodnych vt X, X

Vektor EX) = (1, ..., 1p)’ S€ Nazyva nahodného vektorX.
Ctvercova maticgadu p vark) = (o;)ij=1, ... p S€ NAZYVa nahodného vektorX.
Ctvercova maticgadu p corX) = (py) ij=1, .., pS€ NAZYV& nahodného vektorX.

Je Zejmé, ze variatni matice a korelai matice jsou symetrické.

Nech’ X = (Xy, ..., Xp)’ aY = (Y1, ..., Yg)' jsou nahodné vektory.
Matice typu pxqg cov,Y) = (C(X, Y))) se nazyva vektori X, Y.
Matice typu pxccor(X,Y) = (p(Xj, Yj)) se nazyvi vektori X,Y.



2.2. Odhady pro jeden nahodny vektor

Neclt X je nahodny vektor, ktery ma p-rogmé rozlozeni s vektoremistinich hodnof, variartni matici
var(X) a korel&ni matici corK). Neclt je dan nahodny vy X; = (Xi1, ..., X1p)'s ooy X0 = Koy -ovy Xnp)’

rozsahu n z tohoto rozlozeni.

: 10 .
Nestranny odhad vektop je M =My ..., M), kde M, ==—> X, je
ni=1
vybérovy pramér j-tého vylgru, j=1, ..., p.

, . . S= (S- )p . . " "
Nestranny odhad matice vX) je i /i j=1, COZ je symetricka matidadu p.
V , . . . R = (R-- )p - iy , -

ychyleny odhad matice cofj je i /; = kde R; je vykérovy korel&ni

i

S /S

1 ])

koeficient i-té a j-té slozky vektor, tedy R; = L] =1, ..., p.

(Je Zejmé, ze diagonalni prvky mati€ejsou jedntky a maticeR je symetricka.)



2.3.Piiklad: U 28 nahoda&vybranych osob byly zji®vany tyto udaje:

Sex ... 1 —-muz, 2 — zena (muzzen bylo po 14)

vysSka (v cm), hmotnost (v kg), botyiglo bot).

Vypoctéte realizaci vybrove variaini matice a vyérove korel&ni matice. (Soubor
udaje_o_lidech_ 1.sta)

Reseni:

Vybérova variakni matice Vybérova korel&ni matice

Proménna| vyska | hmotnost boty Proménna| vyska | hmotnost boty

vyska 112,8611 161,092€ 41,4537C vyska 1,00000C 0,96197¢ 0,96336C
hmotnost | 161,092€ 248,470S 61,9920¢€ hmotnost | 0,96197S 1,00000C 0,970948
boty 41,4537 61,9921 16,40608 boty 0,96336C 0,97094€ 1,00000C

Z vybérove variakni matice plyne, ze nejtsi variabilitu ma hmotnost, pak vyska a nakonec
¢islo bot.
Z vybérove korel&ni matice plyne, ze mezi vSemeini dvojicemi prominnych existuje velmi

silnd @ima linearni zavislost, nejsilj$i je mezi hmotnosti a velikosti bot.



Vypocet v systemu R:

Nacteme dat
data<-read.table('udaje_o_lidech_1.txt',6sep="',"',header=T)

Vypocteme vykrovou variagni matici:
cov(datal[,2:4], method="'pearson')
vyska hmotnost boty
vyska 112.8611 161.09259 41.45370
hmotnost 161.0926 248.47090 61.99206
boty 41.4537 61.99206 16.40608

Vypocteme vykrovou korel@&ni matici:
cor(datal[,2:4], method="'pearson')
vyska hmotnost boty
vyska 1.0000000 0.9619791 0.9633602
hmotnost 0.9619791 1.0000000 0.9709477
boty 0.9633602 0.9709477 1.0000000



2.4. Odhady pro dva nahodné vektory

Necht nahodny vektoX ma p-rozndrné rozlozeni a nec€lX4, ..., X, je nahodny vyér z tohoto
rozlozeni. Nectinahodny vektol ma g-rozmdrné rozlozeni a neclyY 4, ..., Y, je nahodny vy-
bér z tohoto rozlozeni.iedpokladejme, ze élrozlozeni maji konaé druhé momenty. Neth

cov(X, Y) je kovariatni matice &chto vektoi a cor, Y) je korel&ni matice &chto vektot.
. 1o : 1o :
Ozna&me MXj zﬁéxij’ J :L---’p1MYj :ﬁiZ:;JYij’ J ::L---’q;

Mx = (Mxa, ..., Mxp)', My =(Myy, ..., Myg)".
Nestrannym odhadem kovariam matice couX, Y) vektori X, Y je
vektorti X, Y definovana vzorcerBxy = (), kde § je vybirova kovariance i-té a j-té sloz-
ky vektola X, Y,1=1, ...,p,]=1, ..., Q.
Vychylenym odhadem koralai matice coiX, Y) vektori X, Y je
vektori X, Y definovana vzorcemRxy = (R;), kde R je vykerovy korel&ni koeficient i-té a j-té

slozky vektoti X, Y,i=1,...,p,j=1, ..., Q.



2.5.Priklad: Necht vektorX = (Xg, X5, X3)' obsahuje udaje o vySce, hmotnostisiu bot mua,
vektorY =(Y, Y,)’ obsahuje Udaje vySce a hmotnosti Zen. \&j§te realizace vydrove
kovariartni a vylErove korelgni matice vektai X, Y. (Soubor udaje_o_lidech_2.sta)
Reseni:

Vybérova kovariatini matice Vybérova korelé&ni matice

Sloup.4 Sloup.5 Sloup.4 Sloup.5
Efekt Vyska z | Hmotnost_z Efekt Vyska_z | Hmotnost_z
Vyska_m 10,81319 17,39560 Vyska m 0,467318 0,767160
Hmotnost m |15,70879 15,22527 Hmotnost m |0,514047 0,508409
Boty m 4,43407 5,13736 Boty m 0,560289 0,662427




Vypocet v systemu R:

Naéteme date

data<-read.table('udaje_o_lidech_2.txt',sep="', "', header=T)

Vypocteme vykrovou variagni matici vSech progmnych a uloZzime ji do objektu S:
S<-cov(data, method='pearson')

S
Vyska_m Hmotnost_m

Vvyska_m 28.417582 30.637363
Hmotnost_m 30.637363 49.565934
Boty_m 8.450549 10.313187
vyska_z 10.813187 15.708791
Hmotnost_z 17.395604 15.225275
Boty_z 3.285714 4.472527

Z matice S vyberemeislusn&adky a sloupce:

S<-S[1:3,4:5]

Vyska_z Hmotnost_z

> S

vyska_m 10.813187
Hmotnost_m 15.708791
Boty_m 4.434066

17.395604
15.225275
5.137363

Boty_m  Vyska_z Hmotnost_z Boty_z
8.4505495 10.813187 17.395604 3.2857143
10.3131868 15.708791 15.225275 4.4725275
3.3241758 4.434066 5.137363 0.8021978
4.4340659 18.840659 14.258242 3.7912088
5.1373626 14.258242 18.093407 4.1208791
0.8021978 3.791209 4.120879 1.6043956



Vypocteme vykrovou korel@ni matici vSech progmnych a ulozime ji do objektu R:
R<-cor(data, method='pearson')

R

Vvyska_m 1.
Hmotnost_m O.
Boty_m 0.

vyska_z 0.
Hmotnost_z O.
Boty_z 0.

0000000
8163308
8694596
4673176
7671597
4866094

vyska_m Hmotnost_m

0.8163308
1.0000000
0.8034507
0.5140473
0.5084091
0.5015401

OCOORrOO

.8694596
.8034507
.0000000
.5602890
.6624270
.3473631

Z matice R vyberemerfislusné&adky a sloupce:

R<-R[1:3,4:5]
R

Vyska_m 0.
Hmotnost_m O.
Boty_m 0.

Vyska_z
4673176
5140473
5602890

Hmotnhost_z
0.7671597
0.5084091
0.6624270

OCORrROOO

Boty_m
.4673176
.5140473
.5602890
.0000000
7722497
.6895630

Vvyska_z Hmotnost_z

o) lelele)o)

.7671597 0.
.5084091 0.
.6624270 0.
.7722497 0.
.0000000 O.
.76484600 1.

4866094
5015401
3473631
6895630
7648460
0000000

Boty_z



2.6. Koeficient vicenasobné korelace

Intenzitu linearni zavislosti mezi nahodnou &@lou Y a nahodnym vektoreX = (Xy, ..., X,)’

mérime pomoci Py x. Jeho druha mocnina je dana vzorcem
pv.x 2 = cor(Y,X) corX)* cor(X, Y).

Ma tyto vlastnosti:

a)py.x=0

b) py. x > p(Y,X; ) prodi =1,...p

€) Py, x, 22 Pyxx, 2P(Y.X,)

d)py. x = 1~ existuji konstanto, B1, ..., Bp tak, ze Y o + f1X1 +... +Pp X.



2.7. Vybérovy koeficient vicenasobné korelace
Necht’ nahodny vektor (Y, 4, ..., Xp)’ ma (p+1)-rozndrne rozlozeni s koeficientem
mnohonasobné korelape x.
Necht’ je dan nahodny vyio (Y1, Xi1, ..., Xip)’, «--s (Y, Xng, -.., Xpp)’ rozsahu n z tohoto
rozloZeni. Pak jako odhad x slouzi ey, jehoz
druhd mocnina je dana vzorcem

rv.x° = Ryx R* Rxy,

kde R/x je vybsrova koreléni matice veliiny Y a vektoruX (v tomto Fipads se redukuje na

vektor (ryx1 veenlyx )) aR je vykérova korelgni matice vektorix.

Vlastnosti koeficientu vicenasobné korelaceiem@seji i na vyrovy koeficient vicenasobné

korelace.



Priklad: Pri zkoumani zavislosti hodinové vykonnostimika (velcina Y — v kusech) na jeho
veéku (velicina X; — v letech) a dabzapracovanosti (velina X, — v letech) byly u 10 nahodn
vybranych dinika zjiSteny tyto udaje:

Y [67]/65|75/66|77|84/69|60| 70|66
X1143{40|49|46/41|41|48|34|32|42
X,|6 |8 |14/14|8 [12(16(1 |5 |7

Vypoctéte vykErovy koeficient vicenasobné korelaGgx, x,) popisujici zavislost hodinove vy-

konnosti @Inika na jeho ¥ku a dols zapracovanosti.
ResSeni:

Koeficient Iy (x,,x,) hajdeme v zahlavi vystupni tabulky pod aar@m R = 0,54.

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (vykony delniku.sta)
R=,54005243 R2=,29165662 Upravené R2=,08927280

F(2,7)=1,4411 p<,29913 Smérod. chyba odhadu : 6,6491

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(7) p-hodn.
N=10 z b* zb
Abs.¢len 86,74217| 25,32397 3,425299 0,011056
X1 -0,550937 0,598452 -0,70031 0,76071 -0,920604 0,387883
X2 0,920415 0,598452 1,35062 0,87817 1,537994 0,167937

Jeho druhad mocnin@zn. R2) nantika, zevariabilita vykorii déIniki je z 29 % vys#tlena je-
jich vékem a dobou zapracovanosti.



2.8. Test hypotézy o nevyznamnosti koeficientu vieaésobné korelace

Necht’ nahodny vybr (Y, Xi1, ..., X1p)'s ---y (Yn, Xng, --., Xnp)’ POChazi z (p+1)-rozérneho
normalniho rozlozeni, které ma koeficient vicenagokorelacey. x. Musi platit n > p+1.
Testujeme hypotézudpy x = 0 proti H: py. x # 0. Vzhledem k tomu, ze se jedna o &yb

z (p+1)-roznérného normalniho rozlozeni, testujeme, zda exigayeslost mezi vetinou Y a
vektoremX. (Je-lipy. x = 0, pak z vlastnosti (b) plyne, g€Y,X;) = 0 pro vSechnai=1, ..., p,

tudiz nahodné valiny Y a X jsou stochasticky nezavislé pro vSechnai = 1p.).,

Testova statistik& =

2
N S 1D1rY-rx >~ seridi rozlozenim F(p, n-p-1), pokudldlati. Kriticky

obor:W =(F_ (p,n—p-1),»). JestlizeFOW, H, zamitame na hladénvyznamnosti.

Y. X



2.9. Friklad

Predpokladame, Ze Udaje o vykonnosti 10 nakagiranych dinikua, jejich vku a dol
zapracovanosti rpdstavujiciselné realizace ndhodného ¥iorozsahu 10 zéitozmerného
normalniho rozlozeni. Na hlaginyznamnosti 0,05 testujte hypotéezu, ze vykéimi#ka nezavisi
na jeho ¥ku a dolé zapracovanosti.

Reseni

Vysledky regrese se zavislou proménnou : Y (vykony delniku.sta)
R=,54005243 R2=,29165662 Upravené R2=,08927280
F(2,7)=1,4411 p<,29913 Smérod. chyba odhadu : 6,6491

b* Sm.chyba b Sm.chyba t(7) p-hodn.
N=10 z b* zb
Abs.¢len 86,74217  25,32397 3,425299 0,011056
X1 -0,550937 0,598452 -0,70031 0,76071 -0,920604 0,387883
X2 0,920415 0,598452 1,35062 0,87817 1,537994 0,167937

Hodnota testove statistiky pro test nevyznamnastfikientu vicenasobnée korelapg,, , ) je
1,4411, poet stuma volnosticitatele je 2, jmenovatele 7, odpovidajidh@dnota je 0,2991, te«
na hladik vyznamnosti 0,05 nezamitamepayézu, ze vykondnika neni zavisly na jehaiku e

doke zapracovanosti.



Vypocet v systemu R:

Nacteme data a pojmenujeme prEmeé:
data<-read.delim('vykony delniku.txt',sep=" ', header=T)
Y<-data$y

X1<-data$xl

X2<-data$x2

Vytvoiime model linearni regrese a vypiseme jeho vystup:
vystup<-Im(Y~X1+X2)

summary (vystup)
Call:
Im(formula = Y ~ X1 + X2)
Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max

-7.4367 -4.4717 -0.9345 3.3150 9.7630

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t]|)
(Intercept) 86.7422 25.3240 3.425 0.0111 =

X1 -0.7003 0.7607 -0.921 0.3879
X2 1.3506 0.8782 1.538 0.1679
Signif. codes: 0 ‘***’ (0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’ 0.05 “.” 0.1 “ * 1

Residual standard error: 6.649 on 7 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.2917, Adjusted R-squared: 0.08927
F-statistic: 1.441 on 2 and 7 DF, p-value: 0.2991



3. Parcialni korelace
3.1. Koeficient parcialni korelace

Necht’ Y, Z jsou nahodné veliny aX = (Xy, ..., X;)’ je nahodny vektor. Koeficient korelace
p(Y,Z) udava mirudsnosti linearniho vztahu mezi weéhami Y a Z. Ta vsak fze byt ovlivnéna
| tim, ze mezi veliinami X, ..., X, existuji veltiny, ktere silg koreluji jak sY, tak se Z. Zajim
nas proto, jaka jecista“ korelace mezi Y a Z, kdyz se eliminuje vli@hodného vektoriX.
Pokud se omezime na linearni vztahyizeame vliv vektoruX na velginu Y popsat linearni re-
gresni funkci

Y =b, +b X, +..+4b X

Tu ¢ast veltiny Y, kterou vektoiX nevysetli, si mizeme pedstavit jako reziduum Y'Y . Ana-
logicky pro veltinu Z dostavame

Z=a,+a X, +.+a X,
tudiz reziduum Z Z chapeme jako tdéast veliny Z, kterou vektoiX nevyswtli.



Koeficient korelace mezi rezidui Y¥ a Z -Z se nazyvé

nahodnymi veliinami Y a Z #i pevre daném vektoriX a zn&i sep, ,, .

Tedy Pyzx = p(Y -Y J

Z - 7). Pa:ita se podle vzorce

p(Y,Z)-corY, X)cor(X) ™ cor(X, Z)

Pyzx — \/

1-cor(Y, X )cor(X) "cor(X, Y)][l— cor(Z, X )cor(X) *cor(X, Z)| -

mezi



3.2. Vykérovy koeficient parcialni korelace

Necht nahodny vektor (Y, Z, 1, ..., Xp)’ pochazi z (p+2)-rozérného rozlozeni, ktere ma
parcialni korelani koeficientp, , , .

Neclt je dan nahodny vy (Y1, Z1, Xi4, ..., X1p)’y «ovy (Yn, Zn, Xny, ..., Xnp)' rozsahu n z tohoto
rozlozeni. Musi platit n > p+2. Jako odhag, , slouzi

[

Y,Z.X:
r — vz RYXRXX_lRXZ
Y,Z.X \/ ) ][ )
_1_ RYXRXX RXY 1- szRxx sz_




3.3. Test hypotézy o nevyznamnosti koeficientu paéini korelace

Budeme pedpokladat, ze uvedeny nahodny &ypochazi z (p+2)-rozénného normalniho roz-

lozeni.

Testujeme hypotézudpy z . x = 0 proti H: py z . x # 0.

Vzhledem k tomu, ze se jedna o ¥z normalniho rozlozeni, testujeme, zda existayastost

mezi Y a Z pi eliminaci vlivu X.

Testova statistikd, = "axyN7P=2
JI-1,,

Kriticky obor:W =(-o,t,_.(n—-p-2))0(t,,,(n—p-2),»).

seridi rozlozenim t(n-p-2), pokudghblati.

JestlizeT, OW, Hy zamitame na hladinvyznamnosti.



3.4. Fiklad

Pro data z fikladu o vykonnosti &inikt vypoctéte vybsrové parcialni koretani koeficientyr, , , .r,, 5., IN-
terpretujte je, porovnejte je s algnymi vyhsrovymi korelanimi koeficienty f'vx, s 'vx, a proo. = 0,05 otes-
tujte vyznamnost uvedenych parcialnich kareiah koeficiend.

Resen:

Nejprve vyp@temeparovy koeficient korelace mezi vykonemdakem.

Proménna X1
Y 0,2287

Déle vyp@teme parcialni koretai koeficient mezi vykonem askem @i vylouceni vlivu doby zapracova-
nosti a otestujeme jeho vyznamnost.

Proménnd Y X1
Y 1,0000 -,3286
p=---| p=,388
X1 -,3286/ 1,0000
p=,388 p= ---

Korelani koeficient mezi vykonem agkem vysSel 0,2287, tedy s rostoucitkem roste vykonParcialn
korelani koeficient mezi vykonem agkem i vylouceni vlivu doby zapracovanosti vysSél,3286, tedy
délnikt se stejnou dobou zapracovanosti klesa s rostowuskiem vykon.

Odpovidajici p-hodnota je 0,388, tedy na hladifiznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu o nevyznamnos

Py x,.x, .



Nyni vypaiteme koeficient korelace mezi vykonem a dobouaampranost

Proménna X2
Y 0,4538

Dale vyp@teme parcialni koretai koeficient mezi vykonem a dobou zapracovanastngou-
¢eni vlivu wku pracovnika a otestujeme jeho vyznamnost.

Proménna Y X2

Y 1,0000 ,5026
p=--- p=,168
X2 ,5026 1,0000
p=,168 p=---

Korelatni koeficient mezi vykinem a dobou zapracovanosti vysel 0,4538, tdahydelSi dob
zapracovanosti, tim lepSi kgn €lnik podava. Parcialni korelai koeficient mezi vykonem
dobou zapracovanosttiprylouéeni vlivu wku vySel 0,5026, tedy u stejistarych dinika je po-
nékud silrgjSi prima linearni vazba mezi vykonem a dobou zapracastano

Odpovidajici p-hodnota je 0,168, tedy na hladifznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu o ne-
vyznamnostiPy x,.x, .



Vypocet v systemu R:

Vypocteme nejprve parové koréld koeficienty:
cor(data)
Y x1 X2
Y 1.000000 0.2286800 0.4537570
X1 0.228680 1.0000000 0.8470271
X2 0.453757 0.8470271 1.0000000

Nacteme knihovnu pcor:
Library(ppcor)

Vypocteme parcialni koretmi koeficienty:

pcor(data)

$estimate (vybérové parcialni koeficienty korelace)
Y X1 X2

Y 1.0000000 -0.3286296 0.5025635

X1 -0.3286296 1.0000000 0.8567741

X2 0.5025635 0.8567741 1.0000000

$p.value (p-hodnoty pro test nevyznamnosti parcialnich karéth koeficien)

Y X X2
Y 0.0000000 0.38788283 0.16793749
X1 0.3878828 0.00000000 0.00317348
X2 0.1679375 0.00317348 0.00000000

$statistic (testové statistiky pro test nevyznamnosti paréilkorel&nich koeficient)
Y X1 X2

Y 0.0000000 -0.9206035 1.537994

X1 -0.9206035 0.0000000 4.395670

X2 1.5379945 4.3956702 0.000000



