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1. Vychozi situace v analyze kovariance

Predpokladame, Ze soubor n objeke rozpada do = 2 skupin podle variant (Grovni)

néjakého faktoru A, ficemz v i-té skupitije N objekt, 1 =1,...,r Z_; N =N Na #chto

objektech sledujeme hodnoty zavisle p&ame veltiny Y a nezavisle progmné veléiny X.
Jejich hodnoty u j-teho objektu z i-té skupiny adne y; a %;. Velicina X se nazyva
doprovodna proknna neboli kovariata.redpokladame, ze mezi Y a X existuje ve vSech
skupinach linearni zavislostiipemz regresniifimky, které tuto zavislost modeluji, jsou
rovnokEzne.

Chceme zjistit, zda &dni hodnoty prognné Y jsou stejné ve vSech skupinach
odpovidajicich urovnim faktoru A, pokud eliminujenis kovariaty.

Ukoly tohoto typuresi analyza kovariance (ANCOVA)idRIstavuje spojeni regresni
analyzy a analyzy rozptylu (ANOVY)PANOVE uvaZzujeme v jednotlivych skupinach
kolisani hodnot veliny Y kolem pfiméru, zatimco i ANCOVE je to kolisani kolem regresni
primky.



2. Priklady situaci resenych analyzou kovariance

Obor Zavisle pronna veltina Y Faktor A Kovariata X
Medicina Systolicky krevni tlak Pohlavi pacienta | ¢k\pacienta
Pedagogika | Rt bodi v testu Metoda vyuky Skore v testitenaske
Zz matematiky gramotnosti
Biologie Pa@et zvukovych puls, které Druh cvicka Teplota vayjSiho
vyda samec c¢ka za 1l s prostedi
Pedologie Obsah arzénu trds Lokalita, odkud Obsah hliniku v fd¢

puda pochazi

Bankovnictvi

VysSe U\gru

Typ zandstnani
klienta

Vék klienta




3. Model analyzy kovariance

Vzajemny vztah zavisle praimné velginy Y, kovariaty X a faktoru A popisuje model
y; =p+a, +Blx, -X)+e; i=1..,r,j=1...,n kde

Yij ... J-td hodnota zavisle prainne velEiny Y v i-té skupiré

u ... spol€nacast stedni hodnoty vetiny Y

a; ... efekt i-té drova faktoru A na veltinu Y

B ... snmErnice regresniifpmky popisujici zavislost Y na X v kazde skupin

Xjj ... J-td hodnota kovariaty X v i-té skugin

X ... pramér hodnot kovariaty X

i ... ]-td hodnota nahodné odchylky od modelu vskeépire

m

Predpokladame, 28; ~ N(O,Gz) a Ze plati reparametrigai rovniceZ_llniO‘i =0
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4. Souty ¢tvercu v analyze kovariance

Stejre jako v ANOVE je i v ANCOVE zéakladem metody rozklad celkového &mustverai na
slozky. Jeho vyjéigni je v3ak slozijsi nez v ANO\E, protoze kromi riznych souti étverai
pro Y musime uvazovat také styictveral pro kovariatu X a saity ¢tverai pro ol& promenne
X a Y. RozliSujeme tedyittypy soltu ctverai:

a) pro celkovou variabilitu:

R eht Y
St (y) - ZZ(Vu - y) ... variabilita jednotlivych pozorovani veéiny Y kolem celkoveho

i=1 j=1
praimeéru

% 2\
St (X) - ZZ(XH - X) ... variabilita jednotlivych pozorovani kovariaty Xlem celkového

i=1 j=1
prameéru

S (x y)= ZZ(XU’ - X)(yij - 37) spol&na variabilita jednotlivych pozorovani véh Y a X

i=1 j=1

kolem jejich celkovych gmmeéra



b) pro meziskupinovou variabilitu

SA(Y) = ZZ(Vi B y)z = ; 4 (Vi - y)z ... variabilita skupinovych @imera veliciny Y kolem

i=1 j=1
celkoveho piméru

r

Sa(x)=22 (% =% =32 n (% -%) ... variabilita skupinovych gimeéra kovariaty X kolem

i=1 j=1 i=1
celkového pimeéru

Sa (X, Y) = ZZ (Xi - X)(Vi B V) = ; n, (Xi B X)(Vi B V) ... spol&na variabilita skupinovych

i=1 j=1
praméra veli¢in Y a X kolem jejich celkovych gmeéra



c) pro vnitroskupinovou (rezidualni) variabilitu

N -\
Se (y) - ZZ(Vu - yi) ... variabilita jednotlivych pozorovani véiny Y kolem gislusnych

i=1 j=1
skupinovych piméra
Rt S )2
Se (x) = ;Zl(x” - Xi) ... variabilita jednotlivych pozorovani kovariaty Xlem gislusnych
i=1 j=

skupinovych piméra

Se(x y)= ZZ(XU ~X )(yi,- ~ Y ) spolgna variabilita jednotlivych pozorovani wéh Y a X

i=1 j=1
kolem gislusnych skupinovych pméra

Lze ukazat, Ze plath; ()=Sa()+S:().



Parametf v modeluyY; =H +Q; + B(Xij - X)Jf €; odhadneme metodou nejmensftrerai:

. S.(xy)
R

Dale zavedeme nasledujici ozeai, ktere vyuzijemeiptestovani hypotéz:
N

S, (xy)= Z(Xij —X )(yi,- ~Y ) spole&na variabilita pozorovani X a Y v i-té skupikolem

=1
pramera v i-té skupig,
N

— — Y 2 . ags Ve Ve - 7 - Va . . ya
S, (X) - Z;,(Xij Xi) ... variabilita pozorovani kovariaty X v i-té skupikolem ptiméru v i-té
J:

skupire.
Plati tedy, ze

S (x¥)= 278, (x),

Se (X) = Z S (X)

i=1



5. Predpoklady v analyze kovariance a jejich oovani
Analyzu kovariance lze korekirpouzit, jsou-li splény nasledujici fedpoklady.

a) Jednotlivé skupiny jsou havzajem nezavislé.
Tento gedpoklad musi byt zaji&t vhodnou organizaci experimentu, kterym se zislap.

b) Hodnoty vekiny Y jsou ve vSech skupinach normahozlozeny.
Owvéreni provedeme pomoci diagnostickych graftesti normality. Ri vétSich rozsazich vydou
neni ANCOVA citliva na mirné poruseni normality.

c) Hodnoty vekiny Y maji ve vSech skupinach stejny rozptylggpoklad homoskedasticity).
Owvéreni provedeme pomoci krabicovych diagiaatest homogenity rozptylu. Mirné poruseni
homoskedasticityiiiliS nevadi.

Poznamka: Prvntitpiedpoklady jsou shodné saalpoklady pro ANOVU. DalSifedpoklad je
specificky pro ANCOVU
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6. Testy hypotéz v analyze kovariance

Pomoci ANCOVY testujeme dwhypotézy. Prvni se tyka regrese Y na X, druhahweté a
faktoru A.

a) Test nulovosti regrese
Nulova hypotézH, :B =0, alternativni hypotézél, :B# 0.
Testova statistika pro test nulovosti regrese raa tv

SE(X(,y))Z
T =(n-r-1)g— =
S (x,y)’
SE(Y)‘SE(Z)

a za platnosti Kseridi rozlozenim F(1, n-r-1). Hedy zamitdme na hladinyznamnosti,
kdyz To 2 F o (Ln-r-1),

V ptipact, ze hypotézu o nulovosti regrese nezamitneme, semgal provagt ANCOVU, sta&i
ANOVA.



b) Test hypotézy o nevyznamnosti faktoru A

Nulova hypotéza o: 0, =0, =...=a, =0, alternativni hypotéza{daspai jeden efekt faktoru
A je nenulovy.

Pro testovani této hypotézy slouzi statistika

CSI ) o ), Selxy)’
- n—r-1 Dsr (y) s, (%) S(E (Y)) s, (x)
r-1 S. (%, y)° ,
Se(y)- SE(;/)

ktera se za platnostighiidi rozlozenim F(r-1, n-r-1). $edy zamitdme na hladivyznamnosti
o, kdyz T, 2 Fo(r=Ln-r-1),

Pokud zamitneme hypotézu o nevyznamnosti faktoqprdyedeme mnohonasobné
porovnavani, abychom zjistili, které dvojice skupaliSi na dané hladirvyznamnost



7. Priklad na analyzu kovariance

Popis situace:Chovatel ugic chil zjistit, zda poloha Ut v rizné vysce vodniho sloupce
unkle ohrate vody ovliviuje jejich iist. Za timto delem proved| pilotni studii, ktera byla
organizovana takto:

Nahodr vybral 200 usic a nahoda je rozalil do 20 s&ku po 10 asticich. V nadrzi, kam
pritéka chladici voda z elektrarny, si vybral 5 loka@o kazdée umistil 4 8éy s Gsticemi.
Lokace jsou nasledujici:

1 — chladné dno,

2 — chladny povrch,

3 — teplé dno,

4 — teply povrch,

5 — stedni hloubka, s&dni teplota (lokace 5 je povazovana za kontrolni).

Experiment probihal po dobu jednohégite. Na jeho p@tku a na konci byl kazdy &k

S Usticemi zvazen a byla zaznamenana jeho hmotnostegia

Roli faktoru A tedy hraje lokace (ma 5 variant,at@vém souboru je ozé@na jako pronna
ID), zavisle prominnou veléinou Y je koncova hmotnost&ai s deseti uicemi a
doprovodnou prognnou — kovariatou X — je gateeni hmotnost.



Datovy soubor:

1 2 3
ID Y X
1|chladne dno 924,21 771,12
2|chladne dno 1037,61 907,2
3|chladne dno 1068,795 935,55
4{chladne dno 878,85 759,78
5|chladny povrch 958,23 810,81
6|chladny povrch 898,695 759,78
7|chladny povrch 870,345 751,275
8| chladny povrch 861,84 759,78
9|teple dno 997,92 810,81
10|teple dno 824,985 635,04
11|teple dno 819,315 657,72
12|teple dno 856,17 691,74
13|teply povrch 992,25 830,655
14|teply povrch 765,45 618,03
15|teply povrch 1031,94 859,005
16]|teply povrch 864,675 688,905
17(kontrola 697,41 578,34
18| kontrola 663,39 555,66
19| kontrola 859,005 711,585
20| kontrola 618,03 513,135

7 v Vg

Ukolem je posoudit, zda lokace ma vliv na koncofiowtnost pi eliminaci vlivu p&atein
hmotnosti. Problém budeniieSit pomoci analyzy kovariance.



7.1. Vypaiet ¢iselnych charakteristik datového souboru

Rozkladova tabulka popisnych statistik (chov_ustric.sta)
N=20 (V seznamu zav. prom. nejsou ChD)
ID Y Y Y X X X
primér N Sm.odch. primér N Sm.odch.

chladne dno 977,37 4 90,41 843,41 4 90,88
chladny povrch 897,28 4 43,58 770,41 4 27,23
teple dno 874,60 4 83,80 698,83 4 78,21
teply povrch 913,58 4 121,84 749,15 4 114,79
kontrola 709,46 4 104,87, 589,68 4 85,65
VS.skup. 874,46 20 123,18 730,30 20 114,47

Graf piiméra s 95% intervaly spolehlivosti

Graf prmért a int. spolehlivosti (95,00%)
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chladne dno teple dno kontrola
chladny povrch teply povrch v

- X

NejvysSich hodnot nabyva hmotnost na chladné# meopak nejnizsi hodnoty vyluje
kontrolni lokace



7.2. OWireni predpokladi ANCOVY
a) Nezavislost danychép ndhodnych vybria — spleno, zajiStno organizaci experimentu.

b) Normalita hodnot veliny Y v danych gti nahodnych vybrech — posoudime pomoci NP
plotu a S-W testu.

Normalni p-graf z Y; kategorizovany ID
chov_ustric.sta 3v*20c

1,2
1,0
0,8
0,6
0,4
0,2
0,0

-0,2

Ocek. normal. hodnoty

-0,4
-0,6

-0,8

“s.ID: chladne dno
“S.ID: chladny povrch
“s ID: teple dno

ID: teply povrch

ID: chladne dno Y: SW-W =0,9104; p = 0,4844
ID: chladny povrch Y: SW-W = 0,8837; p = 0,3545

ID: teple dno Y: SW-W =0,777; p = 0,0669 900 1000 1100 :
ID: teply povrch Y: SW-W = 0,9379; p = 0,6416 ’ _ “e_ID: kontrola
ID: kontrola Y: SW-W =0,8892; p = 0,3792 ny kvantil

Ani v jednom piipac nezamitame normalitu na hladimyznamnosti 0,0!



c) Homogenita rozptylu hodnot véiy Y v danych gti nahodnych vybrech — posoudime
pomoci krabicového grafu a pomoci Levenova testu.

Kategoriz. krabicovy graf: Y
1100

1000
900 @ E']
> 800

700

600

500

chladne dno teple dno kontrola g pramér

chladny povrch teply povrch [J Pramér+SmCh
ID T Pramér1,96*SmCh

Leveneuv test homogenity rozpylt (chov_ustric.sta)
Oznag. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC 5\ PC sC 5\ PC F p
Proménna efekt efekt efekt chyba chyba chyba
Y 9733,08 4 2433,270) 25517,69 15/ 1701,179 1,430343 0,272145

Na hladirt vyznamnosti 0,05 nezamitame hypotézu o homogeruptylu



d) Rovnokznost regresnichifmek ve vSechdti lokacich

Jednorozm. vysledky pro kazdou zav. proménnou (chov_ustric.sta)

Sigma-omezena parametrizace

Dekompozice typu Il

Stupné Y Y Y Y

Efekt volnosti sC PC F p
Abs. ¢len 1 15293457 15293457 6714262 0,000000
ID 4 1363 341 1,50 0,275182
X 1 125413 125413 550,60  0,000000
ID*X 4 1116 279 1,22/ 0,360175
Chyba 10 2278 228
Celkem 19 288271

Zajima nagadek ID*X. RislusSna p-hodnota je 0,3602, tedy na hladyznamnosti 0,05
nezamitame hypotézu o skaghrernic danych pti regresnich fimek.



Test mizeme jest doplnit grafem:

Bodovy graf z Y proti X; kategorizovany ID
chov_ustric.sta 7v*20c
ID: chladne dno Y = 148,5897+0,9826*x
ID: chladny povrch Y = -259,3833+1,5014*x
ID: teple dno Y = 136,5891+1,0561*x
ID: teply povrch Y = 121,7847+1,0569*x
ID: kontrola Y = -12,2424+1,2239*x

1100

1000
900
5 800r
700
600 ¢ “s_ID: chladne dno
“=.ID: chladny povrch
s ID: teple dno
500 : ID: teply povrch

450 500 550 600 650 700 750 800 850 900 950 1000 “e_|D: kontrola
X

Vidime, ze smrnice regresnichipmek popisujicich zavislost kofree hmotnosti na @ateni
hmotnosti v jednotlivych lokacich se pohybuji 08826 na chladnem drmpo 1,5014 na
chladném povrchu. Rozdily smmic regresnichimek vSak nejsou prokazatelné na hladin
vyznamnosti 0,0!



7.3. Provedeni ANCOVY

Nyni budeme testovat &\hypotézy. Prvni se tyka regrese Y na X a tvrdvegsSech §i

skupinach je s#rnice regresniifpmky nulova (test nulovosti regrese). Druha se W&ahu Y a
faktoru ID a tvrdi, ze faktor ID je nevyznamny.

Jednorozm. vysledky pro kazdou zav. proménnou (chov_ustric.sta)

Sigma-omezena parametrizace

Dekompozice typu Il

Stupné Y Y Y Y
Efekt volnosti sC PC F D
Abs. élen 1 15293457 15293457/ 63092.26  0,000000
X 1 125413 125413 517,38  0,000000
1D 4 9716 2429 10,02/ 0,000482
Chyba 14 3394 242
Celkem 19 288271

Vidime, Ze p-hodnota n@adku X je blizka 0, tedy hypotézu o nulovosti regreamitame na
hladint vyznamnosti 0,05.

Naradku ID je |Fhodnota 0,000482, tedy vliv lokace na koncovou tmost Gstic je prokazan
na hladig vyznamnosti 0,05.

Upozorreéni: Fi provadni ANCOVY je zapatebi zvolit Sodet étveral Typ Il (parcialni),
protoze ne vSechny uro¥maktoru jsou zastoupeny ve vsech hodnotach kaye



Provedené testy je@Stloplnime o odhad regresniho koeficiepta vyp@et upravenych imera.

Odhady parametrd (chov_ustric.sta)
Sigma-omezena parametrizace
Uroveri Sloupec Y Y Y Y -95,00% +95,00% Y Y -95,00% +95,00%

Efekt Efekt Param. Sm.Ch. t p LmtSpol. LmtSpol. Beta (R) Sm.Ch. B LmtSpol. LmtSpol.
Abs. ¢len 1] 83,413¢  34,9508¢ 2,38660 0,031671 8,4517 158,3761
X 2 1,0832 0,04762  22,74608 0,00000C 0,9810 1,1853 1,006667 0,044257 0,91174& 1,10158¢
ID chladne dno 3 -19,615C 8,80317 -2,22818  0,04277¢€ -38,495¢ -0,7341 -0,103332 0,04637E -0,20279€ -0,003867
ID chladny povrct 4 -20,630% 7,22004 -2,85736  0,01266% -36,1157 -5,1448 -0,10868C 0,03803E -0,190257 -0,02710%
ID teple dno 5 34,227¢ 7,12217 4,80581  0,00027¢ 18,9523 49,5033 0,180312 0,03751¢ 0,09984C 0,26078%
ID teply povrch 6 18,7021 7,02037 2,66397  0,018517 3,6449 33,7593 0,098522 0,036982 0,019201 0,17784%

Naradku X, ve sloupci Y Param. najdeme odhad 1,(

ID; Praméry MNC (chov_ustric.sta)

Soucasny efekt: F(4, 14)=10,021, p=,00048

(Vypocteno pro primeéry spoj. nezav. prom.)

ID Y Y Y Y N

C. bunky Pramér Sm.Ch. -95,00% | +95,00%
1 chladne dndl| 854,8407 9,46656 834,5370 875,1445| 4
2 chladny povrch| 853,8255 8,01554| 836,6339 871,0171 4
3 teple dno| 908,6835 7,92750 891,6808 925,6863 4
4 teply povrch| 893,1578 7,83617 876,3509 909,9647| 4
5 kontrolal] 861,7712 10,26834  839,7478 883,7946| 4




Priim. spoj. nez. prom.: ID; Praméry MNC
X: 730,296 Soucasny efekt: F(4, 14)=10,021, p=,00048

(Vypocteno pro praméry spoj. nezav. prom.)
Vertikaly oznaéuji 0,95 intervaly spolehlivosti
940

930
920
910
900
890
> 880

870
860
850 .
840

830

820

chladne dno teple dno kontrola
chladny povrch teply povrch

ID
v 7

i upraveny gimér kone&né hmotnosti pozorujeme na lokaci chladny povreopak

v

i na lokaci teplé dno.

Nejnizs
nejvyss

Na za¥r provedeme mnohonasobné porovnavani, abychomnifidenala dvojice lokaci, kter
se liSi na hladi®vyznamnosti 0,05.

Tukeyliv HSD test; proménnaY (chov_ustric.sta)
Priblizné pravdépodobnosti pro post hoc testy
Chyba: Between MSE = 242,40, sv = 14,000

. ID {1} {2} {3} {4} {5}

C. bunky 977,37 897,28 874,60 913,58 709,46

1 chladne dng 0,000179 0,000151 0,000504 0,000151
2 chladny povrch| 0,000179 0,289479 0,590163 0,000151
3 teple dno| 0,000151 0,289479 0,022974  0,000151
4 teply povrch| 0,000504 0,590163 0,022974 0,000151
5 kontrolall 0,000151 0,000151 0,000151 0,000151




7.4. Srovnani vysledi ANCOVY a ANOVY

Pokud budeme testovat hypotézu o nevyznamnosti ldikace na kor@mou hmotnost s&u
usttic pomoci jednofaktorové ANOVY, bez eliminace vlipatateEni hmotnosti, dostaneme
tabulku

Analyza rozptylu (chov_ustric.sta)
Oznag. efekty jsou vyzn. na hlad. p <,05000

sC Y, PC sC Y, PC F p
Promenna efekt efekt efekt chyba chyba chyba
159464,2 4, 39866,04 128806,6 15 8587,105 4,642547/ 0,012239

7z 77

Testova statistika nabyva hodnoty 4,6426, odpoiddpjhodnota je 0,0122, tedy na hladin
vyznamnosti 0,05 povazuje ANOVA vliv lokace za prakny. B pouziti ANCOVY je vSak
testova statistika 10,02 a p-hodnota pouze 0,0005.

Tukeyova metoda mnohonasobného porovnavani postathodku p-hodnot:

TukeyUv HSD test; promén.:Y (chov_ustric.sta)
Oznac. rozdily jsou vyznamné na hlad. p <,05000
{1} {2} {3} {4} {5}

ID M=977,37 | M=897,28 | M=874,60 | M=913,58 | M=709,46
chladne dno {1} 0,739248 0,537759 0,862937 0,007414
chladny povrch {2} 0,739248 0,996604 0,999099 0,075213
teple dno {3} 0,537759 0,996604 0,973812 0,138138
teply povrch {4} 0,862937 0,999099 0,973812 0,047617
kontrola {5} 0,007414 0,075213 0,138138 0,047617

Vidime, ze se liSi pouze dvojice lokaci (chladné,dontrola) a (teply povrch, kontrola),
zatimco ANCOVA ukazala, ze se nelisi pouze dvdp&aci (chladny povrch, teplé dno) a
(chladny povrch, teply povrc.



