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|. Ulohy o jednom nahodném vylru z vicerozmérného rozlozeni
1. Test hypotézy o vektoru dtednich hodnot

Tento test je p-rozémnou analogii jednovydrového t-testu. Profgppomenuti:

Nahodny vylsr X ,...,X pochazi z rozloierN(p,Gz), kde parametrja,cr2 nezname. Na
hladin® vyznamnostia testujeme hypotézhl  : L = C proti alternati¢ H, : 1 # C.

S

Vn
Kriticky obor: W = (=0, —t, .(n-2))0(t,,,,(n-1),).
Jestlizet, L1W, Hy zamitame na hladénvyznamnosti .

Testova statistikal = se za platnosti ftidi rozlozenimt(n —1).

Poznamka: Vzhledem k tomu, Ze plati tvrzenX ~ t(n) = Y = X* ~ F(1,n), mizeme H
zamitnout na hladinvyznamnostia, kdyz t,” 0(F,_, (L,n—1),c0).



p-rozmerny pripad:

Nahodny vylsr X ,,..., X pochaziz rozloiedﬂp(ll,f.), kde parametry, X nezname. Na
hladin® vyznamnostia testujeme hypotézhl, : p = c proti alternati¢ H, : p # c, kde
c= (Cl, N o )T je vektor realnych konstant. (Alternativa vlastwrdi, ze aspibjedna slozka
vektoru stednich hodnot neodpovidaguvanému pedpokladu.)
Testova statistikd , = %(M —¢)'S™(M —c) se za platnosti §tidi rozlozenim
p\n -
F(p.n-p).
Kriticky obor: W = (F_, (p,n—p), ).
Jestlizet, L1W, Hy zamitame na hladénvyznamnosti .

Poznamka:TestH, : p = proti H, : p # C nelze nahradit p jednorozmmymi t-testy
H, ‘M,=C, protiH, \u,#cC, j=1...,p, protoze pi tomto postupu by pravgodobnost chyk

1. druhu byla ¥t3 neZa, dokonce aa—(1-a)’.



Pokud na dané hladirvyznamnosto zamitneme vicerozZgmou hypotézuH, :p =c ve

prosgch alternativyH, 1 p # C, zjistime, vzhledem ke kterym slozkam vektarioyla nulova
hypotéza zamitnuta.
K tomu Ize pouzit p jednorozimych t-test H;, ;4 =c, protiH,, ;u,#c,, J=1,...,p, u nichz

hladinu vyznamnostit upravime pomoci Bonferroniho korekce:

o
H,, zamitneme na hladirvyznamnosti, kdyz vypa@tena p-hodnota bude —.
P



2. Priklad na vicerozmérny jednovybérovy t-test

Vyrobce utitého typu sotiastek uvadi, ze nejtezitejSi ¢tyti rozmery nabyvaji échto hodnot:
9,50 mm, 6,35 mm, 5,98 mm a 4,40 mm. Nakdalylo vybrano 15 saiastek, byly u nich
zjistény hodnoty &chto rozn#ra a zapsany do prainnych X1, X2, X3, X4. Udaje jsou ulozeny

v souboru soucastky.sta.

Za [redpokladu, ze data pochazejickgroznmerného normalniho rozlozeni s neznamym

vektorem stednich hodnoft = (ul M, M, u4)T a neznamou varig&ni matici
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, ha hladig vyznamnosti 0,05 testujte hypotezu, ze tvrzeni

vyrobce je pravdive. Vifpad zamitnuti nulové hypotézy zjie, ktere rozriry prispely

K jejimu zamitnuti.



Reseni:

b, | | 990
Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujeme hypotéz,: | 1, | =| 635
I, 598
H, 440
H, | | 990
proti alternati¢ Hy: | 1, |#| 635].
W, | | 598
U, 440

Hodnotu testové statistiky, = ?)((r;:i)) (M —c)'S*(M -c) a odpovidajici p-hodnotu

vypocteme pomoci statistického software.



Test primérl vici referencni konstanté (hodnoté) (soucastky.sta)
T2(celé ptipady ChD)=19,2432 F(4,11)=3,7799 p<,03597
Pramér Sm.odch. N Sm.chyba Referenéni t SV p

Proménna konstanta
X1 9,491833 0,010695/ 15 0,002761 9,500000 -2,95748 14/ 0,010391
X2 6,357433 0,011481| 15 0,002964 6,350000 2,50752 14/ 0,025099
X3 5,981467 0,011129 15 0,002873 5,980000 0,51043 14/ 0,617706
X4 4,400327 0,007024) 15 0,001814 4,400000 0,18011 14 0,859646

Testova statistika vicerozitmeho jednovy&roveho t-testu se realizuje hodnotou 3,7799,

odpovidajici p-hodnota je 0,03597, tedy s rizikanyl nejvySe 5 % povazujeme za prokazané,

Ze roznéry sowtastky neodpovidaji deklarovanym hodnotam.

Protoze jsme zamitli nulovou hypotézu, v dalSinkkrejistime, které rozemy prispely k jejimu

zamitnuti. Budeme tedy simultantestovat hypotézy ¢z u; = 9,5, Ho pu, = 6,35, Ha uz =

5,98, H4sups=4,4proti Hyipw # 9,5, Hape# 6,35, Hapg# 5,98, Haipa # 4,4, Hy

zamitneme na hladinvyznamnosto = 0,05, kdyz vyp&ena p-hodnota bude mensi nebo rovna
ot 0,05

pccettest 4

=0,0125 Vidime, Ze vicerozemna hypotéza byla zamitnutatkivX1.



Vypocet pomoci systemu R

Nacteme data
soucastky<-read.excel ('soucastky.csv')

Vypocéteme vektor vybrovych pfiméra a vykerovou variagni matici:

colMeans (soucastky)
X1 X2 X3 X4
9.491833 6.357433 5.981467 4.400327
var(soucastky)
X1 X2 X3 X4

X1 1.143767e-04 8.879524e-06 2.229119e-05 -2.579524e-06
X2 8.879524e-06 1.318167e-04 -2.551810e-05 -8.874524e-06
X3 2.229119e-05 -2.551810e-05 1.238481e-04 4.012381e-06
X4 -2.579524e-06 -8.874524e-06 4.012381e-06 4.934210e-05

Owvéiime vicerozrarnou normalitu dat. Ndgeme knihovnu mvnTest:
Tibrary(mvnTest)

Provedeme Henze - Zirkleriv test a nakreslime chi-kvadrat diagram:
HZ.test(soucastky,qgplot=T) _ _ _
Henze-Zirkler test for Multivariate Normality

data : soucastky

HZ : 0.8046086
p-value : 0.101327

Result : Data are multivariate normal (sig.level = 0.05)
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Vypocteme korigovanou hladinu vyznamnosti:

(alfa.korig<-0.05/4)
[1] 0.0125

Postupg pro kazdou prognnou provedeme jednovitovy t-test. Vypdétenou p-hodnotu
porovname s 0,0125 a nulovou hypotézu zamitnemg, jxg 0,0125.

Test pro prordnnou X1.:
t.test(soucastky$x1l,mu=c[1])
One Sample t-test

data: soucastky$xl
t = -2.9575, df = 14, p-value = 0.01039
alternative hypothesis: true mean is not equal to 9.5
95 percent confidence interval:

9.485911 9.497756

sample estimates:
mean of x

9.491833

Test pro prordnnou X2:
t.test(soucastky$x2,mu=c[2])
One Sample t-test

data: soucastky$x2

t = 2.5075, df = 14, p-value = 0.0251
alternative hypothesis: true mean is not equal to 6.35
95 percent confidence interval:

6.351075 6.363791

sample estimates:
mean of Xx

6.357433



Test pro prordnnou X3:
t.test(soucastky$x3,mu=c[3])
One Sample t-test

data: soucastky$x3
t = 0.51043, df = 14, p-value = 0.6177
alternative hypothesis: true mean is not equal to 5.98
95 percent confidence interval:

5.975304 5.987630
sample estimates:
mean of x

5.981467

Test pro prordnnou X4:
t.test(soucastky$x4,mu=c[4])
One Sample t-test

data: soucastky$x4

t = 0.18011, df = 14, p-value = 0.8596
alternative hypothesis: true mean is not equal to 4.4
95 percent confidence interval:

4.396437 4.404217

sample estimates:
mean of Xx

4.400327

Vidime tedy, ze vicerozénna hypotéza byla zamitnutatkvproménné X1.



3. Test hypotézy o uplné nezavislosti sledovanycingménnych

Rada statistickych tloh vede na zkoumani zavistostii p sledovanymi protnnymi. Nejdive

by se ndlo zjistit, zda se nejedna o system nezavislycimprmych. V takovem jipack by bylo

zbyteiné pokré&ovat v analyze zavislosti.

Na hladir¢ vyznamnosti 0,05 testujenH, : corX =1 proti H, :corX # | (Il je jednotkova

maticeradu p).

2p+lljln\R\ _ - o
6N se za platnosti gFasymptotickyridi rozlozenim

Testova statistikdo = N (1'

Xz(p(p-l)j_

2
Kriticky obor: W = <X21—a(p(p _1)} o)

2

Jestlizet, LJW, Hy zamitame na hladénvyznamnosti .



4. Priklad: Na zaklad dat z gikladu o rozmérech soudastek testujte hypotézu, ze mezi
sledovanymgtyimi rozmery neni zadna zavislost.

Reseni:

Logaritmus determinantu visové korelani matice jetislo In|R| = -0,10371221.

2[p+11 2[4+11
Testova statistikdo =—n(1— 6n jln\R\ :_15(1‘ 6015 j(‘ 01037122)=12273

Kriticky obor W = (X 0ss(6),00) = (125916 eo)
Protoze testova statistika 1,2273 néipdd kritického oboru(12,5916 00), hypotézu o Uplné
nezavislostttyi roznera sowtastek nezamitame na hlaglivyznamnosti 0,05.




Vypocet pomoci systemu R

Vypocéteme vykgrovou korel&ni matici:
R<-cor(soucastky)

Nacteme knihovnu psyc
Tibrary(psych)

Provedeme Bartlatt test nezavislosti:

cortest.bartlett(R,n=15,d1ag=T)
$chisq
[1] 1.227261

$p.value
[1] 0.9755168

$df
[1] 6

Protoze p-hodnota je 0,9755, coz &SV nez hladina vyznamnosti 0,05, hypotézu o uplné
nezavislostityr rozneri sowtastek nezamitame na hlagivyznamnosti 0,05.



1. Ulohy o dvou nezavislych nahodnych vybrech zvicerozmérného
rozlozeni

1. Test hypotézy o rozdilu vektoi stirednich hodnot

Tento test je p-rozémnou analogii dvouvydyového t-testu. Proffpomenuti:

N&hodny vykr X,,..., X, pochézi z rozlozeriN(y,,0°), na m nezavisly nahodny vy

X r+-n X5, pochézi z rozlozerN(y,,0?), prisemz parametryl,, |1, 0% nezname. Ozitéme

(nl _1)812 + (nz _1)822
n,+n,—2

pramér vybérovych rozptyl. Na hladig vyznamnosta testujeme hypotézhl , 1 1, = L, proti

alternativé H, 14, # H,.

21

M., M, vybérové paméry, Slz,Szzvybérové rozptyly,S.” = vazeny

M, —M

2_ se za platnosti ¥idi rozlozenimt(n, +n, - 2).

S [t
nl n2

Kriticky obor: W = (—o0,—t, _,(n, +n, —=2)) 0t ,(n, +n, —2),»).
Jestlizet, LJW, Hy zamitame na hladinvyznamnosti .

Testova statistikal ,=



Upozornéni: Predpoklad, ze rozptyly obou rozlozeni jsou shodnée@t nulove hypotézy
2 2

o : : o :
. . —5 =1 proti alternati¢ H, : — # 1) owiujeme F-testem.
2 2

2

- S ; e .
Testova statistikd :S—l2 se v fipack platnosti K ¥idi rozlozenimF(n, —1,n, —1).

H

2
Kriticky obor: W =(O,F, ,(n, =L,n, 1)) O(F__ ,(n, —Ln, —1),).
Jestlizet, 1W, Hy zamitame na hladinvyznamnosta .



p- rozmérny piipad (Hotellingiv T test)

Mame nahodny vy X ,,..., X, ~(kde X, = (X X )T, 1=1...,n)z Np(ul,):) a

TR AT

X, (kdeX,, =(X X, ), i=1...n)

dale na 8m nezavisly nahodny v¢b X 00002 Sae

o1ty
Z Np(uz,Z), pricemz parametry, i, 2 nezname.

Zavedeme ozri@ni:
n=n,+n, ... celkovy rozsah obou vghi
1 &

M, =—2> X, ... vybsrovy pramér j-té proménné v h-tém vyéru, h =12, j=1...,p
n, i=1
M, = (M n - M hp)T ... vektor vylgrovych paméra v h-tém vylsru, h =1,2
S, = . 1i(X =M )X, =M, )" ... vybsrova variagini matice v h-tém vydru, h =1,2
n,—1li=
— + —
S= (n, -2)s, +(n, -1, ... Spol&na vylkErova variadni matice

n—2



Na hladir¢ vyznamnostd testujeme hypotézhl  : p, = p, proti alternati¢ H, :p, Z .

Testova statistikd , = g(_np__:)Ld.'l:z (M,—M,)"'S*(M, —M) se za platnosti sFidi
rozlozenimF(p,n—p-1).

Kriticky obor: W = (F_, (p,n—p—1), ).
Jestlizet, JW, Hy zamitame na hladinvyznamnosti .



2. Testhypotézy o shod varianénich matic

Predpoklad o shatlvariartnich matic nizeme o¥fit pomoci Boxova M-testu.
Na hladirg vyznamnosta testujeme hypotézhl, : X, =X, proti alternati¢ H, : X, # X, .

Testova statistika ma tvar;, = Ci[(n -2)In|S = (n, =1)In|S| - (n, —1)In|S, ], kde
p
2 —
C =1+ 2p”+3p—if 1 + t _ 1 je konstanta zlepsSujici aproximaci.
g 6(p+1) (n,-1 n,-1 n-2

+
V pripact platnosti H se statistikal , asymptotickyidi rozloienl’rn)({wj. Pokud

t [({x? M ) h . 9 .. : ; o
o L X 1-a > ,00 ), hypotézu o shadvariartnich matic zamitneme na asymptotické

hladiné vyznamnostid. Aproximace je vyhovuijici, kdyz rozsahy Wb jsou aspd 20 a pdet
promennych je nejvyse 5.

V ptipadt, ze rozsahy vyra jsou shodné, nemusime Baxtest provadt.



Simultanni t-testy:

Pokud na dané hladirvyznamnostiot zamitneme hypotézd, : p, = p, ve prospch
alternativyH, 1 p, # pn,, zjistime, které prosmné jsou pi¢inou jejiho zamitnuti.
V této situaci provedeme p simultannichielsk), 1, =, proti H,, (, #W,,, |=1...,p

n_p_ld‘hnz éMlj _MZj)

p(n-2) n S/

2
pomoci testove statistiky,, = , ktera se za platnostipHidi
rozlozenimF(p,n - p—1).

Kriticky obor: W =(F_, (p,n—p—1),).
Jestlizet, LIW, Ho; zamitame na hladénvyznamnosti .



3. Priklad na Hotellingiv T2 test

23 nahoda vybranych mui a 22 ndahodhvybranych zen go posoudit podobné vyrobky ot
firem — oznéme je A, B, C — na Skale 0 bibdhaprosto nevyhovujici) az 10 hiofzcela
vyhovuijici). Vysledky jsou ulozeny v souboru hodenic vyrobku.sta.

Za predpokladu, ze data tiiaealizace dvou nezavislych nahodnychamngtze dvou
tifrozmérnych normalnich rozloZeni se stejnymi vatiaimi maticemi, Hotellingovym Ttesten
ov¢ite na hladia vyznamnosti 0,05 hypotézu, ze hodnocenitimuzen se neliSi. Pokud dojde
k zamitnuti nulové hypotezy, zjise, které firmy se v hodnoceni niua zen lisi.

Reseni:

Na hladirg vyznamnosti 0,05 testujeme hypote

I"’lll I"’l21 I"’lll I"’l21
Ho: | Ly, | =| M, | proti alternatié Hy: | M, |#| Ky, |-
“‘13 “‘23 “‘13 “‘23

n-p-1nn _ .
Hodnotu testové statistiky, = ( P 2) ﬂ‘l 2(M,=M,)'S™(M, —M,) a odpovidajici p-
pln— n
hodnotu vypéteme pomoci statistickeho software.



t-testy; grupovano: ID: pohlavi respondenta (hodnoceni_vyrobku.sta)

Skup. 1: muz; Skup. 2: Zena

Hotellingovo 15,5599 F(3,41)=4,9454 p<,00506

Pramér Pramér t sv p Poc.plat Poc.plat. Sm.odch. Sm.odch. F-pomér p

Proménna muz Zena mu?z Zena mu?z Zena Rozptyly Rozptyly
X1 5,086957 4,545455 0,697666 43  0,489142 23 22 2,574579 2,631807 1,044950 0,917081
X2 5434783 3,818182 2,098562 43 0,041766 23 22 2,642762 2,519190 1,100510  0,829044
X3 5,304348  3,045455  3,117687 43| 0,003246 23 22 2,77054C 2,011332 1,897411 0,147512

Testova statistika Hotellingova testu nabyva hogdg®454, odpovidajici p-hodnota je mensi
nez 0,00506, tedy na hladimyznamnosti 0,05 zamitame hypotézu, ze vektdadaich hodnot
promennych X1, X2, X3 jsou v obou skupinach shodr rizikem omylu nejvyse 5 % jsme te
prokazali, ze mezi muzi a Zzenami existuje roz hodnoceni vyrobktti firem. (Vidime, ze

hodnoceni muk je @iznivejSi nez hodnoceni zen.)



Nyni pomoci simultannich tésgjistime, které firmy jsou rozdiérhodnoceny muzi a zenal
Pro simultanni testy musime sjfat statistiky

T':n_p_lﬂlnzéMlj_MZj)
" pn-2) n S/

J

2
, ] =1, 2, 3 a najit kvantildo43, 41).

n-p-11nn, _ 2074

V nasem pipact n =45, p = 3, p= 23, n = 22, tedy = ,
L P Yo(h-2) " n 5805

)

Prameér Pramér Sm.odch. Sm.odch. TOj kvantil
Proménna mu?z Zena muz Zena =(20746/58  =VF(0,95;3;
X1 5,086957  4,545455 2,574579 2,631807 0,154700 2,832747
X2 5,434783 3,818182 2,642762 2,519190 1,399710 2,832747
X3 5,304348  3,045455 2,770540 2,011332  3,089293 2,832747

Vidime, Ze statistika TO3 se realizuje v kritickéloru W = (2,8327 ). S rizikem omylu
nejvyse 5 % jsme tedy prokazali, Ze vyrobky firmys@u odliSgk hodnoceny muzi a zenami.



Vypocet pomoci systemu R

Data jsou ulozena v excelovském souboru hodnocgrobku.xls. N&teme je pomoci
Environment v prosédi R Studia:

Environment — Import Dataset — From Excel — Brows&ajdeme soubor
hodnoceni_vyrobku.xls — Otév— Import.

Nacteny soubor fejmenujeme
data<-hodnoceni_vyrobku

Pronennou ID zavedeme jako faktor a popiseme jeji véyian
data$ID<-factor(data$IiD, levels=c(1,2), labels=c("muz","zena"))
Vypocitame piiméry pro muze a pro zeny:
colMeans(data[data$ID=="muz",1:3])

X1 X2 X3
5.086957 5.434783 5.304348
> colMeans(data[data$ID=="zena",1:3])

X1 X2 X3
4.545455 3.818182 3.045455

Vypocitame vylgrove variagni matice pro muze a pro zeny:
var(data[data$ib=="muz",1:3])
X1 X2 X3
X1 6.628458 5.142292 5.063241
X2 5.142292 6.984190 5.679842
X3 5.063241 5.679842 7.675889
var(data[data$ib=="zena",1:3])
X1 X2 X3
X1 6.926407 4.532468 4.307359
X2 4.532468 6.346320 4.294372
X3 4.307359 4.294372 4.045455



souelsIq siqoueeyepy pasenbg

a|juen aienbg-1yo

oL

j0|d ©-O aienbg-1yd

(S0°0 = |°A9| "bLS) |ewJou d3EBLJBALI|NW DJE BIRA : 1| NSDY
T/S9Svv 0 - an|eA-d

T6T006S°0 - ZH

[€:T ‘,Znw, == aIgeiep]eiep : eiep

AIL|BWJON 93IBLJBALI|NW JO4 1SD1 JD|)JLZ-DZUBH

(1=10|dbb‘Tg:T‘, znw,==aI$elepleiep)1sai zH

"TU9Z0[Z0J OYIU[BUWLIOU

oyuiguzoiLy z 1ldzeyood Auaz oid e aznw 01d ejep epz “QWILIQAO MIS?) 7Z-H 1oowod TuAN

F oAl



TPST 0 = @njea-d ‘9 = Jp “S€9€°6 = (~xoudde) bs-Lyd
[€:T ‘Jeiep :eiep
SodLJdien =OouUeLJBAOD JO \AP_.wamOEOI J04J 1S9l1-N S, XO0d
(azgearep=burdnoub‘[g:T“Jearep)nxoq
(sLoozoLg)AdeaqL|
:$]00301q AuAoyIuy z 1S9)-]\ Anxog dwaliznod onew yoruguerieA Apoys 1UaIQA0 3

30UBJSI] SIqoueeyely pasenbs

a|yuenp a:enbs-yo

101d ©-D alenbg-1yd

(S0°0 = [PAQ "DbLS) |ewJou ®3eLJBALI|hW 9JB BIEQ : 13| NS9Y
96£¢TS.°0 - on|ea-d
780ST8Y "0 - ZH

[€:T f,eusz, == qAI§elep]eiep : eiep

AIL|BWJON DIBLJUBALI|NW JO4 1SD1 JD|)JLZ-DZUSBH
(1=30|dbb‘[¢:T‘  euaz, ==aIi¢eiepleiep)isai-zH



Predpoklady jsou splimy, pristoupime k provedeni Hotellingova dvou¥ytivého testu:
Tibrary (ICSNP)
HotellingsT2(data[data$iD=="muz",1:3], data[data$ib=="zena",1:3])

Hotelling's two sample T2-test

data: data[data$ID == "muz", 1:3] and data[data$iD == "zena", 1:3]
T.2 = 4.9454, dfl = 3, df2 = 41, p-value = 0.005062
alternative hypothesis: true location difference is not equal to c(0,0,0)

Provedeme simultanni testy.
hl<-table(data$ID) [1]
n2<-table(data$ID) [2]

n<-nl+n2

k<-3
ml<-colMeans(data[data$IiD=="muz",1:3])
m2<—co1Means(data[data$ID=="zena",1 3])
varl <- diag(cov(data[data$ib=="muz" 31))
var2 <- diag(cov(data[data$ID==" zena" 1:31))

var <- ( (nl1-1)*varl + (n2 1) *var?2 )/(n 2)

F.stat <- nl1*n2*(n-k-1) * (ml- m2)A2 /(var*n*k*(n-2))
p.hodnota <- 1-pf(F.stat, k, n-k-1)

kvantil <- gf(0.95, k, n—k—l)

tab <- round(rbind(F.stat,p.hodnota, kvantil),digits=4)

rognames(tab) <- c("F","p-hodnota", "kvantil™)
ta

X1 X2 X3
F 0.1547 1.3997 3.0893

p-hodnota 0.9261 0.2566 0.0375
kvantil 2.8327 2.8327 2.8327

Rozdilné hodnoceni miiza zen je na hladéhwyznamnosti 0,05 prokazatelné u firmy C.



