
Zkouška 2. termı́n – MIN201 – jaro 2021 – 30. 6. 2021

Veškeré odpovědi muśı být zd̊uvodněny a výpočty muśı být doprovozeny komentářem. (Řešeńı sestávaj́ıćı

pouze z odpověd́ı budou považována za opsaná a hodnocena 0 body.)

1. (8 bod̊u) Vypočtěte uvedené integrály:

∫ (
x2 + 3

x3 + x2 + x

)
dx a

π/2∫
0

sin2(x) cos(x) dx.

2. (4 body) Plošný útvar U se skládá z obdélńıku, k jehož jedné straně je připojený p̊ulkruh.
Označme p a q délky stran obdélńıka, přičemž p̊ulkruh je polovina kruhu o pr̊uměru p (a je
tedy připojen ke straně a délce p).

Určete p a q tak, aby U měl minimálńı obvod za předpokladu, že obsah U je roven 1
2

m2.
(Připomeňme, že obsah kruhu o poloměru r je πr2 a jeho obvod je 2πr.)

3. (4 body) Uvažme plochu mezi grafem funkce h(x) = x− 2 a osou x na intervalu x ∈ [0, 2].
Rotaćı této plochy kolem osy x vznikne těleso T . Určete objem a povrch tohoto tělesa.
(Připomeňme, že část povrchu je kruh.)

4. (4 body) Určete konvoluci funkćı f1 ∗ f2, kde

f1(x) = e−|x| a f2(x) =

{
1 pro x ≥ 0
0 jinak.



Řešeńı a bodováńı:

1. [8 bod̊u] Rozklad na parciálńı zlomky dává

x2 + 3

x(x2 + x+ 1)
=
−2x− 3

x2 + x+ 1
+

3

x
,

tedy∫
x2 + 3

x(x2 + x+ 1)
dx =

∫ ( −2x− 3

x2 + x+ 1
+

3

x

)
dx = − ln(x2 + x+ 1)− 4

3

√
3 arctan

(
2√
3
(x+ 1

2 )
)

+ 3 ln |x|+C

pro C ∈ R. Dále použit́ım substituce t = sinx, dt = cosx dx dostaneme

π/2∫
0

sin2(x) cos(x) dx =

1∫
0

t2 dt = 1
3 .

2. [4 body] Obsah útvaru U je S = pq + 1
2π(p/2)2, tj. q = 1

p [S − 1
2π(p/2)2]. Obvod je tedy

o = p+ 2q + π p2 = p+ 2
p [S − 1

2
π(p/2)2] + π p2 = 2S

p + πp
4 + p.

Hledáme minimum funkce o(p). Jelikož o′(p) = − 2S
p2 + π

4 + 1 = 0, dostáváme pro S = 1
2 stacionárńı bod

této funkce

p =
2√
π + 4

a tedy q =
√
π+4
2 [ 12 −

1
2

π
π+4 ].

Jelikož o′′(p) > 0 pro každé kladné p, jedná se minimum (které je globálńı pro p ∈ (0,∞)).

3. [4 body] Objem je

V = π

∫ 2

0

h2(x) dx = π

∫ 2

0

(x− 2)2 dx =
8π

3

a obsah (zahrnuj́ıćı kruh o poloměru 2) je

S = 4π + 2π

∫ 2

0

(−h(x))
√

1 + (−h′(x))2 dx = 4π + 2π

∫ 2

0

(2− x)
√

2 dx = 4π + 4
√

2π.

4. [4 body] Plat́ı f1 ∗ f2(t) =
∫∞
−∞ f1(x)f2(t− x)dx, tedy potřebujeme t− x ≥ 0, tj. x ≤ t. Tedy

f1 ∗ f2(t) =

∫ t

−∞
f2(x) dx =

∫ t

−∞
e−|x| dx.

Tedy pro t ≤ 0 máme

f1 ∗ f2(t) =

∫ t

−∞
e−|x| dx =

∫ t

−∞
ex dx = et

a pro t ≥ 0 dostaneme

f1 ∗ f2(t) =

∫ t

−∞
e−|x| dx =

∫ 0

−∞
ex dx+

∫ t

0

e−x dx = 2− e−t.


