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Déleni intervalu

Definice

Necht a, b € R, a < b. Délenim intervalu [a, b] rozumime kazdou koneé-
nou mnozinu D C [a, b] navzajem ruznych bodu takovou, Ze a, b € D.

e D={xp,z1,...,xn},a=x9g<x1 < - <Tp=">b

e 1 — délici body

o [z)_1, )] — délici intervaly

e v(D)=max{x —xk_1: k=1,...,n} — norma déleni
e D([a,b]) — mnoZina vSech déleni intervalu
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Dolni/horni soucet

Definice

Necht funkce f je ohrani¢ena na intervalu [a, b] a uvazujme déleni D =
{zo,21,...,2} € D([a,b]). Oznatme

my = inf {f(x): x € [xp_1, 2]}, My =sup{f(z): © € [z)_1, 2]}
pro k=1,...,n. Polozme
S(D, f) = ka(xk — .’L‘k_l), S(D, f) = ZMk(xk — xk_l).
k=1 k=1

Cislo s(D, f) nazyvame dolni soucet a ¢islo S(D, f) nazyvame horni
soucet funkce f pii déleni D.
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Véta

Necht f je ohranicend funkce na intervalu [a,b] a nechl ¢, d € R,
¢ < f(x) < dprokaZdéx € [a,b]. Pak pro libovolnd déleni Dy,
Dy € D([a,b]) plati

c(b—a) <s(Dq,f) < S(D2, f) <d(b—a).
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Dolni/horni integral

Definice

Necht f je ohrani¢ené funkce na intervalu [a, b]. Pak klademe

f(z)de = sup{s(D, f): D € D([a, b))},

Sl—__ .

b
/f(ac) dz = inf {S(D, f): D € D(fa, b))}

o b
Cislo [ f(z)dz nazgvame dolnim integrdlem, ¢islo [ f(x)dz hornim

a a
integrdlem funkce f pres interval [a, b].
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Riemanntv integral
Definice

Necht f je ohrani¢ené funkce na intervalu [a, b]. Jestlize plati rovnost

j dx_/f

fekneme, Ze funkce f je integrovatelnd na intervalu [a,b]. V tomto pii-
padé definujeme jeji Riemanniv integrdl pies interval [a, b] vztahem

b b b
/f(x)dxz/f(x)dmz/f(ac)dx

b b

Plati-li [ f(z)dz < [ f(z)dz, Fikdme, ze funkce f nent integrovatelnd
a a

na [a, b].

4
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Alternativni (Riemannuav) pfistup

Definice

Posloupnost déleni {D,,} intervalu [a, b] nazveme nulovou posloupnost
déleni, jestlize plati lim,, o, v(D,) = 0.

Definice
Necht D = {zg,x1,...,2,} je déleni intervalu [a, b] a necht ¢, €
[xk—_1,zk] je libovolné ¢islo pro k = 1,...,n. Mnozinu V = {¢1,...,cp}

nazveme vybérem reprezentanty déleni D.

Petr Liska (Masarykova univerzita) Riemanniv integral 11.03.2022 7/18



Definice

Necht f je ohranicena funkce na intervalu [a, b], zvolme déleni D =
{zo,z1,...,2,} € D([a,b]) a vybér reprezentanta V- = {ci1,...,¢cn}
tohoto déleni. Cislo

i(D, f,V Z flew)(xp — x—1)

k=1

nazyvame integrdlnim souctem funkce f pri déleni D a vybéru V.

Lemma

Necht f je ohranicend funkce na intervalu [a,b]. Pak pro kaZdé délent

D € D([a,b]) a kazdy vybér V' pri déleni D plati

s(D, f) <i(D, f,V) < 5D, f).
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Definice

Necht f je ohrani¢ena funkce. Rekneme, Ze f je na intervalu [a, b] inte-
grovatelna, jestlize existuje ¢islo I takové, ze

li (D, f,V)=1
V(Z%I)ILOZ( 7f7 )

a hodnota této limity nezavisi na vybéru reprezentanti V' déleni D, tj.
ke kazdému & > 0 existuje 6 > 0 takové, Ze pro libovolné déleni D s
normou v(D) < § a libovolny vybér reprezentanti déleni D plati

li(D, f,V)—1I| <e.

Pak definujeme

/bf(:c)da;:I.
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Kdy je funkce integrovatelna?

Lemma

Necht f je ohranicend funkce na intervalu [a,b]. Pak je f integrova-
telnd na [a,b] pravé tehdy, kdyz ke kaZdému e > 0 existuje déleni
D € D([a,b]) tak, Ze plati

S(D, f) - s(D, f) < e.

Véta

Necht funkce f je monotonni na intervalu [a,b]. Pak je f na intervalu
[a, b] integrovatelnd.

Véta

Necht funkce f je spojitd na intervalu |a,b]. Pak je f na intervalu [a, b]
integrovatelnd.
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Véta
Necht f je ohranicend na intervalu [a,b] a md na tomto intervalu ko-
necény pocet bodi nespojitosti, pak je f na intervalu [a,b] integrovatelnd.

Véta

Necht funkce f, g jsou ohranicené na intervalu |a,b] a lisi se na tomto
intervalu pouze v konecném poctu bodi. Pak je f integrovatelnd na
[a, b], pravé kdyZ je zde integrovatelnd funkce g a plati

b b
/f(:c)dx:/g(:c)dx.
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Zékladni vlastnosti Riemannova integralu

Véta
Necht f je integrovatelnd na |a, b].
o Nechtec,d€R ac< f(x) <d proVz € [a,b]. Pak plati

b
o(b—a) < /f(az) dz < d(b— a).

b
o Je-li f(z) >0 pro x € [a,b], pak [ f(z)dz > 0.
o Funkce |f| je integrovatelnd na [a,b] a plati

b

/f(a:)d:c S/blf(x)|dx.

a
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Véta
Necht funkce f a g jsou integrovatelné na [a,b] a o, § € R. Pak také
funkce af + Bg je integrovatelnd na [a,b] a plati

/b[af(ﬂ?)Jr/Bg(fC)] dw:a/bf(ﬂf) dx+5/b9($) dz.

Veéta
Necht f, g jsou integrovatelné na [a,b] a plati f(x) < g(z) prox €

[a,b]. Pak je
b

JECLEE /b g(w) da.

a
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Véta
Necht funkce f je integrovatelnd na [a,b] a necht [c,d] C [a,b]. Pak je f
integrovatelnd i na intervalu [c, d].

Véta
Necht a, b, c € R, a < ¢ < b a f je integrovatelnd na kaZdém z inter-
valii [a,c] a [c,b]. Pak je f integrovatelnd na [a,b] a plati

b b

/f(x)dxz/cf(x)dx—i-/f(a:)dx.

a c
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Stredni hodnota funkce
Véta

Necht f je integrovatelnd na [a,b]. Pak ezistuje ¢ € R takové, Ze

inf {f(z): x € [a,b]} <c<sup{f(x): x € [a,b]}

a plati
b
/f(x)d:v =c(b—a).

Je-li f navic spojitd na [a,b], pak existuje xo € [a,b] tak, Ze ¢ = f(xo).

Cislo

b
c= bia/f@)dx

se nazyva stredni hodnota funkce f na intervalu [a, b].
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Integral jako funkce horni meze

Necht funkce f je integrovatelné na [a,b], pak je integrovatelné na
intervalu [a, z], kde a < z < b. Muzeme tedy definovat funkci F' na
intervalu (a, b] predpisem

F(z) = / f(t) dt. ®

Tuto definici miZzeme rozsifit i na bod a tak, Ze polozime F'(a) =0
kdykoliv, kdy je funkce f v bodé a definovana.
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Véta
Necht funkce f je integrovatelnd na intervalu |a,b]. Pak je funkce F
definovand predpisem (%) spojitd na intervalu [a, b].

Véta

Necht funkce f je spojitd na intervalu [a,b]. Pak funkce F definovand
vztahem (x) md derivaci na intervalu [a,b] a plati F' = f(x) pro kazdé
x € [a,b], pFicemZ v kragnich bodech tohoto intervalu se zde rozumi
existence prislusnich derivact.
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Kone¢né!

Véta (Newtonova-Leibnizova formule)

Necht f je integrovatelnd na intervalu [a,b] a necht F je funkce, kterd
je na [a,b] spojitd a na (a,b) primitivni k funkci f. Pak plati
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