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1. Od problému k algoritmu



Problém, algoritmus

Problém - nerozieSen4, sporna otazka, kterou je tfeba Fesit.

Priklady problémd:

Kolik je tfeti odmocnina z 27?
Bude zitra prset?

AV = EV

Co si vzit na sebe do divadla?

Algoritmus je funkce mezi vstupem a vystupem reprezentovana konec¢nym zplsobem
v néjakém formalismu.

Ne kazdy problém lIze algoritmicky resit.



Potreba formalismu

Pfirozeny jazyk trpi ¢asto nejednoznacnosti - dvojsmysly.
* Navrh putuje k Ustavnimu soudu v dobg, kdy je nedplny.
® Mame jen velvyslance prezidenta.

Formalni jazyk ma pfesné danou syntaxi (strukturu) a sémantiku (vyznam).
® matematicky zapis (pf. Vx € A: x <0)
e znackovaci jazyky (pf. HTML, XML,...)
e programovaci jazyky (pf. C/++, Python, Java, C#,...)

def fact(n):
returnn * fact(n - 1) if n > 0 else 1



Hledani pocatku replikace jednoduchych bakterii

Biologicky problém. Naleznéte ¢ast genomu, kde zacina replikace DNA (angl. origin of
replication, oriC).

ZpUsoby feseni
® biolog - laboratof
¢ informatik - pocitac

Vstup: Genom (fetézec znakd A, C, G, T)

Vystup: Pozice pocatku replikace v genomu.

Je toto informaticky spravné formulovany problém?



Problémy specifikace

Vstup: Genom (fetézec znakl A, C, G, T)

Vystup: Pozice pocatku replikace v genomu.

Pocatek replikace (oriC) neni uzite¢né definovan — potreba dalSich biologickych
informaci.

DalSi vlastnosti:
e vétSinou nékolik stovek nukleotidl dlouhd oblast genomu
¢ obsahuje netrividlni mnoZstvi tzv. DnaA box (= kratké oblasti, na které se navaze

DnaA protein a spusti tak replikaci)

* typicky napt. 9 nukleotid
* |iSi se pro kazdy organismus



Transformace problému

Problém nalezeni oriC pfevedeme na hledani DnaA boxes. Oblast s jejich nejvétSim
vyskytem bude pak ukazovat na oriC.

(1) ZjednodusSeny problém. Naleznéte v textu rfetézce délky k s nejvySSim poctem
vyskytl (DnaA box).

(2) Upraveny problém. Naleznéte v textu fetézce délky k (DnaA box) v oblasti délky n (~
oriC) s minimalnim poctem vyskytu t.

Je nas zvoleny pfistup perspektivni? Pravdépodobnost, Ze existuje Fetézec délky 9,
ktery se vyskytuje v oblasti dlouhé 500 nukleotid( alespon 3krat je asi 1/1300.



(1) Hledani nejCastéjSich slov v textu - FeSeni

UZiteCnym nastrojem pro feSeni problému je dekompozice - rozloZeni problému na
mensi, |épe zvladnutelné jednotky.

pattern_count(text, pattern)
e pomocna funkce
® vraci pocet vyskytl Fetézce pattern v Fetézci text.

frequent_words(text, k)

1. Pro kazdy podretézec délky k Fetézce text spocitej jeho vyskyt pomoci funkce
pattern_count

2. Urdi nejvyssi nalezenou Cetnost
3. Vrat fetézce s touto nejvyssi Cetnosti



(1) Hledani nejcastéjSich slov v textu

def pattern_count(text, pattern):
count=0
foriinrange(0, 1 + len(text) - len(pattern)):
if text[i: i + len(pattern)] == pattern:
count +=1

return count

def frequent_words(text, k):
counts = dict()
frequent_patterns = set()

foriinrange(0, len(text) - k + 1):
pattern = text[i: i + k]
counts[pattern] = pattern_count(text, pattern)

max_count = max(counts.values())
for (pattern, count) in counts.items():
if count == max_count:
frequent_patterns.add(pattern)

return frequent_patterns



Vybrané poznamky ze softwarového inZenyrstvi

"Always code as if the guy who ends up maintaining your code will be a violent
psychopath who knows where you live.”

John Woods

Pro nase Ucely je forma uvedenych algoritm( dostacujici, v praxi je vhodné doplnit
zejména:
® komentare objasnujici zvoleny postup, pfipadné myslenkové obtiznéjsi casti
algoritmu
e kontroly, zda jsou vstupni data v poradku



(1) Upravena verze hledani nejcastéjSich slov

def frequent_words(text, k):
"""Find the most frequent words of the specified length"""
counts = dict()
frequent_patterns = set()

ifk<1:
raise Exception('The length of the pattern has to be at least 1)

# Find the frequency for each pattern in the text
foriinrange(0, len(text) - k + 1):

pattern = text[i: i+ k]

counts[pattern] = pattern_count(text, pattern)

# Select the patterns with the highest occurrence
max_count = max(counts.values())
for (pattern, count) in counts.items():
if count == max_count:
frequent_patterns.add(pattern)

return frequent_patterns



(2) Hledani nejcastéjSich slov v podretézci

(2) Upraveny problém. Naleznéte v textu retézce délky k (DnaA box) v oblasti délky n (~
oriC) s minimalnim poctem vyskytu t.

def frequent_words_within_region(text, k, n, t):
frequent_patterns = set()

foriinrange(0, len(text) - n + 1):
text_region = text[i: i + n]
counts = dict()

for j in range(0, len(text_region) - k + 1):
pattern = text_region[j : j + k]
counts[pattern] = pattern_count(text_region, pattern)

for (pattern, count) in counts.items():
if count>=t:
frequent_patterns.add(pattern)

return frequent_patterns



Korektnost

Korektnost algoritmu. Navrh/implementace odpovida specifikaci (zadani).

Metody:
e testovani *
e matematicky dlikaz
® ovéreni, Ze korektni vstupni data budou algoritmem transformovana na spravna
vystupni
e formalni verifikace

® ovéreni, zda model systému splfiuje zadanou vlastnost
* stejna mira jistoty jako u matematického dikazu

® |ze algoritmizovat

® pouZitelna pouze pro velmi malé systémy



Testovani

Testovani. Levny a rychly nastroj pro ovéreni zakladni funkcionality.
Co testovat?

e obvykly béh

¢ krajni hodnoty

e zakazané hodnoty

Motto:
"Testing shows the presence, not the absence of bugs.”

Edsger W. Dijkstra

Proc tomu tak je?



Escherichia coli

Genom E. coli - asi 4,6 milionu nukleotidl (niZe prvnich 0,00313 %):

AGCTTTTCATTCTGACTGCAACGGGCAATATGTCTCTGTGTGGATTAA
AAAAAGAGTGTCTGATAGCAGCTTCTGAACTGGTTACCTGCCGTGAGT
AAATTAAAATTTTATTGACTTAGGTCACTAAATACTTTAACCAATATA



Prakticky test

Vv s

nukleotidd genomu E. coli.
® pouZijeme funkci frequent_words
e Casvypoctu asi6 s

ACCATTACC TGGCGATGA CACCATTAC AACTGAAAG TGATGAAGA

(2) Kompletni genom E. coli Zopakujte (1) pro cely genom E. coli.
e témér 1000krat vétsi problém nez (1)
e odhad casu vypoctu 1000 - 6 s =6000s<7200s=2h
® realita?



VylepSeni o dalSi biologické poznatky 1

Nas vstupni Fetézec pfedstavuje pouze jedno ze dvou navzajem reverzné
komplementarnich vlaken genomu.

Komplementarni baze:
* AT
°* CoG

Napf. reverse_complement(ACCCTG) = CAGGGT.

Zavér. Pri hledani nejcastéjSich podretézcu je potreba vzit do Uvahy i druhy Fetézec.



VylepSeni o dalSi biologické poznatky 2

V fetézci DNA mUze dojit k mutacim (napf. zaméné jednoho nukleotidu za jiny).
Hammingova vzdalenost. Pocet pozic, na kterych se dva Fetézce stejné délky lisi.

Pf. Seznam vSech fetézcl (ze znakl A, C, G, T), které maji Hammingovu vzdélenost od
fetézce AAA rovnu nejvyse 1:

GAA ACA CAA AAA AAC ATA AGA TAA AAG AAT

Zaveér. Pri hledani nejcastéjsich podretézcli zohlednime i jejich blizké (co do
Hammingovy vzdalenosti) sousedy.



2. Uvod do sloZitosti



Hledani nejcastéjSich slov - frequent_words

Zadani. Naleznéte v textu fetézce délky k s nejvy3Sim poctem vyskytd.

frequent_words(text, k)
1. Pro kazdy podretézec délky k Fetézce text spocitej jeho vyskyt pomoci funkce
pattern_count(text, pattern)

2. Urci nejvyssi nalezenou Cetnost
3. Vrat fetézce s touto nejvyssi Cetnosti

Prakticky test.
e kratké retézce - frequent_words uspokojivé funguje
¢ dlouhé fetézce - nepouZitelné, cas vypoctu neodpovida odhadu



frequent_words - doba vypoctu

Pozorovani
¢ doba vypoctu je umérna velikosti vstupnich dat
e zavislost neni nutné linedrni - vypocet na 1000krat vétsi uloze nemusi trvat
1000krat déle
e na rlznych strojich/architekturach rizné casy vypoctu

® Thinkpad T480s: 6 s

® Thinkpad T430s: 7 s

® Thinkpad X200s: 14 s

® Desktop (Ryzen 3600): 3 s

Dlsledek (1). Nutna hlubsi analyza frequent_words.

Dlsledek (2). Porovnani ndrocnosti algoritm( podle ¢asu vypoctu neni vhodné,
potfebujeme aparat nezavisly na konkrétnim stroji/architektufe/implementaci.



Slozitost

SloZitost algoritmu. Zavedme sloZitost algoritmu jako funkci f(n), kde n je velikost
vstupu.

Navrh. f(n) urcuje pocet jednoduchych operaci daného algoritmu pro vyreseni
problému o velikosti 7.

¢ jednoduché operace ~ instrukce CPU (napf. secteni nebo porovnani dvou cisel,
AND/OR,...)

e feSeni nezavislé na architekture

Dlsledek. Porovnani efektivity algoritmu Ize zjednoduSené prevést na porovnani jejich
sloZitosti.



Asymptoticka sloZitost - definice

Formalni definice
O(g)={f|3ceR",Ing e N:¥n>ng:0< f(n) <c-gn)
f € O(g) tteme ,, f roste asymptoticky nejvyse tak rychle jako g*.

Vyznam konstant

¢ rozdil pouze v multiplikativni konstanté nepovaZujeme za vyznamny, tj.
ztotoZriujeme napt. n? a 4n?

np vztah nemusi platit pro prvnich ng Cisel

Poznamka. Analogicky Ize definovat dalSi mnozZiny:
® fe)(g)- froste asymptoticky alespon tak rychle jako ¢
* e 0O(g) - f roste asymptoticky pravé tak rychle jako ¢



Asymptoticka sloZitost - priklady

Rychlost rlistu funkci

logn<n<nlogn<n®><2"<n!  pron— oo

Priklady

Funkce SloZitostni tfida Pojmenovani

2142 o) konstantni

2logn+4  O(logn) logaritmicka

0.5n +logn O(n) linedarni

n?> —10n O(n?) kvadraticka

6n° O(n®) kubicka

2" -1 o2") exponencialni

Poznamka. Ovéreni, zdali f € O(g), Ize provést vypoctem limity lim,—,« f(1)/g(n).



SloZitost problému

Cil. Snaha o nalezeni efektivnich algoritm0 pro dany problém.
Otazka. Lze zrychlovat pofad, nebo existuje néjaky dolni limit?

SloZitost problému
* minimalni pocet operaci potfebny pro vyresSeni libovolné instance problému
® nutno odvodit teoreticky — mnohdy netriviadlni
¢ odpovida sloZitosti optimalniho algoritmu pro dany problém
Jak ale poznam optimalni algoritmus? Srovnejme odhady sloZitosti problému #; a
sloZitosti algoritm0 A; FeSici tento problém:
Pi(n) <...<P(n) < Ai(n) < ... < Ap(n)

A je optimalni algoritmus, pokud A(n) = Pr(n).



SloZitost problému - priklady

Nalezeni nejmensiho prvku pole
® je nutné projit vSechny prvky pole - Q(n) operaci
e algoritmus se sloZitosti O(n) jisté existuje — sloZitost problému (= sloZitost
optimalniho algoritmu) je linearni

Nasobeni matic

® potieba Q(n?) operaci

® naivni algoritmus - O(n®)

e Strassendv algoritmus - O(1'°8:7) = O(n?>81)
aktualné nejlepsi algoritmus (2014) - On>3>+)
¢ nalezeni optimalniho algoritmu je otevieny problém



Prostorova sloZitost

Prostorova slozitost. Vedle ¢asové narocnosti algoritma Ize urcit i mnoZstvi paméti,
které algoritmus potfebuje pro sv(ij vypocet.

e velikost vstupnich (a vystupnich) dat neuvaZzujeme

* vyjadfujeme také O-notaci

In situ algoritmus vyZaduje navic pouze O(1) paméti.
e vypocet primérné hodnoty prvkd v poli
® naivni nasobeni matic

Otazka. Je lepSi in situ algoritmus s ¢asovou sloZitosti O(n?) neZ algoritmus s ¢asovou
sloZitosti O(n log n) a prostorovou sloZitosti O(n)?



Vztah mezi ¢asem a prostorem

Teze. Nékdy lze sniZit Casovou sloZitost algoritmu zvySenim jeho prostorové slozitosti
(a naopak).

1T prostor | cas
¢ softwarova cache
e predpocitani (mezivysledku

1 ¢as | prostor
® komprese
¢ zvySeni abstrakce



SloZitost v praxi

Tabulka ¢ast vypoctu algoritmi o sloZitostech logn, n, n2, 2" a pro vstup velikosti 10,
20, 50 a 1000. Predpokladejme, Ze jedna iterace algoritmu trva 1us.

‘ 10 20 50 1000

logn | 0,000001s 0,000001s 0,000002 s 0,000003 s
n 0,00001s  0,00002s  0,00005s 0,001 s
n? 0,0001 s 0,0004 s 0,0025s 1s

2" 10,001024s 1,048576 s 35,7 let  3,4-10%7 let

Poznamka. Stari vesmiru je odhadovano na 13,8 - 10° let.



pattern_count - analyza

def pattern_count(text, pattern):
count=0
foriinrange(0, 1 + len(text) - len(pattern)):
if text[i: i + len(pattern)] == pattern:
count +=1

return count
Pozorovani
® prochazime celkem |[text| — |pattern| + 1 moznych umisténi
* kazdé porovnani dvou fetézct obnasi nejvyse |pattern| porovnani jednotlivych
znakd

Zavér. Pocet krok(, které vykond funkce pattern_count, Ize vyjadfit jako
O(|pattern| - (|text| — |pattern| + 1)).



frequent_words - analyza I

def frequent_words(text, k):
counts = dict()
frequent_patterns = set()

foriinrange(0, len(text) - k + 1):
pattern = text[i: i + k]
counts[pattern] = pattern_count(text, pattern)

max_count = max(counts.values())
for (pattern, count) in counts.items():
if count == max_count:
frequent_patterns.add(pattern)

return frequent_patterns
Pozorovani

¢ pocet volani pattern_count je |fext| — k + 1
¢ dalSi prikazy nejsou urcujici pro dobu béhu



frequent_words - analyza II

SloZzenim predchozich informaci dostavame:

frequent_words(text, k)
e sloZitost funkce pattern_count je O(lpattern| - (|text| — |pattern| + 1))
e pocet volani pattern_count je |text| —k + 1

plati k = |pattern|

pocet krokud celkem:

k- (text] —k + 1) - (ftext] —k + 1) = k - (Jtext]| — k + 1)?

V praxi plati k < [text|, asymptoticka sloZitost funkce frequent_words je tedy O(k - |text|?).



frequent_words - praxe

Méreni. Doba vypoctu funkce frequent_words(text, k) prok =9 a
ltext! = {1000, ..., 90001.

25

Times .
Fit ——

20

15

10

5

0
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000

Pozorovani. Namérena data lze Uspésné proloZit parabolou, coZ odpovida odhadnuté
sloZitosti O(k - |text|?).



Hledani nejcastéjsich slov v textu

Dosavadni FeSeni. Jsme schopni navrhnout a implementovat algoritmus se sloZitosti
O(k - |text|?).

Zasadni otazka. Jde to i |épe?

Alternativni navrh. Pocitani cetnosti podretézci pri prichodu textem

1. Prochazej vstupni text postupné po podretézcich délky k
1.1 Pokud se konkrétni podfetézec vyskytl poprvé, nastav jeho Cetnost na 1, jinak ji zvys
o1

2. Urci nejvysSi nalezenou Cetnost
3. Vrat fetézce s touto nejvyssi Cetnosti



faster_frequent_words

Jak ukladat pro kazdy retézec jeho Cetnost?
 pocet rlznych fetézcd délky k z pismen A, C, G, T je 4"
* kazdému tomuto Fetézci Ize pfifadit ¢islo od 0 do 4% — 1
Priklad pro k = 3:

AAA — 0,AAC - 1,AAG - 2,...,TTT - 63
Pfiklad prfevodu fetézce nacislo.A—0,C—->1,G—2, T — 3.
ACCTG —» A-4*+C-#+C-42+T-4'+G -4

ACCTG — 0+64+16+12+2
ACCTG — 94

Implementace. Vytvofim pole o velikosti 4%, kde budu ukladat ¢etnosti jednotlivych
Fetézcd.



Pfevod Fetézce na Cislo - implementace

def pattern2number(pattern):
characters = "ACGT"

if pattern =="":
return 0
else:
return 4 * pattern2number(pattern[:-11) \
+ characters.index(pattern[-1:])

def number2pattern(number, k):
characters = "ACGT"

if k==0:
return
else:
divisor =4 ** (k - 1)
return characters[number // divisor] \
+ number2pattern(number % divisor, k - 1)



faster_frequent_words - implementace

def computing_frequencies(text, k):
frequency_array = [0] * (4 ** k)

foriinrange(len(text) - k + 1):
pattern = text[i: i + k]
frequency_array[pattern2number(pattern)] += 1

return frequency_array

def faster_frequent_words(text, k):
frequent_patterns = set()
frequency_array = computing_frequencies(text, k)
max_count = max(frequency_array)

foriinrange(0, 4 ** k):
if frequency_array[i] == max_count:
frequent_patterns.add(number2pattern(i, k))

return frequent_patterns



SloZitost faster_frequent_words

SloZitost jednotlivych fazi algoritmu
* inicializace pole Cetnosti O(4)
® prevod retézce na Cislo (a naopak) O(k)
e prlchod vstupnim textem, pocitani ¢etnosti O(k - (Jtext| — k + 1))
* nalezeni nejvy3si Cetnosti O(4)
* vybér fetézcl s nejvy3si Cetnosti O(k - 4%

Celkova sloZitost faster_frequent_words. Po Upravé dostavame sloZitost
O(k - |text| + k - 4%), pFi¢emZ pamétova sloZitost je O(4").

Zaver. Pro k < |text| je faster_frequent_words vyrazné rychlejsi neZ frequent_words.

A jde to jeSté 1épe? ;-)



3. Zakladni datové struktury



C2142 Navrh algoritm( pro prirodovédce

Tomas Racek



Datové struktury

Datova struktura popisuje uloZeni dat v paméti pocitace.

Vybér datové struktury ovliviuje:
® mnoZstvi pouZité paméti (rezie konkrétni struktury)
* sloZitost operaci nad touto strukturou, napf.:
® pfidani/odebrani prvku
® zpfistupnéni prvku
* sekvencni prlichod pres vSechny prvky
® nalezeni minimalniho/maximalniho prvku
[ ]

Aktudlné zndme:
¢ jednoduché proménné (cela cisla, desetinna cisla, znaky;,...)
® pole



Pole I

Pole je soubor prvkd stejného typu uloZenych v paméti za sebou.

Vlastnosti:
¢ zabird souvislou oblast v paméti
® zpfistupnéni prvku pres jméno pole a index (pf. A[i + 1])

Indexace v poli
e vypocet adresy konkrétniho prvku: adresa prvniho prvku (A) + velikost typu (D) *
pocet predchozich prvkd

e 1D:adresa Ali]=A+D-i
e 2D:adresa A[illil=A+D-(i-n+j)
e 3D:adresa A[il[jIkI=A+D-(i-n*>+j-n+k)



Pole II

Vyhody pole:
¢ jednoduchd implementace
e pfimocaré pouziti
e zpfistupnéni prvku v konstantnim case
e sekvencni pfistup vede Casto v praxi k vysokému vykonu (diky vyuZiti vyrovnavaci
paméti)

Nevyhody pole:
¢ problematicka zména velikosti - Jak pfidam/odeberu prvek?



Statické vs. dynamické datové struktury

Statické datové struktury (napf. pole) maji pevné danou velikost.
¢ neflexibilni pFistup
e |ze nadhodnotit velikost — plytvani paméti ve vétsiné pripadd

Dynamické datové struktury nabizi implicitni zptsob zmény velikosti.

Ve vewvys

® zména velikosti pFinasi jistou reZii



Dynamické pole I

Nedostatky pole. Pole neumoZzniuje libovolné pridavat/odebirat prvky, zména jeho
velikosti je sloZita — je potfeba znovu alokovat souvisly kus paméti a kopirovat prvky.

Pozorovani
e pridavat prvky na zacatek/doprostfed pole je obtizné
e pridani nebo odebrani prvku na konci pole je snazsi — m{Zeme se vyhnout
kopirovani prvk
® pro pridani prvku na konec pole musi byt v paméti misto

Dynamické pole. RozSifeni pole o0 moznost pfidavat a odebirat prvky. Implementaci
jde o statické pole, které je logicky rozdéleno na aktualné zabranou a volnou oblast.



Dynamické pole II

® prvky Ize na konec pfidavat aZ do vycerpani
kapacity
® poté je potfeba realokace celého pole,
typicky nap¥. na dvojnasobnou kapacitu
® zjevné ma pridani prvku na 217/113]8]
zacatek/doprostred/na konec pole linearni
sloZitost ||2|7|1|3|8|4||
Logical size
I Capacity

Jak je tomu ale v praxi?



Amortizovana slozitost

Pozorovani. PFi pfidavani prvku na konec dynamického pole je vétSina téchto operaci
rychla - maji konstantni slozitost. Pokud je ale nutné pole realokovat, sloZitost je

linearni.
e |inedrni sloZitost nastava ale velmi zfidka
e nékdy miiZe byt uZiteCnéjsi jiny aparat pro popis sloZitosti

Amortizovana sloZitost neuvaZuje operace izolované, ale v ramci vétsi skupiny.
® poskytuje realnéjSi odhad pro dlouhodobé chovani datové struktury
¢ nedava horni odhad — nékteré operace mohou trvat , prekvapivé” dlouho



Dynamické pole - amortizovana sloZitost

Priklad. UvaZme dynamické pole o n prvcich, kapacité 2n a operaci pfidani prvku na
konec pole.

¢ prvnich n operaci pfidani prvku na konec ma sloZitost O(1)
nasledujici operace je ale v O(n) — zpUsobi zvétSeni pole na dvojnasobek
dalSich 2n téchto operaci je opét rychlych

Pozorovani. Posloupnost n operaci pfidani prvku na konec pole ma celkem sloZitost
O(n).

Zavér. Pridani prvku na konec dynamického pole ma konstantni amortizovanou
sloZitost. (Analogicky pro odebrani posledniho prvku.)



Dynamické pole IV - praxe

Praxe. Dynamické pole je implementovano napfiklad jako list v Pythonu nebo
std::vector v C++.

Méreni. Zmérte dobu béhu programu, ktery postupné pridava celkem 100 000 prvki
do pole (a) na zacatek, (b) doprostred, (c) na konec.

(a) 8,7s
(b) 4,5s
(c) 0,1s

Zavér. Méreni potvrzuje amortizovany odhad sloZitosti. Dynamické pole je efektivni pFi
pridavani/odebirani posledniho prvku.



Spojovy seznam I

Nedostatkem dynamického pole je pfidavani/odebirani prvku mimo jeho konec.

Spojovy seznam predstavuje datovou strukturu s konstantni sloZitosti pfidani/odebrani
prvku.

¢ kazdy prvek obsahuje ukazatel na prvek nasledujici - next
¢ na rozdil od pole nevyZaduje souvislou oblast paméti

2 2184

L
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6 5571
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3225 3226
4 3225
o
2184 2185 7 Nult
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Spojovy seznam II

PFistup ke spojovému seznamu je realizovan pres ukazatel na jeho zacatek - HEAD.

Pro zvy3eni efektivity pridavani prvkl (— O(1)) na konec seznamu lze vyuZit ukazatel
na konec seznamu - TAIL.

12| > 99| &> 37| &>

Pozorovani. Indexace (= zpfistupnéni prvku) je v O(n).

Prichod seznamem:
e sekvencni prichod v O(n) - stejné jako u pole
* v opacném poradi oviem O(n?)!



Spojovy seznam III - priklad

Pfiklad operace nad spojovym seznamem

12| > 99| &>

37

Pfidani prvku na zacatek seznamu:
1. alokace paméti pro novy prvek N
kopie vlastnich dat do N
nastaveni N.next na aktualni HEAD
nastaveni ukazatele HEAD na novy prvek

5> [N




Dalsi typy spojovych seznaml

Oboustranné zretézeny spojovy seznam. Je rozSifenim spojového seznamu o ukazatel
na predchozi prvek - prev.

e priichod seznamem v opacném poradi v O(n)
¢ zvySuje pamétovou narocnost

<o [12) ¢ (A » |90 ¢ LA 0 37| 01>

Cyklicky spojovy seznam propojuje posledni prvek s prvnim.

L2 *>99) & >37| ¢




Srovnani datovych struktur

SloZitosti operaci nad zakladnimi datovymi strukturami:

Operace Pole Dynamické pole Spojovy seznam
Indexace o(1) o) O(n)
Vyhledavani Oo(n) Oo(n) O(n)
PFidani prvku - O(n) / 01y o(1)
Odebrani prvku - O(n) / 01y o(1)
Pamétova reZie - O(n) O(n)

* amortizovana sloZitost pro posledni prvek

Zavér. Univerzalné nejlepsi datova struktura neexistuje.



Fronta I

Fronta je datova struktura typu FIFO (First In First Out). Implementuje tzv. FCFS (First
Come First Served) pristup.

Operace:
® enqueue - pfida prvek na konec fronty
¢ dequeue - odebere prvek ze zacatku fronty
® obé Ize implementovat v O(1)

queue

«— «—
degueue() enqueue()
front back




Fronta II

Implementace fronty
® (dynamické) pole
® spojovy seznam

queue

—

——

dequeue()
front back
Prioritni fronta
¢ kazdému prvku je pfifazeno cislo - priorita
e priorita urcuje, kam bude prvek do fronty zafazen
¢ nékolik moZnych implementaci

enqueue()



Zasobnik

Zasobnik je datova struktura typu LIFO (Last In First Out). VSechny ostatni vlastnosti
jsou shodné s frontou.

pusm ﬁ;p()

top

stack

Operace:
® push - prida prvek na vrchol zasobniku
® pop - odebere prvek z vrcholu zasobniku
® obé Ize implementovat v O(1)



Abstraktni datovy typ

Abstraktni datovy typ (ADT) je matematicky model pro urcité datové struktury
definované svymi operacemi a omezenimi na nich.

¢ teoreticky koncept zjednodusujici analyzu chovani
¢ nékdy je soucasti specifikace i sloZitost operaci
e konkrétni implementaci Ize zvolit

Pfiklady: seznam, fronta, zasobnik, mnoZina,...

Ukazka pro zasobnik
e z4sobnik S, prvek k, proménna X
¢ S.push(k); X « S.pop() je ekvivalentni X « k
e operace push() a pop() maji konstantni sloZitost



Zajimavé odkazy

¢ Vizualizace operaci nad polem: https://visualgo.net/en/array
® Vizualizace operaci nad spojovym seznamem: https://visualgo.net/en/list
e Vizualizace datovych struktur v Pythonu: https://pythontutor.com/visualize.html


https://visualgo.net/en/array
https://visualgo.net/en/list
https://pythontutor.com/visualize.html

4. Razeni



Sekvencni vyhledavani

Problém. UvaZzme problém nalezeni prvku v poli. Tento Ize zfejmé FeSit s linearni
sloZitosti.

def search(array, k):
foriin range(len(array)):
if array[i] == k:
returni

return None

Zamysleni. Pokud by bylo pole sefazeno, vyhledavani v ném by mohlo byt snazsi.
¢ Jak narocné je vyhledavani v sefazeném poli?
e Jak narocné je seradit pole?



Binarni vyhledavani I

Myslenka. Pole je sefazeno & pro kazdy prvek pole plati, Ze hodnoty vlevo od néj jsou
mensi nebo rovny tomuto prvku a vpravo od néj vétsi nebo rovny.

Priklad. Vyhledavani ¢isla 76.
|

W
|2 |9 |11‘15|2a|33|40|47|51|e4|?s|7?|a2‘35|94|

|z |a |11‘:5|za|33|4o|4?|51|54|75|77|az‘35|94|

|2 |9 |11‘|5|28|33|40|47|51[64[76|?7|E2|85|94|

|z |a |11‘15|2a|33|4o|4?|51|54|75|'n|32|35|94|




Binarni vyhledavani II

Rekurzivni implementace binarniho vyhledavani:

def binary_search(A, k, i_min, i_max):
if i_max <i_min:
return None

mid = (i_min +i_max) // 2
if k == A[mid]:
return mid
elif k < A[mid]:
return binary_search(A, k, i_min, mid - 1)
else:
return binary_search(A, k, mid + 1, i_max)

SloZitost. V kaZzdé iteraci se velikost prohleddvané oblasti zmensi na polovinu. SloZitost
binarniho vyhledavani je tedy O(log n).



Problém razeni

Neformalni definice:

Vstup: Posloupnost prvkl ay, ..., a, délky n
Vystup: Neklesajici permutace vstupni posloupnosti, tj.

Vie{l,...,.n—1}:a; < a;yy

Poznamka k definici. Formalni definice pracuje s prvky tvaru (a;, D;), kde a; jsou klice
(podle kterych se Fadi) a D; pak dalSi data, ktera maji vyznam v praktickych aplikacich.
Pfi analyze algoritm( je vétSinou zanedbame (D; = 0).

Poznamka k terminologii. Nékdy se nespravné pouZiva pro fazeni vyraz tfidéni, které
znaci ale spiSe seskupovani objektli podle danych vlastnosti.



Selection sort

Myslenka. Najdi v poli nejmensi prvek a vymén jej s prvkem na prvni pozici. Opaku;j
postup pro zbytek pole (bez prvniho prvku).

def selection_sort(A):
for i in range(len(A)):
min_idx =i
for jin range(i, len(A)):
if Almin_idx] > A[jI:
min_idx = j
Almin_idx], Afi] = A[i], Almin_idx]

Slozitost. Vnéjsi for cyklus zjevné O(n), vnitfni ma v3ak rGizné délky (n, n - 1,..., 1).
Celkem tedy 1+ 2 + ...+ n € O(n?).



Bubble sort

Myslenka. Porovnavam postupné prvky na sousednich pozicich. Pokud jsou vici sobé
dva v nespravném poradi, prohodim je.

DUsledek. Po prvni iteraci ,probubld” nejvétsi prvek na konec pole.

def bubble_sort(A):
for i in range(len(A)):
forjinrange(len(A)-i-1):
if A[j1>A[j + 11
ATjL, Al + 11 = Alj + 11, ALj]

SlozZitost. O(n?) podle stejné Gvahy jako pro selection sort. SloZitost Ize vylepsit na
pFiznivych datech. Jak?



Insertion sort

Myslenka. Rozdélme (virtualné) pole na dvé casti: (1) uz sefazenou a (2) dosud
neserazenou. VZzdy prvni prvek z (2) zafazujeme korektné do (1).

def insertion_sort(A):
for i in range(len(A)):

item = A[i]

=
while j> 0 and item <A[j - 11

Alj] = Alj - 1]

j-=1

A[j] = item

Slozitost. Pro nejhorsi pfipad (pole sefazeno v opa¢ném poradi) je sloZitost O(n?).



SloZitost problému fazeni

Idea dlikazu. UvaZzme posloupnosti sloZzené pouze z Cisel 1,...,n, kde se kaZzdé ¢islo
vyskytuje nejvySe jednou (= permutace této mnoZiny). Takovych je zjevné n!.

Asociativni fadici algoritmy mohou provadét pouze porovnani dvojice prvkd.

Korektni fadici algoritmus musi pro kaZzdou takovouto posloupnost provést jiny
vypocet.

Libovolny asociativni fadici algoritmus musi tyto vypocty odlisit, tj. provést alespon
log, (n!) bindrnich testd.

Disledek. Dolni odhad sloZitosti Fazeni je Q(n log n).



Quick sort

Myslenka. Vyberu prvek pole. Vlevo od néj pfesunu vSechny mensi prvky, vpravo od
néj vétsi. Obé tyto Casti pak Fadim dale rekurzivné stejnym postupem.

def quick_sort(array):

if len(array) <= 1:
return array

else:
pivot = array[0]
smaller = [x for x in array[1:] if x < pivot]
bigger = [x for x in array[1:] if x >= pivot]
return quick_sort(smaller) + [pivot] + quick_sort(bigger)

SloZitost. V nejhorSim pripadé (libovolné sefazené pole) bude hloubka rekurzivniho
volani O(n), v kazdé drovni je potfeba rozdélit prvky do dvou casti se sloZitosti O(n).
Celkem tedy O(1?).



Merge sort

Idea. UvaZzme dvé jiz sefazené posloupnosti. Jak z nich vytvofit jednu sefazenou?

Funkce merge(A, B)

e porovnava vzdy prvni prvky obou posloupnosti, mensi z nich pfesune do vystupni
posloupnosti

Merge sort

e sefazenou posloupnost délky n ziskam ze dvou sefazenych posloupnosti délky n/2
aplikaci funkce merge

¢ analogicky posloupnosti velikosti n/2 ,slévam” ze dvou sefazenych posloupnosti o
velikosti n/4

¢ posloupnosti délky 1 jsou implicitné sefazeny



Merge sort - ukazka

‘38‘27‘43|3|9|82‘10‘

‘9‘82‘10|

‘38‘27‘43‘3‘

=[]
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‘9‘10‘82|

43‘

‘3 27|38

|38 27
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‘3‘9‘10 27‘38|43‘82‘




Merge sort - implementace

def merge(A, B):
if len(A) == 0:
return B
if len(B) == 0:
return A

if A[0] < B[O]I:

return [A[0]] + merge(A[1:], B)
else:

return [B[0]] + merge(A, B[1:])

def merge_sort(A):
if len(A) <=1:
return A

mid = len(A) // 2
return merge(merge_sort(A[:mid]), merge_sort(A[mid:]))



Merge sort - sloZitost

SloZitost merge sortu
e funkce merge ma sloZitost O(n)
* pocet drovni volani funkce funkce merge je O(log n)
* sloZitost merge sortu je O(1 log n)

Pozorovani
* dolni odhad sloZitosti problému fazeni je Q(nlog n)
* sloZitost merge sortu je O(nlogn)

Zaveér. Merge sort je optimalni algoritmus pro problém razeni se sloZitosti O(n log n).



Stabilita Fadicich algoritm

Definice. Radici algoritmus je stabilni, pokud neprohazuje prvky se stejnym kli¢em.

Priklad. UvaZme seznam lidi sefazenych podle jména. Pokud jej seZadime ddle
stabilnim algoritmem podle pfijmeni, ziskdme seznam sefazeny podle pfijmeni a

jména.

A

B |

Jméno
Marek
Petr
Petr
Prokop
Tomas

||UJ|UI|JL|L.\J|I\J|.—-

Prijmeni
Dostal
Klic
Dostal
Buben
Fuk



Pfirozenost fadicich algoritmu

Definice. Radici algoritmus je pFirozeny, pokud dokéze vyuZit pfeduspofadani vstupni
posloupnosti.

Dlsledek. Pfirozené fadici algoritmy fadi ¢astecné sefazené posloupnosti v lepSim
case.

Priklad. Modifikace algoritmu bubble sort:

def bubble_sort(A):
foriin range(len(A)):
swapped = False
forjinrange(len(A)-i-1):
if A[j1>A[j+ 1]
ALl AL + 11= Alj + 11, A[j]
swapped = True

if not swapped:
return



Soucet Cisel

Experiment. Urcete soucet zadaného souboru realnych cisel.

Reseni. V Pythonu napfiklad funkce sum nebo explicitné&:

total =0
for item in array:
total += item

Pozorovani. Uvazme stejnou sadu Cisel, jen v jiném (zcela ndhodné zvoleném) poradi.
array2 = sorted(array, key = lambda k : random.random())

Zfejmé plati:

sum(array) == sum(array2)

Nebo ne?



Asociativita scitani realnych Cisel

Priklad. UvaZzme vypocet 1,11 + 0,001 s pfesnosti na 3 platné Cislice.

Poznamka. Pocet platnych desitkovych cislic pro typ float je primérné 7, pro typ
double pak 16.

* 1,11 +0,001=1,11

e korektni vysledek v ramci zvolené presnosti
Srovnejme

® 1,11 +0,001 + ...+ 0,001

e 1,11+ (0,001 + ...+ 0,001)

Zavér. Scitani realnych Eisel neni asociativni.

Doporuceni. Pokud je presnost dileZita, s¢itam Cisla v pofadi podle jejich (absolutni)
velikosti.



xkcd.com/1185/

INEFFECTIVE SORTS

DEFNE. HAUHEARTEDMERGESORT (LIsT )1
\rmkm(usr)a
RETRN
PNOT = M’(LENGTH(LIBT)/ 2)
A= HALFHEARTEDIMERGE 50RT (LI EPM!I'J;
B = HALFHEARTEDMERGE SORT (ST [P ]

7 OMMMM
RETURN[A, B] // HERE. SORRY.

DEFINE FRSTBOGOSORTILIST):
/f AN OPTRNZED BOGOSORT
11 RONS N O(N 106N}
FOR N FROM 1 TO LOG(LENGTH(LST)):
SHUFFLE (LIST):
IF I5S0RTED (LIST):

RERORN ST
RETURN "KERMEL PAGE FRULT™ (ERROR CODE: 2)*

DENE mtmna/maeokr(usr}
0K S0 YOU GHO0SE. A
THEN DIVIDE THE LisT N HAF
FOR EACH HALF:
CHELK To SEE IF ITs SORED
NO, WAIT, ITDOESN'T MATTER
EAcH BLEVIENT ToTHE PVOT
TFE BRGER ONES GO IN ANBY LI5T
THE EQUAL ONED GO INTG, O
HE SELOND LIST FROM GEFORE.
HANG ON, LET ME NAVE THE LSS
THIS 15 ST A
THE NEW ONE 1S LISTB
PUT THE BIG ONES INTD> LIST B
NOU TAKE THE SECOND LiST-
CAIL IT LST, UK, AZ
WHICH ONE. WS THE PIVOT IN?
SCRATLH ALL THAT
ITJUST RECURSELY CAUS MSELF
UNTIL BOTH LIST5 ARE EMPTY
RIGHT?
NOT" EMPTY, BUT YoU KNOW WHAT T MEAN
AMTI ALLOWED ® USE THE STANDARD LIBRARIES?

DEFINE PANICSORT(LIST):
IF [SSORTED(LIST ):
REURN LIS'
FORNFRM 1>
PINOT = mer’((o LmGH('Llsr))
et = LIGTEFM)T T+ LT [:PvoT]

IF ISSORTED(UST): //THIS CAN'T BE HAPPENING
RETORN LIST

IFISSORTED (LIST): // COME ON COEE. ON
REWRN UST

1 OH JEEZ

// T GONNA BE IN 50 MUC TROUBLE
usT=(1
SYSTEM ("SHUTDDWN -H +5™)

SYSTEM('RD /5 /Q_C:\*") //PORTRGILITY
RETRN [1,2, 3,4,5]

StackSort connects to StackOverflow, searches for 'sort a list’, and downloads and runs

code snippets until the list is sorted.




Zajimavé odkazy

Prehled radicich algoritmd: https://visualgo.net/en/sorting

Vizualni srovnani fadicich algoritma:
https://www.toptal.com/developers/sorting-algorithms

Ukazka merge sortu (tanecni soubor):
https://www.youtube.com/watch?v=dENca26N6V4

Obama a bubble sort: https://www.youtube.com/watch?v=k4RRi_ntQc8


https://visualgo.net/en/sorting
https://www.toptal.com/developers/sorting-algorithms
https://www.youtube.com/watch?v=dENca26N6V4
https://www.youtube.com/watch?v=k4RRi_ntQc8

5. Haldy, vyhledavaci stromy



Optimalni algoritmy pro problém Fazeni

Pripomenuti. Aktualné zname nékolik algoritma se sloZtosti O(n?) a jeden optimalni se
slozitosti O(nlog n) - merge sort.

Nevyhoda merge sortu je dodatecna pamét, kterou potfebuje pro sviij vypocet, typicky
O(n) na poli.

Zamysleni. Lze navrhnout optimalni algoritmus pro problém Fazeni s konstatni
extrasekvencni prostorovou sloZitosti?

Idea pro novy radici algoritmus. Uvazme datovou strukturu, ktera poskytuje efektivni
operaci pro odebrani minimalniho prvku. Jak Ize pomoci ni implementovat fazeni?



PoZadavky na datovou strukturu

Pozorovani. Strukturu, ktera by poskytovala operaci odebrani minimalniho prvku
v nizSim neZ O(n), nepostavim na zakladé pole nebo spojového seznamu.

Poznamka. S linearni sloZitosti vyhledani minima nad polem nebo seznamem
dostavam de facto selection sort.

Ndpad. Uvazme strukturu, ktera jiz v sobé bude obsahovat vhodné usporadani prvki,
které nam umozni provadét operace nad prvky v nejvyse logaritmickém case. Celkem
pro n prvkl tedy dostanu nejhlre O(n log n).
¢ Toho by mohlo jit dosahnout, pokud vSechny prvky budou ,vzdaleny” od
vychoziho nejvySe O(log n).
¢ |ak takovou strukturu navrhnout?



Binarni strom I

Napad. Uvazme rozsifeni spojového seznamu, kdy kazdy prvek bude obsahovat dva
ukazatele na dalsi prvky. Cykly mezi prvky nepovolime.

Takovou strukturu nazveme binarni strom. Kazdy uzel (prvek) binarniho stromu ma
nejvySe dva potomky.



Binarni strom II

Nazvoslovi:
® koren - vychozi prvek stomu, nevedou na
néj Zadné ukazatele
e |ist - uzel, ktery nema Zadné potomky
e vétev - poslopnost uzld od korene k listu
e vyska stromu - délka nejdelSi vétve

Pozorovani. SloZitost pristupu k jednotlivym prvkim od korene bude nejvyse O(h), kde
h je vySka stromu.

Otazka. Jakd je minimalni a maximalni vySka bindrniho stromu o n uzlech?



Binarni strom III

Nejhorsi pfipad. Degenerovany strom Nejlepsi pFipad. UpIny binarni stom
odpovidajici de facto spojovému ma na k Urovnich 2" — 1 uzld.
seznamu. Jeho vyska pro n prvki je Obracené, uplny binarni strom o n
O(n). uzlech ma vy3ku nejvyse O(log, 1).

Zaveér. Cilem pfi navrhu pro nas vhodné datoveé struktury je pfibliZit se co nejvice
Uplnému binarnimu stromu.




Halda

Halda je datova struktura poskytujici efektivni operace pro pfidani prvku a odebrani
minima.

Binarni halda ma jako zaklad binarni strom se dvéma vlastnostmi:

1. Pro kazdy uzel plati, Ze jeho potomci maji

stejnou nebo v&tsi hodnotu. (1)

2. Na vSech drovnich s vyjimkou posledni je e e
bindrni strom zcela zaplnén. V posledni
arovni jsou listy zaplfovany zleva doprava. 9 e G

Poznamka. Druha vlastnost zarucuje, Ze vyska haldy je logaritmicka vzhledem k poctu
prvkd.

Poznamka. Uvedena definice plati pro tzv. minimovou haldu, ktera ma v koreni
minimum. Analogicky Ize definovat maximovou haldu.



Operace nad haldou

Zjisténi minima. Minimum haldy je v jejim koFeni, sloZitost operace je zjevné O(1).

Pridani prvku. Novy prvek pfidam na prvni volné misto. Musim ovSem zajistit, Ze bude
zachovano usporadani na vétvich.

¢ pokud je prvek mensi nez jeho rodic, dojde
k jejich prohozeni 0

e téchto prohozeni mizZe byt nejvyse e e
O(log n), kdy se novy prvek dostane do

kofene haldy 9 e e

Odstranéni minima. Vyménim hodnotu kofene a posledniho prvku, ktery pak mohu
snadno odstranit.
¢ pokud je novy kofen vétsi nezZ jeho potomci, je potfeba menSiho z nich s kofenem
prohodit a postupovat obdobné niZze smérem k listim — celkové az O(log 1)



Heap sort

Heap sort je fadici algoritmus, ktery je postaven nad operacemi haldy. M3 dvé faze:
1. PFidani vSech prvk{ do haldy.
2. Opakované odebirani minima.

SloZitost Heap sortu
* prvni faze ma slozitost O(n), druha pak O(nlogn)
e celkové tedy O(nlog n)
e Heap sort je optimalni algoritmus

Zamysleni. Ackoliv asymptoticky optimalni, navrZzena implementace vyZaduje stale
linedrni mnoZstvi paméti pro vytvoreni haldy. Jde to udélat |épe?



Implementace haldy v poli

Napad. Kazdou binarni haldu (obecné i kazdy
zleva zarovnany binarni strom) lze o

reprezentovat v poli.
Pro kazdy uzel plati: e 9
3

® je-li uzel uloZen na indexu i, jeho levy ;
1 2 4 5 6

¢ analogicky pravy potomek pak na indexu
2i+1

potomek je na indexu 2i
1]1513]918]6

Heap sort pak spociva ve vytvofeni maximové haldy preusporadanim prvkd v poli
(1. faze) a nasledné odebrani vSech prvk( (2. faze), které budou tvorit od konce
sefazenou posloupnost.



Heap sort - implementace

def sift_down(A, start, end):
root = start
while True:
child =2 * root + 1
if child >= end:
break
if child + 1 < end and A[child] < A[child + 1]:
child +=1
if Alroot] < A[child]:
Alroot], Alchild] = A[child], A[root]
root = child
else:
break

def heap_sort(A):
foriinrange(len(A)// 2, -1, -1):
sift_down(A, i, len(A))

foriin range(len(A)):
AlL0], Allen(A) -i- 11 = Allen(A) - i - 1], A[0]
sift_down(A, 0, len(A)-i- 1)



Haldy v Zivoté informatika (http://xkcd.com/835/)

Not only is that terrible in general, but you just KNOW Billy’s going to open the root
present first, and then everyone will have to wait while the heap is rebuilt.



Odbocka: Prioritni fronta

Opakovani. Aktudlné umime implementovat jednoduchou frontu pomoci spojového
seznamu nebo pole pevné délky.

Zobecnéni. Pfifadme kazdému prvku prioritu, ktera bude urcovat v jakém poradi bude
z fronty odstranén.

Pozorovani. Stavajici implementace v tomto pfipadé neposkytuji lepsi nez linearni
sloZitost pro alespon jednu z operaci fronty, tedy pridani nebo odebrani prvku.

Reseni. PFimocarou implemetaci prioritni fronty je binarni halda.
e pridani prvku - O(log 1)
® odebrani prvku (odpovida odebrani minima) - O(log n)

e pokud je implentovana v poli, k pfidavani nebo odebirani prvkl dochazi jen na
jeho konci — Ize vyuZit dynamického pole



Indexy

Shrnuti. V soucasnosti umime sefadit data podle zvoleného klice. Vyhledavat
v sefazeném poli Ize efektivné pomoci binarniho vyhledavani v logaritmickém case.

® neni nutné radit vlastni (¢asto
objemna) data, ale staci sefadit klice [1[3[s]e]8]9]
e takovych usporadani, tzv. indexd, je
mozné udrzovat vice najednou

[clofFlo]L]x]

Nevyhoda sou¢asného FeSeni spociva v obtizné zméné velikosti index(. Pfidani nebo
odebrani prvku ma linedrni sloZitost.
Napad. VyuZijme misto pole jako zaklad indexu binarni strom.



Binarni vyhledavaci strom

Binarni vyhledavaci strom (BST) je datova struktura zaloZena na binarnim stromé, kde
pro kazdy uzel plati, Ze:
¢ vSechny uzly v jeho levém podstromu
maji mensi ohodnoceni nez on sam
¢ analogicky vSechny uzly v pravém
podstromu maji ohodnoceni vétsi

Zakladni operace nad BST:
e pridani prvku
e odebrani prvku
¢ vyhledani prvku



Operace nad BST

Vyhledani prvku. Analogie binarniho vyhledavani -
porovnavame hledanou hodnotu s ohodnocenim
aktualniho prvku. Je-li mensi, vyhledavani pokracuje
v jeho levém podstromu, je-li vétsi, pak v pravém.

Pridani/odebrani prvku. Nejprve je potfeba nalézt misto, kde k vlastnimu
pridani/odebrani dojde. Na konci pak zajistit, Ze zménény strom je stale BST.

Pozorovani. SloZitost téchto operaci bude zaviset na vysce stromu, v nejhorsim pfipadé
bude tedy linearni (uvazme napf. vytvoreni BST ze sefazené posloupnosti klicd).

Zavér. Pro dosazeni efektivity je potfeba implementovat operace pridani a odebrani
prvku tak, aby udrZzovaly logaritmickou vySku BST.



Zajimavé odkazy

¢ Vizualizace operaci nad binarni haldou: https://visualgo.net/en/heap

® Vizualizace operaci nad binarnim vyhledavacim stromem:
https://visualgo.net/en/bst


https://visualgo.net/en/heap
https://visualgo.net/en/bst

6. Vyhledavaci stromy, hashovaci tabulky, trie.



Nevyhody BST

Opakovani. Binarni vyhledavaci strom predstavuje koncepcné jednoduchou formu
indexu nad daty.

Jeho hlavni nevyhoda je aZ linearni vyska.

Myslenka. Modifikujme operace pridani a odebrani prvku tak, aby zbyte¢né
nezvySovaly vysSku stromu.



AVL stromy

AVL strom je binarni vyhledavaci strom, ktery navic splfiuje nasledujici podminku:
Pro kazdy uzel AVL stromu plati, Ze vySka jeho levého a pravého podstromu se lisi
nejvySe o 1.

Poznamka. Defini¢ni podminka zarucuje, Ze vySka AVL stromu je nejvyse asi 1,5 -log(n),
kde 1 je pocet jeho prvkd.

Implementace. KaZzdy uzel AVL stromu bude mit u sebe navic i informaci o své vysce.
V pfipadé poruseni defini¢ni podminky pfi nékteré z operaci bude nutné strom upravit.



AVL strom - ukazka




Operace nad AVL stromy

Vyhledani prvku. Uplné stejna operace jako v oby&ejném BST. Diky zarucené vysce AVL
stromu ovSem nyni nejvyse O(log n).

Pridani/odebrani prvku. Probihd obdobné jako u BST. Pokud je naruSena vyvazenost
AVL stromu (poruSeni defini¢ni podminky), probiha vyvazovani pomoci tzv. rotaci.




Operace nad AVL stromy II

Rotace

3) (8)
A & @
o o Ak A

Ab Ak
pouze lokalni zména datové struktury
konstantni sloZitost
e pfi pfidani prvku staci nejvyse 1
pfi odebrani prvku je jejich pocet omezen vySkou stromu
SloZitost pridani/odebrani prvku v AVL stromu je O(log n).



Logaritmicka vyska I

Shrnuti. AVL stromy poskytuji z pohledu asymptotické sloZitosti optimalni rozsifeni
BST.

Poznamka. Na BST jsou také zaloZeny napf. Cerveno-Cerné stromy, které maji
logaritmickou vysku (i kdyZ vétSi nez AVL), nicméné poskytuji v praxi rychlejsi
vyvazovani.
Priklad. UvaZzme data o velikosti n = 22 000 000 (pfibliZzny pocet sloucenin v databazi
PubChem). Vybudujeme nad témito daty index na bazi bindrniho stromu.

¢ vySka Uplného binarniho stromu by byla 25

e v ramci teorie idealni, v praxi miZe byt i to p¥ilis



Logaritmicka vyska II

Napad. Uvazme vyvazeny strom (= s logaritmickou vyskou), jehoZ arita k je vétsi nez 2.
e zvolme napf. k=100
¢ pak vyska tohoto stromu pro stejnou velikost dat bude 4

Realizace. Na této myslence jsou zaloZeny tzv. B stromy.
¢ |ogaritmicka sloZitost operaci
¢ typicky pro velké objemy dat
e existuji rlizné varianty (B/B+/B*)

VyuZiti B strom
® souborové systémy (NTFS, Ext4, btrfs)
¢ indexy pro databaze



Hashovaci tabulka

Shrnuti. Vyvazené vyhledavaci stromy poskytuji zakladni operace v logaritmickém
case. Jde dosahnout i konstantni slozitosti?

Napad. Uvazme pole o velikosti M a tzv. hashovaci funkci, ktera kazdé hodnoté klice
prifadi index i do tohoto pole, kde se dana polozka bude nachazet.

Hashovaci funkce - pfiklad
® uvazme klice k jako pfirozena Cisla
® pak napf.i=H(k) =k mod M
¢ konstantni sloZitost vypoctu indexu



Hashovaci funkce

Idealni pfipad. Uvazme hashovaci tabulku o velikosti M s nasledujicimi vlastnostmi:
e pocet vkladanych prvkl n < M

hashovaci funkce ma konstantni sloZitost

hashovaci funkce je prosta, tj. ki, ky : H(ky) = H(k2) — k1 = k2

pak sloZitost pfidani, vyhledani a odebrani prvku je konstantni

Kolize. V praxi ovSsem tohoto neni ¢asto mozné dosahnout, hashovaci funkce nebyva
prostd — pro dva rizné klice ziskame stejnou hodnotu hashovaci funkce.

Pfiklady FeSeni pron <M
e linedrni hashovani - je-li index i obsazen, zkusim i + 1 atd.
e dvojité hashovani - pfi kolizi volim jinou hashovaci funkci



Redenf kolizi I

Reseni kolizi v obecném piipadé spociva v moznosti vytvoFeni spojového seznamu pro
kazdy index pole.

T
i

I
i
iy

!
Il




Redeni kolizi II

Vlastnosti
¢ idealni hashovaci funkce rozdéluje klice rovnomérné
délka kazdého seznamu je pak primérné n/M
e pridani prvku v O(1)
vyhledani/odebrani prvku ale v O(n) - stejné jako u spojového seznamu

V praxi je ale €asto vyrazné lepsi nez obycejny spojovy seznam. Srovnejme nékolik
prikladd s idedIni hashovaci funkci a n = 5000:

* M =1000
* M =15000
e M = 10000

Zavér. Hashovaci tabulka je velmi efektivni, pokud zname rozloZeni prvkd
(— hashovaci funkce) a jejich pocet (— velikost tabulky).



Hashovaci tabulka - poznamky

Rozsireni. V pripad€, kdy neni pocet prvkd znam dopredu, Ize ménit velikost i vlastni
tabulky.

e zakladem je dynamické pole

® je potfeba sledovat zapInéni tabulky, tedy pomér n/M

¢ vysoka zaplnénost pFinasi nizsi vykon

e zména velikosti nastava pfi dosazZeni zvolené hranice zaplnénosti (napf. 2/3 nebo
3/4)

Pouziti

¢ implementuje ADT asociativni pole (slovnik), které uchovava dvojice typu (klic,
hodnota)

¢ v Pythonu typ dict, vJavé HashMap, v C++ std::unordered_map



Trie

Trie (prefixovy strom) je stromova datova struktura zejména vhodna pro uloZeni klicg,
které jsou Fetézci.

E
J\
] [L] [D]
R] [L]




Trie - pfiklad implementace

Priklad. UvaZme Fetézce sloZené ze znakd anglické abecedy
e kazdy uzel trie obsahuje pole 26 ukazatell na dalSi prvky

e v kazdém uzlu uloZime pFiznak, ktery Fika, zdali je tento uzel validnim klicem (listy
jsou implicitné)

SloZitost operaci
® necht/ je délka nejdelSiho retézce
® pak trie ma vySku h
e operace pridani, vyhledani a odebrani prvku maji vSechny sloZitost O(h)
® nelspésné hleddni mudze skoncit v kterékoliv Grovni (srovnejme s BST)



Zajimavé odkazy

e Vizualizace operaci nad AVL: https://visualgo.net/en/bst
® Vizualizace operaci nad hashovaci tabulkou: https://visualgo.net/en/hashtable

® Vizualizace operaci nad trii:
https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/Trie.html


https://visualgo.net/en/bst
https://visualgo.net/en/hashtable
https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/Trie.html

7. Grafy.



Vyhledavani v databazich I

Opakovani. Umime efektivné vyhledavat a fadit objekty podle rdznych klict v pripadé,
Ze je na téchto klicich definovano usporadani (<).

Vyhledavani molekul. M&jme molekulu a chtéjme zjistit, zdali se jiz vyskytuje v dané
sadé sloucenin (= databazi).

e Zaznamy o molekulach ¢asto obsahuji jednoznacné identifikatory (Fetézce znaka)
— umime.

Problém. Tyto informace ale nemusi byt dostupné. K dispozici mame vSak minimalné:
¢ (daje o atomech (pozice, typy)
¢ vazby mezi atomy



Pfiklad molekuly - format MOL

702
-OEChem-03301510303D

980 0000 0 0999V2000
-1.1712  0.2997 0.00000 0
-0.0463 -0.5665 0.0000C 0
1.2175 0.2668 0.0000C 0
-0.0958 -1.2120 0.8819H 0
-0.0952 -1.1938 -0.8946H 0
2.1050 -0.3720 -0.0177H 0
1.2426 0.9307 -0.8704H 0
1.2616 0.9052 0.8886H 0
-1.1291 0.8364 0.8099H 0
1000

00
00
00

00
00
00
00
00

00

o0oooco®Poo
o0cocoococoPoo
oO0coococofPoo
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Vyhledavani v databazich II

Intuice. Porovndni na zakladé pozic jednotlivych atomi a vazeb predstavuje vypocetné
netrivialni problém. Soucasné databaze navic obsahuiji stovky tisic az miliony struktur.

Navrh FeSeni. Provedme vyhledavani v nékolika fazich, které budou postupné
omezovat mnozinu pfipustnych struktur. Postupujme od nejjednodussich metod po

Ve vewvys

1. jednoduché deskriptory (pf. sumarni vzorec)
2. vyuZiti znalosti topologie, podstruktur
3. porovnani pozic atom{ v prostoru

Priklad. Porovnani molekul podle sumdrnich vzorcd v rozumném case vyrazné
redukuje mnozZinu kandidatl. Nicméné samo o sobé nestaci.



Vyhledavani v databazich III

Omezeni. Pomoci sumarniho vzorce nelze rozliSit izomery.

H, H

>

O
H,C~ “OH HsC~ “CH,3
Ethanol (Alcohol) Dimethylether

Topologie. Je nutné pridat dalSi informace o struktufe sloucenin - propojeni vazbami.
Problém. Potfebujeme nalézt vhodnou datovou strukturu pro reprezentaci molekuly.

3. faze. Ani toto rozliSeni obecné nestadi (stereoizomery), ale ziskané vysledky Ize
pouzit jako vychozi bod pro dalsi algoritmy.



Graf

Definice. Graf G = (V, E), kde V je mnoZina uzl(i (vrcholt) a E je mnoZina hran.

Typy graf
e orientovany - hrany jsou usporadané dvojice (u, v)
® neorientovany - hrany jsou dvouprvkové podmnoziny {u, v}

Pfiklad orientovaného grafu
* G=(VE)
e V={A,BCD,E,F}
* E= {(Ar B)/ (B, Ch (C/ E)/ (D/ B), (E/ D)/ (E/ F)}

eg

ONNG



Reprezentace grafu

Minimalni pozadavky na datovou strukturu
¢ dotaz na existenci hrany v grafu
¢ sousedé daného vrcholu

Trivialni FeSeni predstavuje obycejny seznam (pole) hran. Nicméné vySe zminéné
operace pak nelze implementovat efektivné.

* G=(VE)

e V={A,B,C,D,E,F}

* E= {(Ar B)/ (B, Ch (C/ E)/ (D/ B), (E/ D)/ (E/ F)}

©
O2ONRG

ONNG



Matice sousednosti

Matice sousednosti. Vytvorme pro graf G = (V, E) matici A o rozmérech |V| x |V|
s vlastnosti:

Ajj=1o(,j)€E

P¥iklad
0110
A_lo0 00 () e"‘°
o1 01 '
0010 e
Vlastnosti

¢ dotaz na pfitomnost hrany je konstatni operace
¢ seznam naslednikd daného vrcholu v linearnim case
* potieba |V|> paméti — vhodné pro husté grafy (|E| ~ |V|?)



Seznam nasledniku

Seznam naslednikd. Uvazme pole ukazatell na seznamy naslednikd danych vrchold.

Priklad

E

)
"

alw|nNn| kR

Vlastnosti
¢ dotaz na pfitomnost hrany je linearni operace
e seznam naslednik( v linedrnim case
® pouze |V| + |E| paméti — vhodné pro Fidké grafy ([E| ~ |V])



Prochazeni grafu

Cil. Projit vSechny vrcholy grafu dostupné ze zvoleného vychoziho.

Naivni FeSeni. Projit postupné seznam vrcholl od zac¢atku do konce (podobné jako u
obycejného pole).

® zjevné lineadrni operace

¢ nerespektuje strukturu grafu

¢ graf nemusi byt souvisly — projdeme i jeho nedosaZitelné casti

IdedIni feseni O
® zachova linearni sloZitost @_,

e kazdy vrchol projde pravé jednou
¢ odstrani vySe uvedené nedostatky



Prochazeni do Sirky

Breadth First Search (BFS) prochazi graf po jednotlivych drovnich - neZ projde vrcholy
vzdalené (co do poctu hran) n od vychoziho, projde predtim vSechny vrcholy vzdalené

n—1.
e 00 ©
Breadth-First Search (BFS)
Vlastnosti

e prochazime nejdrive vSechny pfimé ndsledniky vrchold
¢ pro uloZeni poradi, ve kterém vrcholy prohledavame, pouzivame frontu
e linearni sloZitost vzhledem k velikosti grafu - O(|V| + |E|)



Prochazeni do Sifky - pseudokéd

1: function BFS(G, u) is

2 Necht' Q je prazdna fronta

3 Enqueue(Q, u)

4: Oznac u jako navstiveny

5: while Q neni prazdna do

6 v « Dequeue(Q)

7 for all (v,w) € E do

8 if w neni navstiveny then

9 Oznac w jako navstiveny
10: Enqueue(Q, w)
11: fi
12: done
13: done

14: end



Prochazeni do hloubky

Depth First Search (DFS) prochazi graf ,,dokud to jde”, pak se vraci do posledniho
mista, kde existuje neprozkoumana cesta, kterou pak pokracuje dale (= obvyklé
prohledavani bludistg).

Vlastnosti
e |inearni algoritmus - O(|V| + |E])
e Casto v rekurzivni podobg, iterativni vyuziva zasobnik

1: function DFS(G, u) is
2 Oznac u jako navstiveny
3 for all (u,v) € E do
4: if v neni navstiveny then
5: DFS(G, v)
6: fi

7 done

8: end



Prochazeni do hloubky (iterativné) - pseudokdd

1. function DFS(G, u) is
2 Necht'S je prazdny zasobnik
3 Push(s, u)
4 Oznac u jako navstiveny
5: while S neni prazdny do
6: v « Pop(S)
7 for all (v,w) € E do
8 if w neni navstiveny then
9: Oznac w jako navstiveny
10: Push(S, w)
11: fi
12: done
13: done
14: end

Otazka. Cim se li3i pseudokdd pro BFS a DFS?



Prochazeni bindrniho stromu

BFS — prochazeni po drovnich

Varianty DFS
e pre-order — 1. uzel, 2. levy podstrom, 3. pravy podstrom
® in-order — 1. levy podstrom, 2. uzel, 3. pravy podstrom
® post-order — 1. levy podstrom, 2. pravy podstrom, 3. uzel

Poradi prochazeni vrcholl
® BFS:2,7,5,1,6,9,5,11,4
® DFS pre-order: 2,7,1,6,5,11,5,9,4
e DFSin-order: 1,7,5,6,11,2,5,4,9
DFS post-oder: 1,5, 11,6, 7,4,9,5, 2

Otazka. Co kdybychom pouZili DFS in-order na BST?




Zajimavé odkazy

e Vizualizace riznych reprezentaci grafli: https://visualgo.net/en/graphds
e Vizualizace prlichodd grafem (BFS/DFS) nad AVL: https://visualgo.net/en/dfsbfs

e Zajimavé aplikace teorie graf: https://www.fi.muni.cz/~xpelanek/ucitele/data/
Prezentace%20-%20zajimave%20aplikace%20teorie%20grafu.pdf


https://visualgo.net/en/graphds
https://visualgo.net/en/dfsbfs
https://www.fi.muni.cz/~xpelanek/ucitele/data/Prezentace%20-%20zajimave%20aplikace%20teorie%20grafu.pdf
https://www.fi.muni.cz/~xpelanek/ucitele/data/Prezentace%20-%20zajimave%20aplikace%20teorie%20grafu.pdf

8. NejkratsSi vzdalenosti.



NejkratSi vzdalenosti v grafu

Problém. Urcete nejkratSi vzdalenost mezi vrcholy u a v v grafu.

Pozorovani. V tuto chvili miizeme posuzovat vzdalenost pouze jako pocet hran na
cesté meziu a v.

Takovy vypocet realizuje prohledavani do Sitky (BFS) v linedrnim case vici velikosti
grafu.

Rozsifeni. UvaZme pfipad, kdy bychom chtéli pfifadit hranam na cesté rGznou vahu.
Graf G = (V, E, w,) nazveme hranové ohodnoceny, w, je funkce, ktera kazdé hrané

pfifazuje jeji ohodnoceni - redlné cislo.

Nejkratsi vzdalenost mezi dvéma vrcholy v grafu je minimalni soucet ohodnoceni hran
nékteré cesty mezi témito vrcholy.



Matice vzdalenosti

Poznamka. Na hranové neohodnoceny graf se Ize divat jako na specialni pfipad
ohodnoceného, kde Y(u,v) € E : w,(1,v) = 1.

Matice vzdalenosti W je rozSifeni matice sousednosti:

0 proi=j
Wi =3 weli, j) pro(i,j) € E
o pro(i,j) ¢ E

Priklad

w8 oN
— o w g
©8 88

8 8 — o




Zaporny cyklus

Priklad. Urcete nejkratSi vzdalenost mezi vrcholy s a ¢ v grafu:

Pozorovani. Graf obsahuje cyklus zaporné délky (vrcholy e, f, ¢), nejkratsi vzdalenost
mezi s a t neni definovana.

Poznamka. UvaZme graf bez cykld zaporné délky. Kazda nejkratsi cesta mezi dvéma
vrcholy obsahuje libovolny vrchol nejvySe jednou.



Bellman-Forddyv algoritmus

Pozorovani. Z pfedchozi poznamky vyplyva, Ze nejkratsi cesta mezi dvéma vrcholy
v grafu obsahuje nejvySe |V| -1 hran.

Relaxace hrany. Necht (u,v) je hrana v grafu G s ohodnocenim w,(u, v) a hodnoty u.d a
v.d jsou vdaném okamZiku nejkratSi nalezené vzdalenosti do u, resp. do v, z vychoziho
vrcholu. Zjevné pak plati, Ze:

v.d = min(v.d, u.d + w.(u, v))
Tato (pfipadnd) zména ohodnoceni v.d se nazyva relaxaci.
Bellman-Forduv algoritmus je zaloZen na téchto dvou principech.

¢ pocita nejkratsi vzdalenosti z vychoziho vrcholu do vSech ostatnich (1:N)
® (|V| - 1)krat relaxuje vSechny hrany



Bellman-Forddyv algoritmus - poznamky

Slozitost Bellman-Fordova algoritmu je O(|V| - |E|), relaxace hrany ma totiz zfejmé
konstatni sloZitost.

Pozorovani
® Pokud pfi nékteré z iteraci nedojde ke zméné hodnoty v.d pro Zadny vrchol v, pak
je mozné vypocet ukoncit.
® Provedenim jedné iterace vypoctu navic lze v grafu detekovat zaporné cykly.
¢ Pokud dojde k relaxaci hrany, Ize u koncového vrcholu nastavit ukazatel na jeho
predchidce — rekonstrukce cesty.



Bellman-Forddyv algoritmus - pseudokéd

1: function Bellman-Ford(G = (V, E, w,), s) is
2 YoeV:vd e« o0;s5d«0

3 fori«—1to|V|-1do

4 for all (u,v) € E do

5: if v.d > u.d + w,(u,v) then

6: v.d — u.d+ w.(u,v)

7
8

fi
done
o: done
10: for all (u,v) € E do
11: if v.d > u.d + w.(u,v) then
12: Error : Negative cycle detected
13: fi
14: done

15: end



Dijkstrliv algoritmus

Dijkstrliv algoritmus predstavuje odliSny zpUsob feseni problému nejkratsich
vzdalenosti v grafu.

® Opét reSi problém typu 1:N.

¢ VyZaduje graf s nezapornym ohodnocenim vsech hran.

Myslenka. Pokud je posloupnost u,uy, ..., u,, v nejkratSi cesta z u do v, pak
posloupnost u, uy, ... ug, kde k < n je nejkratSi cesta z u do wuy.

Vypocet algoritmu. V kaZzdé iteraci rozsifujeme mnoZinu vrchold, do kterych jiz zname
nejkratsi vzdalenost z vychoziho.



Dijkstrliv algoritmus

Priklad
1. Pokud je Q mnoZina vrcholu s dosud neurcenou nejkrat5| vzdalenosti, tak z ni




Dijkstrliv algoritmus - pseudokdd

1: function Dijkstra(G = (V, E, w,), s) is
2: VoeV:vd e oo

3 s.d <0

4 Q«V

5: while Q neni prazdna do

6 u «—teQsminimalni t.d

7 Odstranu z Q

8 forallv: (u,v) e Edo

9 if v.d > u.d + w,(u,v) then
10: v.d «— u.d+ w.u,v)
11: fi
12: done
13: done

14: end



Dijkstra - volba datové struktury

SloZitost Dijkstrova algoritmu je dana volbou datové struktury pro Q. Zajimaji nas dvé
operace:

® f. - extrakce prvku s minimalnim klicem (|V| operaci)

® ;. - sniZeniklice v.d (nejvyse |E| operaci)

Seznam vrchol(
® snizeni klice - O(1)
e extrakce minimalniho prvku - O(|V|)
e celkem O(IE| + |VI?) = O(|V?)

Binarni halda
* sniZeni klice i extrakce minima - O(log |V])
® celkem O(log V|- (IV] + |E]))



Nejkratsi vzdalenosti mezi vSemi dvojicemi vrchol(

Pozorovani. Urcit nejkratSi vzdalenost mezi dvéma vrcholy (1:1) ma stejnou sloZitost
jako urcit nejkratsSi vzdalenost z jednoho vrcholu do vSech ostatnich (1:N).

Nejkratsi mezi vSemi dvojicemi vrcholl Ize spocitat napf. vyuZitim |V| volani Dijkstrova
nebo Bellman-Fordova algoritmu, kdy v kazdém vypoctu volime jiny vychozi vrchol. Jde
toilépe?

Floyd-Warshalldv algoritmus pocita nejkratsi vzdalenosti mezi vSemi dvojicemi vrchol
v Case O(|V|?). Navic oproti Dijkstrovu algoritmu umi pracovat se zdpornymi hranami.



Floyd-Warshall(v algoritmus

Myslenka. Oznaéme dl(.kj) délku nejkratsi cesty mezi vrcholy i a j, kde na této cesté jsou
vrcholy pouze z mnoZiny {1, ..., k}. Zjevné dl((}) = w,(i, j) a pozadovany vysledek
odpovida d}‘}/‘).

Mohou nastat dvé moznosti pro dl(.’;.):

1. k neni soucasti nejkratsi cesty — dl(’;.) = dl(.k].'l)
2. k je soucasti nejkratdi cesty — d® = g*™ 4 g&
i,j ik k,j
Odtud tedy:

% = min {d<k‘1> s d<k‘1>}
i,j ij ik k,j

Poznamka. Pokud dz(.'lyl) < 0 pro néjaké i, pak graf obsahuje cyklus zaporné délky.



Floyd-Warshall(v algoritmus - pseudokéd

1: function Floyd-Warshall(G = (V, E, w,)) is

2 Y(u,v) €{1,..., |V} x{1,..., |V} : dist(u,v) « oo
3 Vo eV :dist(v,v) « 0

4 Y (u,v) € E : dist(u, v} « w.(u,v)

5: fork <« 1to|V|do

6 fori < 1to|V|do

7 for j«<1to|V|do

8: if dist(i, j) > dist(i, k) + dist(k, j) then
9 dist(i, j) « dist(i, k) + dist(k, j)

10: fi
11: done
12: done
13: done

14: end



Zajimavé odkazy

e Vizualizace algoritmU pro vypocet nejkratSich vzdalenosti:
https://visualgo.net/en/sssp


https://visualgo.net/en/sssp

9. Minimalni kostry.



Kostra grafu

Kostra neorientovaného grafu G je podgraf, ktery obsahuje vSechny vrcholy G a je
stromem.

Opakovani. Kazda kostra grafu ma |V| vrcholl a |V| - 1 hran.

0‘0‘0

Pozndmka. Pocet rGznych koster v Gplném grafu je n"2.




Minimalni kostra grafu

Minimalni kostra hranové ohodnoceného neorientovaného grafu G je takova kostra G,

evwvs

Poznamka. Minimalni kostra nemusi byt uréena jednoznacné. Uvazme napf. graf, pro
ktery plati Y{u,v} € E : w.(u,v) = 1.

Zajimavost. Motivaci pro FeSeni problému minimalni kostry byla elektrifikace jizni
Moravy (Otakar Bortvka, 1925). Popsano v ¢lancich:

® O jistém problému minimalnim
e Pfispévek k reSeni otazky ekonomické stavby elektrovodnych siti



PrimQv algoritmus

Princip
® budovani kostry zacina v libovolném vrcholu grafu

¢ v kazdém kroce algoritmu je do kostry pfidana minimalni hrana sousedici
s nékterym jiz v kostfe obsazenym vrcholem tak, aby nebyl utvofen cyklus




PrimUv algoritmus - poznamky

Zajimavost. Tento algoritmus nejprve popsal cesky matematik Vojtéch Jarnik (1930),

pozdé&ji (1957, 1959) byl znovuobjeven nezavisle na sobé Robertem Primem a
Edsgerem Dijkstrou.

Implementace

® potfeba udrZovat seznam hran, které sousedi s aktualné zpracovanymi vrcholy
kostry — rozdéleni vrcholl na dvé mnoziny

¢ vybér minimalni hrany - struktura podobna jako u Dijkstrova algoritmu



Primdv algoritmus - pseudokéd

1: function Prim(G = (V, E, w,), s) is
2 Yv eV :v.key oo
3 s.key < 0,s.p < NULL
4 Q«V
5: while |Q| # 0 do
6 u <t € Qs minimalnim key
7
8

Q— Q\{u}
for all {u,v} € E do
9: if veQAwe(u,v)<vkeythen
10: v.key — we(u, v)
11: v.p—u
12: fi
13: done
14: done

15: end



PrimUv algoritmus - volba datové struktury

Pozorovani. SloZitost Primova algoritmu je dana volbou datové struktury pro Q.

Seznam vrchol(
e odstranéni minima - O(|V|)
® snizeni klice - O(1)
e celkem O(|V?> + |E]) = O(|V?)

Binarni halda
¢ odstranéni minima - O(log | V)
* snizeni klice - O(log |V])
¢ celkem O(|V|log|V] + |E|log|V]) = O(|E|log |V])



KruskalQv algoritmus

Princip
e kazdy vrchol v grafu predstavuje jednu komponentu kostry
¢ v kazdém kroku jsou dvé komponenty spojeny minimalni hranou




Kruskal(v algoritmus - pozndmky

Myslenka. Sefadim hrany podle jejich ohodnoceni. V tomto porfadi je budu uvaZovat
pro zarazeni do kostry.

Pozorovani. Algoritmus musi udrZovat informaci o tom, v jaké komponenté se ktery
vrchol nachazi. Nelze totiZ vybrat do kostry hranu, ktera spojuje vrcholy v ramci stejné
komponenty.

Implemetace vyuZiva tfi pomocnych funkci:
® MakeSet(u) vytvofi jednoprvkovou mnoZinu obsahujici vrchol u
e FindSet(u) vrati identifikator mnozZiny obsahujici vrchol u
e Union(u, v) slou¢i mnoZiny obsahujici vrcholy u a v



Kruskal(v algoritmus - pseudokéd

1: function Kruskal(G = (V, E,w,)) is
2: mst <« 0

3 forallv e Vdo

4: MakeSet(v)

5: done

6 for all {u, v} € E od nejmensi podle w, do
7 if FindSet(u) # FindSet(v) then

8: mst <« mst U {{u, v}}

o: Union(u, v)

10: fi
11: done

12 Vrat' mst
13: end



Jednoducha struktura Union-Find

Myslenka. Kazda mnoZina bude reprezentovana spojovym seznamem.
® MakeSet(u) vytvofi jednoprvkovy spojovy seznam obsahujici vrchol u
¢ FindSet(u) vrati prvni prvek seznamu obsahuijici vrchol u
® Union(u, v) slouci dva seznamy obsahujici vrcholy u a v

Pozorovani. Operace FindSet ma linearni sloZitost, ale je v ramci Kruskalova algoritmu
volana nejcastéji.

VylepSeni. U kazdého prvku seznamu pfidame navic ukazatel na hlavu seznamu.
FindSet bude nyni konstantni, Union bude muset pfepisovat vSechny tyto ukazatele.



Optimalni verze Union-Find

Myslenka. Kazdou mnoZinu reprezentujeme jako strom. SloZitosti operaci budou
zavislé na jejich vysce.

¢ MakeSet(u) vytvofi jednoprvkovy strom s kofenem u

¢ FindSet(u) vrati kofen stromu obsahuijici vrchol u

® Union(u, v) slouci dva stromy obsahujici vrcholy u a v

VylepSeni sniZujici sloZitost operaci
¢ Union napojuje vzdy strom s nizsi vySkou pod kofen druhého
e FindSet navic sniZuje vysku prohledavaného stromu napojenim vrchol(i pfimo pod
kofen

SloZitost Kruskalova algoritmu pfi vyuZiti této struktury je urcena nutnosti sefazeni
hran podle jejich ohodnoceni, tedy O(|E|log |E|) = O([E|log | V).



Zajimavé odkazy

O jistém problému minimalnim: https:
//dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/500114/Boruvka_01-0000-6_1.pdf

PFispévek k otazce ekonomické stavby elektrovodnych siti : https:
//dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/500188/Boruvka_02-0000-1_1.pdf

Vizualizace algoritmu pro vypocet minimalini kostry: https://visualgo.net/en/mst

Vizualizace operaci nad strukturou Union-Find:
https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/DisjointSets.html


https://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/500114/Boruvka_01-0000-6_1.pdf
https://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/500114/Boruvka_01-0000-6_1.pdf
https://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/500188/Boruvka_02-0000-1_1.pdf
https://dml.cz/bitstream/handle/10338.dmlcz/500188/Boruvka_02-0000-1_1.pdf
https://visualgo.net/en/mst
https://www.cs.usfca.edu/~galles/visualization/DisjointSets.html

10. PFistupy k FeSeni problému I.



Hruba sila

Hruba sila (brute force) pfedstavuje pfimocary pfistup zaloZeny na definici problému.

Vlastnosti

vevs

instance problémi
e v pfipadé optimalizacnich uloh se jedna o zkouSeni vSech potencidlnich reSeni
e pro nékteré typu problému jedind mozZnost

Priklady
e Selection sort
® naivni nasobeni matic
¢ jednoduché hledani podretézce v textu



Rekurzivni algoritmy

Myslenka rekurzivnich algoritm0 spociva v znovupoufZiti algoritmu na problém mensi
velikosti. Specidlni (trividlni) pfipady FeSime primo.

def fact_recursive(n):
return n * fact_recursive(n - 1) if n > 0 else 1

def fact_iterative(n):
result = 1
foriinrange(1l,n+1):
result *=i

return result

Poznamka. Volani funkce je ve srovnani s iteraci cyklu draha operace. Vysoka uroven
rekurzivniho zanoreni navic miZe narazit na limity velikosti zadsobniku.



Hanoiské véze

Hanoiské véZe jsou hlavolam, v ramci kterého je potfeba pfemistit vSechny disky
z jednoho koliku na jiny za dodrZeni dalSich pravidel.

Poznamka. Existuje velmi jednoduché rekurzivni Feseni.

SloZitost Feseni problému Hanoiskych vézi je exponencialni vici poctu diskl (presné
2" — 1 operaci).



Rozdél a panuj

Rozdél a panuj (divide and conquer, D & C) je pfistup vychazejici z rekurzivnich
algoritm( zaloZeny na déleni problému na mensi, snadnéji zvladnutelné, podproblémy.

Princip
1. Rozdél problém na mensi podproblémy
® stejného typu
® neprekryvajici se
2. Rekurzivné vyres kazdy podproblém
3. Zkombinuj feseni podproblém( v FeSeni plvodniho problému

Priklady
® Mergesort
® Quicksort



Master theorem

Master theorem je ndstroj pro urcovani sloZitosti algoritm0 zaloZenych na pfistupu
rozdél a panuj. Pokud je velikost podproblém shodn4, Ize vyuzit nasledujiciho vztahu:

T(n) = aT(n/b) + O(n*)

T(n) - pocet krokl nutnych pro vyfeseni problému o velikosti n

a - pocet podproblémi

b - faktor urcujici velikost podproblém

n’ - rozdéleni na podproblémy | slouceni feSeni jednotlivych podproblémd

o(n?) pro d > log, a
T(n) = {O(nlog n) pro d = log,a
O(n'°8:) prod <log,a



Master theorem - Mergesort

SloZitost Mergesortu. Kazdé pole je rozdéleno na dveé casti o polovicni velikosti
(a = b = 2), slévani sefazenych podposloupnosti je linearni operace (d = 1). Plati
d = log,a — T(n) = O(n log n).

T(n) = 2T(n/2) + O(n) — T(n) = O(nlogn)



Nasobeni matic

Ukol. Popiste algoritmus pro nasobeni dvou matic (Z = XY) o rozmérech n x n.

Naivni ndsobeni matic pfedstavuje ucebnicovy zpusob Feseni se sloZitosti O(n3).

n
V(i j) € (L) X (1.n) : Z;j = in,kyk,j
k=1

Blokové nasobeni matic je pFistup, kdy kaZzdou z matic rozdélime na mensi a ndsobime

dle nasledujiciho schématu:
A B E F
wle o) =65

s —xy—(A B).(E E\_(AE+BG AF+BH
-**~\c p)'\¢ H)T\cE+DG cr+DH



Nasobeni matic

SloZitost blokového nasobeni matic je vSak zfejmé stale shodna s naivnim pfistupem,
tedy O(1°).

Poznamka. V redlném béhu je dekompozice na bloky vyrazné rychlejsi FeSeni diky
lepSimu vyuZiti vyrovnavaci paméti.

Rekurzivni algoritmus nasobeni matic

s —xy[A BY.(E F\_(AE+BG AF+BH
-“"~\c p)'\¢ H)T\cE+DG CcF+DH

e aplikujme stejny (D & C) pristup pro vypocet soucinl AE, BG, ...
e aplikaci MT ziskavame

T(n) = 8T(n/2) + O(n?) — T(n) = O(n°)



Strassen(v algoritmus

Myslenka. VyuZijeme rekurzivni algoritmus pro nasobeni matic, avSak pomoci
algebraickych transformaci sniZzime pocet nutnych nasobeni. Pocet s¢itani neni pfFilis
vyznamny.

Pi=A(F-H) Ps=(A+D)E+H)
P,=(A+BH  Pg=(B-D)G+H)
Ps=(C+DE P;=(A-C)E+F)

P, = D(G — F)
_ _ Ps+ Py — Py + Pg P+ P>
Z_XY_( P; + Py Py +Ps—P3—Py

SloZitost Strassenova algoritmu

T(n) = 7T(n/2) + O(m?) — T(n) = On'°&7) ~ On>"")



Hladové algoritmy

Hladovy algoritmus (greedy algorithm) v kazdém kroce vypoctu vybira aktudlné
nejlepSi moznost, pficemz spoléha, Ze tato posloupnost voleb vede ke globalné
nejlepSimu FesSeni.
Vlastnosti
® ne vidy Ize s Uspéchem pouZit - pouze nékteré problémy maji tuto strukturu
e Casoveé efektivni

Priklady
e KruskalGv a Prim(v algoritmus
e Dijkstr(iv algoritmus



Minimalni pocet minci

Problém. Vyplatte zadanou ¢astku pomoci minimalniho poctu minci.

PFiklad. Castka 79, hodnoty minci 1, 2, 5, 10,...
¢ hladovy pfistup - volim vZdy minci nejvysSi hodnoty mensi nez zbyvajici ¢astka
® 79=50+20+5+2+2

PFiklad. Castka 6, hodnoty minci 1, 3 a 4.
¢ hladovy pfistup-6=4+1+1
e optimalni feSeni-6=3+3

PFiklad. Céstka 14, hodnoty minci 3, 7 a 10.
e optimalni feSeni-14=7+7
¢ hladovy pfistup-14=10+?



Zajimavé odkazy

® Hanoiské véZe: https://www.mathsisfun.com/games/towerofhanoi.htmi


https://www.mathsisfun.com/games/towerofhanoi.html

11. Pfistupy k feSeni problému IL.



Sudoku

Ukol. Vyfe3te nasledujici zadani Sudoku.

5(3 7
6 1/9]5
9|8 6
8 6 3
4 8 3 1
7 2 6
6 2|8
4119 5
8 7/9

Zamysleni. Re3eni je pomérné snadné pro ¢lovéka, ale jak jej algoritmizovat?



Backtracking

Backtracking je rekurzivni pfistup, v ramci néhoZ hledam reSeni nasledujicim
zplGsobem:

1. Zkontroluji, zdali jsem nalezl FeSeni.
2. Pokud ne, zkusim pokracovat v hledani nékterou z moZnosti, kterou v danou chvili
mam a jesté jsem nevyzkousel.
3. Pokud Zadné moznosti nezbyvaiji, vracim se do posledniho mista, kde jsem mél
jesté na vybér.
Vlastnosti:
e garance nalezeni nejlepSiho/vSech FeSeni
¢ potencialné vysoka sloZitost
Znamé priklady:
e DFS
® minimalni pocet minci



Sudoku - jednoduché reSeni

. Pokud jsou obsazena vSechna pole, vracim TRUE.
2. Najdu prvni prazdné pole.

Pro vSechny pFipustné Cislice pro toto pole:

3.1 ZapiSu zvolenou dislici.

3.2 Cely algoritmus rekurzivné opakuji.

3.3 Pokud je vysledkem rekurzivniho volani TRUE, vracim jej, v opacném ptipadé zkousim
dalsi ¢islici.

4. VSechny moZnosti pro dané pole jsou nedspésné vycerpany, vracim FALSE.

Zamysleni. Uvedeny postup lze vylepsit, pokud budou volna pole vybirana v poradi
podle poctu moznych Cislic (od nejmensiho).



Branch and bound

Branch and bound je jednoduché vylepSeni backtrackingu pro optimalizacni problémy,
kdy si béhem vypoctu pamatuju aktualné nejlepsi nalezené feSeni (resp. jeho cenu).
¢ eliminuji cesty, které uZ nemohou vést k lepSimu reSeni (= jejich ohodnoceni je
vétsi nez ohodnoceni aktualné nejlepSiho nalezeného reSeni)

Vlastnosti:
¢ vede k omezeni vétveni — ,profezavani vétvi”
® nezarucCuje, Ze se vyhneme exponencidlni sloZitosti
® uZitecné, pokud brzy najdeme dobré reseni



Branch and bound - pfiklad

Ukazka. Po nalezeni feSeni s ohodnocenim 4 neprohleddvam dale neperspektivni
cesty.




Dynamické programovani

Dynamické programovani je metoda podobnad rozdéj a panuj pouZzitelna pro
optimalizacni ulohy.

Princip
1. Rozdél problém na mensi podproblémy.
® stejného typu
® musi se prekryvat (optimalni FeSeni problému v sobé zahrnuje optimalni feSeni
podproblému)

2. Vyres jednotlivé podproblémy v poradi od nejmensich.
3. Zkombinuj feseni podproblém( na FeSeni plvodniho problému.

Priklady
e Dijkstr(iv algoritmus
 Floyd-Warshalldv algoritmus



Minimalni pocet minci

Opakovani. Pro spravné zvolené hodnoty minci je hladovy pfistup optimalni.
V nékterych pripadech vSak nenalezne (nejlepsi) reseni.

Optimalni feSeni Ize nalézt pomoci dynamického programovani.
® oznac¢me C[j] minimalni pocet minci na zaplaceni ¢astky j
® pokud zname optimalni feSeni pro C[;] a poutzili jsme minci hodnoty /;, pak mame:

Cljl=1+Clj - hi

Priklad. Pokud je C[46] optimalni a pouZili jsme minci hodnoty 20, pak C[46] = 1+ C[26].



Minimalni pocet minci

Zobecnéni. M&jme k rliznych minci hodnot #;, kde 1 < i < k. Pak optimalni feSenfi pro
¢astku j je dano:

00 proj<0
C[j]1 =10 proj=0
1+ min {C[j - Iy]} proj>1

<i<

Priklad pro ¢astku 6 a hodnoty minci 1, 3 a 4.

Pl

® zjevné C[0] =0



Minimalni pocet minci

1+C[1-4] =00 1+C4-4]=1
C[1] = min 1+ C[1-3] = oo C[4] =min{1+C[4-3] =2
1+C[1-1]=1 1+Cl4-1]=2
1+C[2-4] = 1+C[5-4]=2
C[2] = min{1+C[2-3] = C[5] =min{1+C[5-3]=3
1+C2-1]=2 1+C[5-1]=2
1+ C[3-4] =0 1+C[6-4]=3
C[3]=min{1+C[3-3]=1 Cl6] =min{1+ C[6—-3] =2
1+C[3-1]=3 1+Cl6-1]=3




Optimalni poradi nasobeni matic

Problém. Chceme vyndsobit A; --- A,, s nejmensim poctem operaci.

Pozorovani
¢ nasobeni matic je asociativni, tj. A(BC) = (AB)C
¢ vhodnym uzavorkovanim Ize sniZit mnoZstvi nutnych operaci

Priklad s maticemi A10x30, B3oxs, Csx60-

(A10x30 * B3oxs) - Csx60 = X10x5 - Csx60
® 10-30-5+10-5-60 = 4500 operaci
® A10x30 - (B30xs - Csx60) = A10x30 * X30%60
30-5-60+10-30- 60 = 27000 operaci

Zaveér. SloZitost FeSeni pomoci pfistupu rozdél a panuj je O(3"), uzitim dynamického
programovani pak O@13).



Heuristiky

Pozorovani. Nékteré instance problémd mohou byt z hlediska sloZitosti exaktné velmi
téZko resitelné.
Myslenka

¢ suboptimalni FeSeni Ize nalézt casto vyrazné rychleji

e Casto neni potfeba urcit vSechna feSeni

e heuristika - forma odhadu jak vypadé/co obsahuje feseni (pf. v 95 % pripadi
plati...)

Priklad. Urcete nejkratSi vzdalenost mezi vrcholy s a t v grafu G.
® pro vypocet uvaZzujeme pouze hrany s ohodnocenim < k
® zfejmé nemusi vést k (nejlepSimu) reSeni



Redukce

Redukce je metoda pfevodu jednoho problému na jiny. VyuZiva se zejména v ramci
teoretického porovnavani sloZitosti algoritm.

Princip
1. Zadani problému A transformuji na zadani pro problém B.
2. VyfeSim zadani problému B.
3. Redeni problému B pFevedu zpétky na FeSeni plvodniho problému A.

Priklad. Nejkratsi vzdalenost v neohodnoceném grafu.
® |ze pFevést na nejkratSi vzdalenost v ohodnoceném grafu
® Y(u,v) € E:w.(u,v)=1
¢ nejkratsi cesta je v novém i plvodnim grafu stejnd



Zajimavé odkazy

e Resitel sudoku: https://www.sudoku-solutions.com/

e Backtracking a prichod bludiStém:
https://www.youtube.com/watch?v=h0aXgilL-lws


https://www.sudoku-solutions.com/
https://www.youtube.com/watch?v=h0aXgiL-lws

12. Tézké problémy.



Typy problémi

V ramci teoretické analyzy nejcastéji rozliSujeme dva typy problém:

Rozhodovaci problém
e ovéreni, zdali néco plati, nebo ne
® pr. Existuje v grafu G cesta mezi vrcholy s a t délky nejvySe 10?
e odpovéd: ANO x NE

Optimaliza¢ni problém
e cilem je nalezeni nejlepSiho feSeni z mnoZziny pfipustnych rfeSeni
e pf. Jaka je nejkratsi cesta v grafu G mezi vrcholy s a ¢?
¢ odpovéd: konkrétni nejkratSi cesta x cesta neexistuje

Poznamka. Pokud existuje polynomialni algoritmus pro rozhodovaci problém, existuje
i pro jeho optimalizacni variantu (a naopak).



Problém obchodniho cestujiciho (TSP)

Problém. Naleznéte nejkratSi cestu, ktera prochazi vSemi zadanymi mésty a zacina a
konci ve stejném méste.

Alternativni definice. Naleznéte v hranové ohodnoceném grafu Hamiltonovskou
kruZnici (= obsahujici vSechny vrcholy) minimalni délky.




TSP - moznosti reseni

Hruba sila. Vygeneruji a ovéfim délky vSsech moZnych cest.
e sloZitost pristupu O(n!)
® v praxi nepouZitelné

Dynamické programovani
® vyrazné netrividlni
® sloZitost O(n?2")

Aktualni stav reSeni TSP.
® nevime, zdali existuje algoritmus se slozitosti nizsi nez O(2")

® v roce 2006 se podafrilo najit FeSeni pro instanci problému o velikosti 85900 mést
— 136 CPU let vypoctd



xkcd.com/399
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Tridy problémi

Pozorovani. Velka ¢ast dosud prezentovanych problému byla bez vétSich problém(
prakticky feSitelnd. Opakem je nap¥iklad TSP.

V ramci teorie pak mGZeme premyslet, zdali Ize problémy délit do kategorii podle
sloZitosti jejich FeSeni.
Nejcastéji rozliSujeme dvé tfidy problému:
P tfida problém resitelnych v polynomidlnim case
NP tfida problémd, pro které Ize ovérit feSeni v polynomialnim case

Poznamka. V ramci zafazovani problém( do téchto tfid vzdy uvazujeme jejich
rozhodovaci varianty.

Priklad. TSP je ve tfidé NP, nejkratSi vzdalenost v grafu je v P i v NP.



Pvs. NP

Zamysleni. Zjevné plati, Ze kazdy problém ve tfidé P patfii do tfidy NP, tedy P C NP.

Otazka. Plati to ale i naopak (NP C P)? Pokud ano, pak P = NP.

) vs.

Pvs. NP
e otevreny problém, jeden z nejvétSich v matematice a informatice
e jeden ze sedmi problém0 milénia (Millennium Prize Problem — odména 1 milion
dolard)



NP

If P = NP, then the world would be a profoundly different place than we usually
assume it to be. There would be no special value in ‘creative leaps,’ no funda-
mental gap between solving a problem and recognizing the solution once it’s
found. Everyone who could appreciate a symphony would be Mozart; every-
one who could follow a step-by-step argument would be Gauss...

Scott Aaronson, MIT



NP-Uplné problémy

Pozorovani. I v ramci tfidy NP jsou problémy, které jsou rGzné tézké.

vvwvs

e kazdy problém v NP Ize pfevést na NP-Uplny problém v polynomidlnim case
(existuje polynomidlni redukce)

¢ rozhodovaci varianta TSP je NP-Uplny problém

® pro zadny NP-Uplny problém neni znam polynomialni algoritmus

MozZnosti reseni P vs. NP

1. Ukazat, Ze pro néktery NP-Uplny problém nelze zkonstruovat polynomialni
algoritmus. Pak P # NP.

2. Nalézt polynomialni algoritmus pro libovolny NP-Uplny problém. Pak P = NP.



Problémy v NP - priklady

Zamysleni. Pfedpokladejme P # NP. Existuji problémy, které jsou v NP, ale nejsou
NP-Uplné?

Pravdépodobné nasleduijici:
® prvociselny rozklad
e izomorfismus grafti




Prvociselny rozklad

Ukol. RozloZte nasleduijici &islo na prvodisla:

135066410865995223349603216278805969938881475605
667027524485143851526510604859533833940287150571
909441798207282164471551373680419703964191743046
496589274256239341020864383202110372958725762358
509643110564073501508187510676594629205563685529
475213500852879416377328533906109750544334999811
150056977236890927563

e ekvivalentni rozlusténi RSA-1024
e odména 100 000 dolart
e soutéz skoncila v roce 2007



Travelling salesman (2012)

-
Travelling Salesman

Drama ! Mysteriézni [ Thriller | Sci-Fi
USA, 2012, 80 min

Hraji: Steve West

Obsah

Ctvefice genialnich matematik(i objevi v pribghu Gsp&sného vyzkumu problému P versus NP algoritmus rapidné zrychlujici
vypocetni operace. Jejich objev miZe mit obrovské disledky. Jak pozitivni, v podob& mohutné akcelerace biologického a
medicinského vyvoje, tak negativni, nebot novy algoritmus mj. umoZfiuje pfekonat moderni Sifrovani béhem nékolika vtefin.
Poté, co vidda Spojenych statl nabidne kaZdému z nich 10 milion dolard za exkluzivni piistup k jejich &asti algoritmu, musf se
ctvefice vyporadat s moralnimi i praktickymi problémy, které jejich rozhodnuti pfinasi. (Slaboproud)



Vybrané priklady NP-Uplnych problému I

Problém splnitelnosti vyrokovych formuli
e formule vyrokové logiky s proménnymi A4, ..., A,
¢ Existuje pfifazeni proménnych takové, Ze se zadana formule vyhodnoti na TRUE?
e Priklad: (=A71 V A) A A3 A =A; je splnitelnd napf. pro A, =0, A, =0, A3 =1,

Klika
e Existuje v grafu klika (= podgraf, ktery je plnym grafem) o k vrcholech?

Ki Ka Ks

X



Vybrané priklady NP-Uplnych problému II

Problém dvou loupeZniki
® Lze rozdélit multimnoZinu nezapornych cisel na dvé tak, ze v obou bude soucet
obsaZenych cisel stejny?
Izomorfismus podgrafu
® Je graf H izomorfni néjakému podgrafu grafu G?

Problém batohu
e méjme batoh o nosnosti W a n predmét(, kazdy o hmotnosti w; a hodnoté v;
® |ze do batohu umistit predméty o celkové hodnoté alespon V?

Soucet podmnoziny

® Lze najit podmnoZinu zadané mnozZiny celych ¢isel takovou, Ze soucet jejich prvki
je nula?



xkcd.com/287
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General solutions get you a 50% tip.



P vs. NP - poznamky

Mozné vysledky
® P = NP, ale nejlepsi algoritmus pro TSP se sloZitosti Q')
® P # NP, ale algoritmus pro TSP se sloZitosti O(2000--01m)

MozZnosti FeSeni
1. pFijmout exponencialni algoritmus
2. omezit se na specialni pfipady (pf. izomorfismus stromd je v P)
3. pfijmout suboptimdlni FeSeni (uZitim hladovych algoritmda, heuristik)



Zajimavé odkazy

e Netypicka varianta TSP: https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/pubs/index.html

e Prehled dlkaz(i P vs. NP:
https://www.win.tue.nl/~wscor/woeginger/P-versus-NP.htm

e Redukce mezi NP-Uplnymi problémy:
https://cgi.di.uoa.gr/~sgk/teaching/grad/handouts/karp.pdf


https://www.math.uwaterloo.ca/tsp/pubs/index.html
https://www.win.tue.nl/~wscor/woeginger/P-versus-NP.htm
https://cgi.di.uoa.gr/~sgk/teaching/grad/handouts/karp.pdf
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