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1 Drudeho model volnych elektronu

1.1 Mathiessenovo pravidlo

Méjme kovovy materidl, kde elektrony se mohou rozptylovat na pfimésech s teplotné nezdvislou relaxa¢ni dobou 7,
a také na tepelnych kmitech m#ize s relaxaéni dobou 7 (7T'). Piedpoklddejme, ze oba druhy rozptylu jsou vzdjemné
nezavislé. Jaka bude celkova relaxaéni doba, teplotni zavislost mérného elektrického odporu a mérné vodivosti?

Reseni Pravdépodobnosti rozptylu jsou nezavislé, tudiz je pravdépodobnost rozptylu za jednotku ¢asu rovna
souctu poravdépodobnosti. Pravdépodobnost za cas dt je
dt dt dt

Odtud o = 2<x

me [ 1 1
p=pi+p(T) = ( + )

ne? T_p 7:(T)

1.2 Frekvencni zavislost vodivosti volnych elektroni v kovu v Drudeho modelu

V Drudeho modelu je pohyb elektronu popsan rovnici

dv +2= I = l@? [—eBe ']

at T m m

Najdeéte frekvenéni zavislost vodivosti.

ResSeni
j=-nev=ock,
v(t) = voe ¥,
er 1
vo(w) = ————F,
m 1 —iwTt
(1) (s . OowT

= — FE = =
() nevo/ 1—iwr 14+ w?r? + g + w272’

2
kde oo = Ne’r

m

Alternativné: Redenf je podobné Lorentzovu modelu, s tim, ze wy = 0.
Ne? 1 Ne? 1 w? 1
fw=1l-——m——Fr=1- G S Ep = LB U )
eom w? + iw/T eom w(i+ wt) w(i+ wt) cow 1+ wr
(W) =1 BT wpT/w g o0 T 00 1
1+ w272 1+ w272 € 1 +w?m?2 w1+ w272

kde o¢ = ij’ = 60&.)123’7' je staticka vodivost v Drudeho modelu. Pro komplexni vodivost dostaneme

ago (o) . OowT
— = i .
1—iwr 1+ w?r? 1+ w272

o(w) = —iwep(e(w) — 1) =

0y=0.0, y=0.1, wp=1.0 y=0.0, y=0.1, wp=1.0
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Poznamky: €1 (wr) =0, wy, = \/w% — 1/72 R wp. 0(0) = 0¢. 01(1/7) = 02(1/7) = 00/2.



1.3 Opticka odezva zlata v IR a VIS
Opticka odezva zlata v IR a VIS oblasti se da popsat Drudeho formuli

B}

&(B) = oo = E(E +1I)

[GV] ’

kde eoo = 3, E% = 57.2 eV? a T = 0.0602 eV. Spoctéte redlnou édst vodivosti, index lomu a hloubku priniku pro

energie fotonu fw = 0.001, 0.01, 0.1, 1, 2 a 3eV.
~ 2,2 2
Reseni Ep = 7.56¢V, €(w) = €0 — 17552 + iff;/;-

o1(w) = 1+Z—02r2’ wr = hw/T, 09 = whTeg a tedy g = €gE% /Al = 12.786 - 105 Q" 1m~1.

_ V 6%+6%+61 o V 6%"_6% — €1 o Avac
N=¢{\/Y‘+—>=—— K= , d= .
2 2 4K

hiw (V) | A (pm) €1 €2 | o1 (10°Q7tm~1) N K | d (pm) R
0.001 | 1239.8 | -15776 | 949904 12.78 683 | 694 0.142 | 0.997
0.01 | 123.98 | -15356 | 92465 12.44 198 | 233 0.042 | 0.992

0.1 | 12.398 | -4195 2527 3.401 18 67 | 0.0146 | 0.985

1.0 | 1.2398 -54 3.4 0.046 | 0.23 | 7.4 | 0.0134 | 0.983

2.0 | 0.6199 -11.3 0.43 0.0116 | 0.064 | 3.36 | 0.0147 | 0.979

3.0 | 04133 -3.35 0.127 0.0051 | 0.035 | 1.83 | 0.0179 | 0.968




2  Sommerfeldiiv model volnych elektronti

2.1 Betheho—Sommerfeldav rozvoj

Ukazte, ze integral fooo H(E)frp(F)dE je mozné aproximovat rozvojem

kT \°
360 1

| @ seo(E) e = [ HE) 4B+ T 0aTH ) + o (kaT) ) + 0

Pomucka:

/Oodzzr :c :ﬂ-—2
0 e*+1 12

Reseni Mime nalézt rozvoj integralu
> 1
I:/ H(E)frp(E)dE , frp(E)=—5= .
0 eFsT +1
Prvnim krokem bude tprava s vyuzitim skokové funkce fo(F) = 6(u — E), kterd nabyva hodnoty 1 pro E < p a
0 pro E > pu:

1= [ @ass [ HE) eoE) - foE)] b

Prvnf integral lze obvykle snadno spocitat, v druhém se vyskytuje funkce frp(E) — fo(E), kterd mé vyjadreni

frp(E) = fo(E) = ——— sgn(E — 1)
eksT 41

a nésledujici pfiznivé vlastnosti: je nezanedbatelnd jen v malém okoli chemického potencidlu p (nékolik kgT') a
je lichd vaéi p. Rozvinme funkci H(FE) v okoli E = u do Taylorovy fady
— 1 d"H
H(E) = —
(E) Z n! dE™

n=0

(B —pw)" .

Je-li funkce H(E) dostateéné hladkd v okoli E = u, budou koeficienty v této fadé rychle klesat s n a postaci
tak vzit jen nékolik prvnich ¢lent. Po dosazeni a prodlouzeni integraéniho oboru na (—oo, +00), které zpusobi
zanedbatelnou chybu (kT < ), dostaneme

o0

s 1 d"H
I = H(E)dE —
/0 (E) +7;Jn! dE™

Cleny se sudym n vypadnou, protoze integrujeme lichou funkci frp(E) — fo(E) se sudou funkei (E — p)™ na
symetrickém intervalu. Ve zbyvajicich ¢lenech zavedeme substituci

/ S B = )" frn(B) - fo(E)] dE

I — 00

E—pu
kT

Tr =

a vyuzijeme sudosti integrandu
1 A2+ 22041

" [ee)
I:/ H(E)dE+Z(2j+1), YIS dz .
0 =0 :

(kBT)2j+2 2/
u o €e*+1

Omezime-li se pouze na prvni dva opravné ¢leny, mame

N < =z 1 [ 23
I = H(E)dE + (kgT)?H' (1) 2 d kpT)*H" —/ d
| @ a2 [ e Ty ) 3 [ S de

: 7T2 27ry/ 77T4 4 i
= | HE)AE + S (b T)*H' () + 55 (kT H" (1)



2.2 Tepelna kapacita v Sommerfeldové modelu za nizkych teplot
Experimentalné zjisténa tepelna kapacita kovu pro nizké teploty spliuje vztah

C,
Vmol

=~T.

Vypoctéte koeficient v nésledujicich kovu a srovnejte s tabulkovou hodnotou.

a [A] | v [mJ/mol.K]
Cu | 3,61 0,695
Ag | 4,09 0,646
Au | 4,08 0,729

Ptedpoklddejte jeden vodivostni elektron na atom. Vsechny tyto kovy maji strukturu kubickou plosné centrovanou

(fec). Pomiicka: (75)>/ E2mN — 3,848 x 10 Jmol 'K ~'m~2.

2.3 Tepelna vodivost elektronového plynu
Tok tepelné energie v materidlu, kde pfedpokldadame tepelny gradient ve sméru osy z, je dan vztahem

1 du
i = <l{v)—,
JET 3 < >dz
kde [ je stfedni volnd dréha, (v) stfedni driftovd rychlost a u je hustota vnitini energie. Gradient g—z muzeme

napsat ve tvaru
du  dudT dT
T = Tm T v
dz dT dz dz
kde cy je tepelna kapacita elektronového plynu. Dosad'te do predchozich vztahi vztahy ziskané pro elektronovy
plyn a odvodte Wiedemanniiv-Franziv zakon

RN A q L

Vysledek porovnejte s tabulkovymi hodnotami pro realné kovy.

kov | L (1073WQ.deg™?) || kov | L (10-3W€Q.deg—?)
pFi 0°C | pri 100°C pii 0°C | pri 100°C
Ag 2.31 2.37 Pb 2.47 2.56
Au 2.35 2.40 Pt 2.51 2.60
Cd 2.42 2.43 Sn 2.52 2.49
Cu 2.23 2.33 W% 3.04 3.20
Mo 2.61 2.79 Zn 2.31 2.33
Reseni cy = ”7271/{3% = %znk%ElF = WQﬁiBQT, kde Ep = 1/2mv.
F
1 w2 nk3T m2nk3iTT
A= _-Cpol=——E =B "
3 v 3 mv% vr(veT) 3m
I i _ w2nk3TT/3m __ 2k,
oT ne2r/m 3e2



3 Elektron v periodickém potencialu

3.1 Dukaz Blochova teorému

Podle Ascroft, Mermin: Solid state physics

3.2 Jednorozmeérny kosinovy potencial

Metodou rozvoje do rovinnych vin najdéte vlastni energie elektronu v jednodimenzionalnim potencidlu s periodou
a zadaném funkci

U(z) = — Vi cos (%%) .

Z vlastnich energii pro dostateény pocet Blochovych vektoru v 1. Brillouinové zéné sestavte pasové schéma. Pti
numerickém feseni pouzijte nasledujici hodnoty parametri: ¢ = 0.4 nm. Srovnejte vysledky pro Vo = 1eV a
Vo = 4 eV s disperznimi relacemi volnych elektron.

Reseni Metoda rozvoje do rovinnych vin (PWE)

Uvazujme o feSeni Schrodingerovy rovnice s periodickym potencidlem U(x)
52
5 U@ v = Bute). )
m
Blochuv teorém nam umoziiuje hledat toto feseni ve tvaru Blochovy viny

P () = e Tupg(z) | (2)

kde unk(x) je funkce periodickd shodné s potencidlem. Rozvinme potencidl a periodickou ¢dst Blochovy viny do
Fourierovy fady na mftizce

Uz) = Uge®" = —Vp/2e D" =V /2607 | Uy =U_1 =-Vp/2, () =" Wge . (3)
G G
Sumace probihaji ptes vektory reciproké miizky. Dosazeni téchto vyjadieni do Schrodingerovy rovnice vede na

h? o
> o (k= G+ Ua—c¥a — Eplc| =97 =0, (4)
G

2m
G/
Pfitom bylo uzito upravy dvojité sumy

Z Vg, elb-Gre Z Ug, €627 — Z oi(k—G)z Z Ucrc Uer . (5)
Gy G G [

Protoze rovinné viny tvoii ortogondlni systém, je nutné, aby ¢len v hranaté zavorce piedposledni rovnice byl
nulovy

52
—(k—G)*U EU,,\I//:E\IJ. 6
Qm( )G"’GlGGG Ve (6)
Oznacime-li )
h
Agar (k) = %(kﬁ - G)bae +Ua—c , (7)

muzeme zapsat soustavu rovnic pro Fourierovy koeficienty periodické slozky Blochovy viny jako vlastni problém
pro matici A(k)
Y Age (k)Ve = Ep¥c . (8)
G/

Tridiagonaln{ matice pro dany problém kosinového potencidlu. Diagonalizaci matice A(k) je mozné nalézt vlastni
energie a vlnové funkce pro dany Blochuv vektor.
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Poznamky: vysvétlit vlastni stavy komutujicich operatort — ne kazdy vlastni stav jednoho je i vlastnim stavem
druhého. Témér volné elektrony pro kosinovy potencidl.

3.3 Fermiho plochy v prazdné ctvercové a kubické miizce

Najdéte Fermiho plochy ve ¢tvercové miizi pro volné elektrony. Podobné také v kubické prosté, plosné cetrované
a prostorové centrované pro 1, 2, 3 elektrony na primitivni bunku.

Porovnejte s Fermiho plochami kovi: http://www.phys.ufl.edu/fermisurface/periodic_table.html
Reseni Ctvercové mifzka, 1 az 4 elektrony na elementarni bunku



Prosta kubickd mtizka, 1 a 2 elektrony na primitivni buiku




Prostorové centrovand kubickd miizka (bcc), 1 a 2 elektrony na primitivni bunku

Plosné centrovand kubickd miizka (fcc), 1 a 2 elektrony na primitivni bunku

3.4 Jednorozmeérny potencial
Metodou rozvoje do rovinnych vin najdéte vlastni energie elektronu v jednodimenzionalnim potencialu s periodou

a zadaném funkeci
> x —na)?
U(z)=-W E exp {—(72)} ,

g
n=-—oo

jehoz Fourierovy slozky jsou

22 2
ng—voﬁiexp(—” ) . ="
a

4 a

Z vlastnich energii pro dostateény pocet Blochovych vektora v 1. Brillouinové zéné sestavte pasové schéma. Pii
numerickém Feseni pouzijte nasledujici hodnoty parametri: ¢ = 0.5nm, o = 0.1a. Srovnejte vysledky pro Vy = 2eV
a Vo = 10eV s disperznimi relacemi volnych elektronu.
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Pozn.: Pfi srovnavani je vihodné pouzit energii vztazenou na stfedni hodnotu potencidlu, tj. £ — Ug—o¢.

Reseni A. Metoda rozvoje do rovinnych vin (PWE)

Metoda rozvoje do rovinnych vln slouzi mj. k feSeni Schrodingerovy rovnice pro vlnovou funkci elektronu v pe-
riodickém potencialu. Spociva v prevedeni problému popsaného parcidlni diferencidlni rovnici na problém linedrni
algebry, konkrétné nalezeni vlastnich ¢isel a vlastnich vektori matice. Je vhodnd pro potencidly s pozvolnym
prubéhem, v p¥ipadé rychlych zmén potencidlu na malych oblastech Spatné konverguje.

Uvazujme o feSeni Schrodingerovy rovnice s periodickym potencidlem U (r)

72
5 U 0tr) = Bur) 0
Blochuv teorém nadm umoziiuje hledat toto feseni ve tvaru Blochovy viny

Yk (1) = * unp(r) | (10)

kde ung(r) je funkce periodickd shodné s potencidlem. Rozvinme potencidl a periodickou ¢dst Blochovy viny do
Fourierovy fady na mfizce

Ur) =) Uge®™, (r)=c*"y Wge G, (11)
G G
Sumace probihaji ptes vektory reciproké miizky. Dosazeni téchto vyjadieni do Schrodingerovy rovnice vede na
n’ (k-G)
2 i(k—G)r _
Y. |5 k=G +) Us-cVe — Exlc| ¢ =0. (12)
G %
Pfitom bylo uzito vzorce V2e!*=G)" = _(k — G)2e(F~G)" 3 tpravy dvojité sumy
Z \IJGI ei(k—G1)'7‘ Z UG2 eiGg-r — Z ei(k—G)-'r Z UG’—G \IJG’ . (13)
Gy G- G G

Protoze rovinné vlny tvofi ortogondlni systém, je nutné, aby ¢len v hranaté zavorce pfedposledni rovnice byl

nulovy
52

— (k- G)*T Uo_c¥q = Ex¥e . 14

2m( ) G+§ feZe) Je’ Ve (14)
Oznacime-li 5
h

Age (k) = 5—(k — G)ce +Ua (15)

muzeme zapsat soustavu rovnic pro Fourierovy koeficienty periodické slozky Blochovy viny jako vlastni problém
pro matici A(k)
> Ace(k)¥e = Ex¥a . (16)
G/

Diagonalizaci matice A(k) je mozné nalézt vlastni energie a vlnové funkce pro dany Blochuv vektor.

B. Poruchovy pristup v pripadé slabého periodického potencidlu — metoda témér volnych elek-
tronia (NFE)

10



B1. Intuitivni postup bez korektni poruchové teorie
Reseni Schrodingerovy rovnice pfi nulovém potencidlu U (r) je zndmé. Vlnové funkce v takovém piipadé jsou
rovinné vlny s kvadratickou disperzni relaci
h’K?

Vi (r) =7 Bg = om

(17)

Najdeme pfiblizné vlnové funkce a vlastni energie v situaci, kdy zapneme periodicky potencial. Pt¥itom budeme
predpokladat, ze pfidany potencial je malou poruchou a vlnové funkce a vlastni energie se jen velmi mirné 1is{ od
piipadu s U(r) = 0. Pfidany potencidl je realnd funkce, jeho Fourierovy koeficienty proto spliuji

U_¢=Ugs. (18)
Navic budeme pozadovat, aby pfidany potencidl mél nulovou stfedni hodnotou, tj.
Ug=0=0. (19)

Nenulova stfedni hodnota potencidlu pouze posune vSechny energie, coz neni v nasem piipadé zajimavy efekt.

Nejprve zapiseme neporusenou vlnovou funkci ve tvaru Fourierovy fady (11). Protoze Blochuv vektor vybirdme
z prvni Brillouinovy z6ny a vinovy vektor K takto omezen neni, musime najit vhodny vektor reciproké miize Gy,
aby k = K + G padl do 1. Brillouinovy z6ny. Potom plati

h2

(0) _ oikr—iGo-r e
PP (r) =e"Te 5

W —6ea,,  EY =—(k—Gyp)*. (20)

Vezméme pro jednoduchost vektor K piimo z prvni Brillouinovy zény, takze Gy = 0 a

h2k2

2m

9 =660, BV = (21)

cvvs

ptipadech je postup analogicky nésledujicimu. Podle pfedpokladu o slabém potencidlu budou ziejmé koeﬁc1enty
Uao malé a Wg—g bude blizky jednicce. Zohlednime-li tyto pfedpoklady v rovnicich (14) s G # 0, dostavame

h2 ) 21.2
—(k— G)*¥ U_g~ Ua . 22
5 Ve +U_q — Vg (22)

Ptitom jsme zanedbali vSechny ¢leny v sumé kromé U_gWg ~ U_g a rovnéz opravu v energii. Pro Fourierovy
koeficienty periodické ¢asti vinové funkce s G # 0 tedy méame

U_c
\IJG#O N =3 D) . (23)
g K7 = (k — G)?]
Z rovnice (14) pro G = 0 pak ziskdme opravu energie
h2k2 Ug/U o B2 k2
Z 62— (k2] 2m+(Ek—E2), (24)
G'#0 2m ( o ) }
ktera ¢ini Ual?
G
~ Y 25)
7 2 _ (
G+#0 2m k G) ]

Vzorce (23) a (25) jsou pro dostateéné slaby potencidl v souladu se vzorci, které budou pozdéji odvozeny v prvnim
(pro ¥¢g) resp. druhém tadu (pro Ey) poruchové teorie. PotiZze nastanou, pokud pro néktery vektor G (ptipadné
vice vektorti) je (k — G)? ~ k. Pak je jmenovatel v (23) blizky nule a piedpoklad o malé velikosti g nenf
splnén. Je to proto, ze vychozi energie pocatecnich stavii s K = k a K' = k — G jsou téméf stejné. Tyto téméf
degenerované stavy pak budou ve vlnové funkci dominovat (odpovidajici Fourierovy koeficienty ¥ budou velké
ve srovnén{ s ostatnimi).

Piedpoklddejme, ze mame dva témér degenerované stavy (k* ~ (k— G)?), coz nastane pobliz hranice Brilloui-
novy z6ny (pokud tam neni degenerace jesté vyssi), a vlnové funkce je tedy

P(1r) = Woel®” + Uge®Te G 4 malé cleny pro ostatni G . (26)

11



Z rovnic (14) pak pii zanedbdni malych ¢lent dostaneme pfibliznou soustavu dvou rovnic pro dominantn{
koeficienty (pfipomenme, ze Ug—o = 0)

h2
o kE*Vo + Ug¥q = Ex o (27)
h2
%(k —~ G Vg +U_g¥ = ExVg . (28)

V maticovém tvaru

(lzi_:f_Ek g—f(k—G)?—Ekﬂioc;)—(g)- (20)

Podminkou Fesitelnosti této homogenni soustavy je nulovy determinant matice soustavy, coz vede na rovnici

(ﬁ2k2 )(ﬁ(k G~ B) = lUal*. (30)

2m m

° G L

hranice 1. BZ

o | T B :
ok

[ J [ J
Zavedme novy vektor dk tak, aby k = %G + §k. Potom ptedchozi rovnice piejde na
h? ? h? ?
ok + G — Ey 5k——G — Ey| =|Ugl?, (31)
2m 2m
odkud lze snadno ziskat zdvislost Er na 0k
h? 1 h? 2
Ep=— (0 + -G? | +1/|Ug|? + 50k G . (32)
2m 4

Na hranici prvni Brillouinovy zény je vektor dk kolmy k vektoru %G (plyne ze zpusobu konstrukce Wignerovy—
Seitzovy primitivni bunky k reciproké miizi) a vyraz se zjednodusi na

2
B = (6k2+ G2>i|UG|. (33)

2m

Na hranici prvni Brillouinovy zény tedy lze pozorovat rozstépeni energiovych pasu o velikosti priblizné
2|Ucg - (34)

Urceme jesté gradient Vi Ej pobliz hranice prvni Brillouinovy zény
2 (2"1—,”)2 Gok-G

h
ViEr = VarEr = — 0k &
\/|UG|2 (ﬁ2 Sk - G)

12
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coz se pfimo na hranici prvni Brillouinovy zény redukuje na

h? 1

Gradient Ej je v nasem pfiblizeni rovnobézny s hranici prvni Brillouinovy zény a ekvienergiova plocha je tedy
na tuto hranici kolma. Tento zavér je ve shodé s pasovymi schématy ukdzanymi v tomto piikladu a v piikladu
s Kronigovym—Penneyovym modelem, i kdyz se jedna o pfesnd feSeni.

B2. R4dné poruchovi teorie

Daéle se budeme vénovat obvyklé poruchové teorii probirané v tvodnich partiich kvantové mechaniky aplikované na
systém rovnic (14). Nyni budeme pozadovat pouze redlnost potencidlu U(r), stfedni hodnota jiz nemusi byt nulova. Rovnéz
se neomezime na piipad s K z prvni Brillouinovy zdény.

Misto potencidlu U(r) pouzijeme ve Schrédingerové rovnici potencidl AU(r) Skdlovany parametrem A, ktery nechdme
spojité meénit od A = 0 do A = 1. To odpovidd postupnému zapindni periodického potencidlu. V systému (14) tedy
provedeme zaménu Ug — AUg. Poruchové teorie predpokladd, Zze s postupnym zapindnim interakce se g a Er méni
pozvolna a lze je vyjadiit ve tvaru mocninné fady v parametru A

Ue =0 + 208 42200 4+ By =EY 4 AEV + NEP + .. (37)
Dosazenim téchto fad do systému (14)

n’ 2 [ 3,(0) ) (0) m
(k=G (U 20 )+ 3 Moo (8 + 200+ ) =
G/

= (B + 280 +..) (0@ + 20+ 39)

a porovnanim koeficientu u jednotlivych mocnin A dostaneme postupné opravy k vlnové funkci a disperzni relaci (dosazu-
jeme A =1 v fadach (37)), které by mély klesat s fddem opravy. Porovndnim koeficientu ziskdme postupné

hZ
T @
hZ
Vi P+ Y ve ol - B0 1 B (a0
Gl
hZ
A k=G93 +3 U o) = EVvE + BV + EP v (41)
Gl
; h? 20,(7) G-1) _ T ) gy G-
R RS WA TR S (@
G’ n=0

Uvazujme nejprve o nedegenerovaném piipadu, kdy lze za vychozi neporuseny stav vzit (20). Rovnice (39) je pak ziejmé
splnéna pro v8echna G. V nultém faddu poruchové teorie je tedy
hZ

%(k —Go)’. (43)

v =dc.a,, BY =

Na novy stav vypocteny v ramci poruchové teorie 1ze klast rizné podminky. Je mozné napi. pozadovat, aby byl normovany,
tji. Yo |Tg|? = 1. Vyhodnéjsf ovsem je (a pii odvozovani vzorcli poruchové teorie se to obvykle déld) pozadovat

Y edwe=1, (44)
G

coz v Diracové symbolice odpovida (4(?]¢)) = 1 misto (¥|¢) = 1. Po dosazeni mocninné fady za ¥ zjistime, ze

Sde, (Va4 ) =100+ = v =0, (45)
G

Tohoto s vyhodou vyuzijeme v rovnicich (40)—(42).
Z rovnic (40) pro G # Go, kdy se neuplatn{ posledn{ ¢len ziskdme

Ugy-c
o) = 0 . 46
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Podobné z rovnice (40) pro G = Gy dostaneme

n? 2,4,(1) O g . g . g
%(k = Go) Vg, +Uo=E, Vg, + By tj. E,’ =Uo. (47)

Nyni médme opravu vlnové funkce a energie v prvnim fddu poruchové teorie. Obecné lze pomoci rovnic (39)—(42)
vyjédfit opravy faddu j pomoci oprav fadu j — 1, vzorce se vSak pomérné rychle komplikuji. Vypocteme jesté opravu
energie v druhém faddu. Vezmeme rovnici (41) pro G = Go a po vylouceni viech nulovych ¢lent obsahujicich \I/gjo) ji
upravime na tvar

2
Z UG'*GO‘II((;') = El(c) )
G'#Go

o . 1 . . 4 wx
z néhoz po dosazeni za \I/é;) dostaneme vyraz pro opravu energie druhého radu

Uc—c,|°
5@ _ | 0 .
* G;;O 22 (k- Go)? — (k- G)?]

Jak jiz bylo zminéno, odpovidaji prdvé odvozené vysledky vzorcim (23) a (25) odvozenym difve nepiili§ korektnim
zpusobem.

Vyrazné obtiznéjsi je poruchovy postup v degenerovaném piipadé. Zde se omezime jen na prvni fad poruchové teorie.
Navic se budeme zajimat jen o situaci, kdy jsou vychozi neporusené stavy zcela degenerované (v predchozi ¢ésti byly témér
degenerované). Pohybujeme se tedy s k pfesné na hranici prvni Brillouinovy zdny.

Méme n degenerovanych stavii s K; = k — G; a shodnou hodnotou (k — G;)?. Za vychozi stav pak musime vzit
obecnou linedrni kombinaci

n

WO = wg et e s wg =) WGe, -
i=1 j=1

Ta samoziejmé splituje rovnici (39). Dosazeni do rovnic (40) vede na vlastni problém s matici Ug,, -,

n
> Ug,-c,¥8 = E,glhpgj_ j=1...n.

m=1

Vlastni ¢éisla této matice uddvaji opravy v energii prvniho fddu, vlastni vektory pak obsahuji koeficienty linedrnich kombi-
naci, pro které se tyto opravy realizuji. Degenerovana hladina se vlivem periodického potencidlu rozstépi.

Jako piiklad vezméme piipad, kdy jsou degenerované stavy s K = k a K = k — G (diskutovany v predchozi ¢asti), tj.
plati k? = (k — G)? (tentokrat pfesné). Potom feifme vlastni problém

Uo Uc\ (¥ _ P vy
U.e Uo)\w® ) 7% \o@ )"

EWY = Uo +|Uc| .

Prvn{ ¢len dédvd posunuti energif o stiedni hodnotu potencidlu (nezajimavé), druhy ¢len rozstépeni hladin o velikosti 2|Ug/|
ve shodé s predchozi ¢asti.

Opravy k energii jsou tedy

C. Aplikace na 1D potencial

Vezmeme jako specidlni pfipad jednorozmérny potencial U(z) s periodou a. Jeho rozvojem je obvykld Fourie-
rova fada

Ux)= Y Upe™a (48)

Fourierovy koeficienty pro zadany potencidl jsou

T=o™n

o 22,2
U = —Vo/T — exp (—72> . (49)
a

a
Podobné rozvineme vinovou funkci elektronu v 1D potencialu
oo
w(x) _ elkm Z \Ijn 67277177,% )
n=—oo
Soustava (14) ptejde v jednorozmérném piipadé na tvar

K2 27 2 >
— (k - —n> U, + Z UpynU, = B, .

2m a
n’/=—oo

14



Pri praktickém vypoétu pdsového schématu a vlnovych funkei vhodné omezime indexy n a n’ a numericky resime
vlastni problém pro kone¢né velkou matici. Na néasledujicich obrazcich jsou ukazéna pasova schémata pro hodnoty
a = 0.5 nm, ¢ = 0.1a a hloubky potencidlovych jam Vj = 2eV a Vj = 10eV. Kvuli porovnani s disperznimi

cvvs

a odpovidajici hustoty pravdépodobnosti v piipadé Vo = 10eV — pro k =0 (bod T') a k = Z (bod X).

a

Poznamky k obrazkum:

cv v

e nejnizsi stav v bodé I' — elektron je pfevazné lokalizovan v jamach
e rozstépen{ prvnich dvou pésu na kraji Brillouinovy zény je 0.67eV (Vo =2eV) a 3.94eV (Vy, = 10eV)

e stavy s vySSimi energiemi jsou vice podobné linedrnim kombinacim stavi volnych elektronu (neovliviiuje je
tolik periodicky potenciél)

cvvs

v jamach, stavu s vySsi energii pfevazné mimo né; odtud plyne rozdil ve vlastnich energiich

15
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3.5 Metoda tésné vazby

Metoda tésné vazby vychézi z elektronovych orbitalu lokalizovanych u jednotlivych atomu. Predpokladd ptitom,
ze ovlivnéni vlnovych funkci elektronu na sousednich atomech neni velké a soubor vinovych funkci elektronu
v izolovanych atomech lze pouzit jako vhodny zdklad ke konstrukci vinové funkce elektroni v krystalu. Metoda
tésné vazby je protipélem metody témét volnych elektronu, kterd naopak vychazi z predstavy volnych elektronu,
jejichz vlnové funkce jsou jen mirné poruseny periodickym potencidlem.

Pro ilustraci vychodisek metody tésné vazby uvazujme o systému kvantovych jam, které budou predstavovat
atomy. Jsou-li kvantové jamy daleko od sebe, lze za vinovou funkci elektronu vzit vlnovou funkeci elektronu lokali-
zovaného v nékteré z jam, pripadné libovolnou superpozici takovych funkci. Protoze vlnova funkce exponencialné
klesa se vzdalenosti od jamy, bude odchylka od pfesnych feSeni naprosto zanedbatelnd. Ptiblizime-li k sobé kvan-
tové jamy natolik, az se budou nezanedbatelné ptrekryvat vinové funkce pro izolované jamy, budou se pfesna
feSeni pro takovy systém vyraznéji lisit od superpozice vlnovych funkei pro izolované jamy. P¥i malém ptrekryvu
ovsem vystihuje superpozice vlnovych funkci pro izolované jamy skutecnou vlnovou funkei docela dobie. Praveé
v takovém piipadé, tedy pii malém piekryvu orbitalt sousednich atomu, je vhodné pouzit metodu tésné vazby
popsanou v nasledujicim.
VInové funkce elektronu v izolovanych atomech jsou feSenim Schrodingerovy rovnice s hamiltonidnem

. K2
Hy = —%W + Up(r) , (50)

kde Uy(r) je jednoelektronovy potencidl v atomu. Oznaéme tato feSen{ (atomové orbitaly) ¢,(r) a piislusné
vlastni energie ¢,,. Pak plati

ﬁ0¢n(r) = En(bn(r) : (51)

Vlastn{ funkce hamiltonidnu Hy jsou ortogondlni (pro nedegenerované stavy urcité, v degenerovaném piipadé je
lze ortogonalizovat)

[ o (r) = b0 (52)
1s~e T 2s ~ (2 —1r/ap)e” ; 2ps ~ L ) 2py ™~ Y , 2p, ~ 2 .
" e r/a 1/) (2 / )e r/2ag P - e—r/2a0 1/) - e—r/2a0 P - e—r/?ao

Dulezitou vlastnosti je exponencialni pokles radidlni ¢asti vinové funkce, coz je typické pro atomové orbitaly nejen
u vodiku.

Vlnovou funkci elektronu v krystalu vzniklém umisténim atomu do uzla R prostorové miizky lze v piipadé
malého pfekryvu hledat ve tvaru superpozice

N
wk(r) = Z eik.R Z Cn¢n(r - R) . (53)
R n=1

Index n oznacuje vnéjsi orbitaly v izolovaném atomu, které se na vlnové funkei podileji. Casto se lze setkat napf.
s s-orbitaly (u alkalickych kovil), kombinaci s-orbitalu a ti{ p-orbitala (u Si, Ge a III-V polovodi¢n), piipadné
s kombinaci s-orbitalu a péti d-orbitali u pfechodovych kovii.

Snadno se presvédéime, ze funkce (53) vyhovuje Blochovu teorému a k je piislusny Blochuv vektor

N
1/)k(r + RO) = Z eik'R Z Cn(bn(’l" + RO - R) =
R n=1

N
= R0y R (BRI N T gy [r — (R — Ro)] = e Fouy(r) . (54)

R n=1

21



P#4li bychom si, aby (53) byla vlastn{ funkci hamiltonidnu elektronu v krystalovém potencidlu

N K2
H=-——V? Up(r — R) , 55
2+ 3 Ug(r — R) (53)

R

tedy, aby splinovala A
Hyp = Egt (56)
To se nam prirozené nepodafi piesné, pouze se 1ze pokusit o co nejlepsi pfiblizeni v rdmci ndmi predepsaného
tvaru vlnové funkce, ktery obsahuje pouze N volnych parametru ci,...,cy. Pomoci Ritzovy variaéni metody

probirané v kurzu kvantové mechaniky zjistime, ze optimalni koeficienty ¢; jsou dany rovnicemi
[Er oo =B [ @réminm. (57)

které odpovidaji projekcim Schrédingerovy rovnice do atomovych orbitalii. Dosadme z rovnice (53) a upravujme
pravou stranu rovnice (57)

N N '
Z Cn /dgr or (r)dn (r — R) = Ep, Z Cn Ze‘k'RS,m/ (R) . (58)

n’=1 n’=1 R

By / d*r ¢ (r)ye(r) = Bp »_e*F
R
Veli¢ina Sy,,/(R) vystihuje miru piekryvu orbitalu n v misté 0 a orbitalu n’ v misté R
S (B) = [ &r6;(r)(r— R . (59)

Pii upravovani levé strany rovnice (57) je vhodné vydélit z hamiltonidnu elektronu v krystalu H hamiltonidn
izolovaného atomu v misté O R R .
H=Hy+ Y U(r—R)=Hy+AU(r). (60)
R#0

Dosadime-li toto vyjadieni do levé strany rovnice (57)

/dgr Gr(r)Hiy,(r) = /dgr n(r) [Ho+ Y Uo(r — R')| v(r) (61)

R'#0
a zapusobime s H, doleva, kde se nachdzi jeho vlastni funkce s vlastni hodnotou ¢,, dostavame
N
SRR e [ @ 6ir) o+ AU bl — R). (62)
R n’/=1
Integral v (62) zapiSeme jako
/ Pr ¢ (1) [n + AU 6o (1 — R) = €3St (R) + AUpi (R) (63)

a sloucenim (58) s (62) ziskdme rovnice (57) ve tvaru

N N
> ew > @ Rl Snn (R) + AUpw (R)] = B Y e Y_e* RS,/ (R). (64)

n’=1 R n’=1

b

Tato soustava linedrnich rovnic predstavuje zobecnény vlastni problém znamy z linearni algebry. Jeho fesenim
nalezneme piiblizné vlastni energie Ej a z vlastnich vektort (ci,...,cn)T mizeme sestrojit piislusné vlastni
funkce.

V principu bychom mohli ze zndmého prubéhu Uy a atomovych orbitalu vypoéitat veliciny AUy, (R) a
Snn/(R). Obvykle se vsak pouziji urcité aproximace a zbylych nékolik parametru se ziskd srovndvdnim s ex-
perimentdlnimi daty (typicky optickd spektra). Tento postup se oznacuje jako empirickd metoda tésné vazby.

Casté aproximace:
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e Diky exponencidlnimu poklesu hustoty pravdépodobnosti |¢,, (r)|? se vzddlenosti lze zanedbat prekryv or-

bitali na sousednich a vzdalenéjsich atomech. Dale vyuzijeme ortogonalitu orbitali a klademe

Snn’ (R) = 6n,n/6R70 , Z eik'RSnn/ (R) = 5n,n/ (65)
R

e Maticové elementy AU, (R) uvazujeme jen pro R = 0 a pro nejblizs{ sousedy. Umoziuje ndm to opét ex-
ponencidlni pokles vlnovych funkci. Symetrie orbitali a AU () navic zpusobi, ze nékteré maticové elementy
jsou nulové.

[¥I?

RARAS

S témito aproximacemi lze soustavu (64) vyrazné zjednodusit na

N

Z Z AU (R)EF R ¢, = (B —€n) Cp (66)

n’=1 LR=0 a sousedé

Nez pristoupime ke konkrétnim piikladum, poznamenejme jesté, ze maticovy element AU, (0) se mnohdy do
vypoétu nezahrnuje, nebot pro n # n’ je maly diky ortogonalité atomovych orbitalii a pro n = n’ jen posouva
energie €,.

3.6 Pa&as odvozeny od s-orbitalti atomu v prosté kubické mrtizce

Uvazujme o dvourozmérné ¢tvercové miizce s jednoatomovou bazi. Najdéte disperzni relace pasu odvozenych z s-
orbitalu s. VInové funkce téchto orbitalti maji rotaéné symetricky tvar ¥s(z,y) = f(\/2? + y? + y2). Pfi vypoctu
se omezte pouze na maticové elementy mezi nejblizsimi sousedy a matici prekryvovych integrali aproximujte
jednotkovou matici. Pdsové schéma zobrazte podél lomené ¢ary ' = X —M — L —T.

3.7 Pasy odvozené od p-orbitalti atomu v ¢tvercové miizce

Uvazujme o dvourozmérné ¢tvercové miizce s jednoatomovou bézi. Najdéte disperzni relace pastu odvozenych z
dvakrat degenerovanych p-orbitala p, a p,. Vlnové funkce téchto orbitalt maji tvar ¢, (z,y) =z f(/22 + y?) a

Uy, (z,y) = y f(v/2? 4+ y?). Pii vypoctu se omezte pouze na maticové elementy mezi nejblizsimi sousedy a ma-
tici prekryvovych integralu aproximujte jednotkovou matici. Pasové schéma zobrazte podél lomené ¢ary M—I"—X.

3.8 Pasy odvozené od p-orbitali atomu v &tvercové miizce s bazi (2D kamennd
sul)

Uvazujme o dvourozmérné ¢tvercové miizce s dvouatomovou béazi, kdy atomy A jsou ve vrcholech a atomz B ve
stfedech ¢tvercu. Najdéte disperzni relace pasu odvozenych z dvakrat degenerovanych p-orbitalu aa obou typech
atomu. PFi vypoctu se omezte pouze na maticové elementy mezi nejblizsimi sousedy a matici prekryvovych
integralu aproximujte jednotkovou matici. Pdsové schéma zobrazte podél lomené ¢ary M — I' — X.

Reseni Pro ndzornost se omezime na éisté dvoudimenziondln{ problém. Vlnové funkce p-orbitaltl jsou redlné

kombinace vlnovych funkei vlastnich stavu s vedlejsim kvantovym ¢éislem | = +1, které lze zapsat ve tvaru

Up, (2, y) =xf(Va? +y?)  (orbital p,) (67)
Y, (,y) =yf(Va? +y?) (orbital p,) . (68)



Vlastni energie pro tyto stavy je rovna €4 pro stavy na atomech A a ep na atomech B. Zvolime béazi s p-orbitaly
smérujici k nejblizsim sousedum

o1(,y) = %(sz (2, 9) + Yap, (7,9) (69)
bo(a,1) = %(sz (2, 9) — Yap, (7,9) (70)
b3, 1) = %wmm (2,9) + ¥Bp, (,7) (71)
bala,y) = %wmm (2,9) — ¥Bp, (,7) (72)
(73)

.

X

Abychom mohli spoé¢itat pasové schéma, je tfeba urcit maticové elementy

AU, (R) = / dz / dy bu (2, Y)AU (2, 9) s (2 — Rary — Ry) | (74)

kde R probih4 nejblizsi sousedy a n,n’ € {1,2,3,4}, celkem tedy 4 x 16 = 64 hodnot. * Cleny AU;;(R), AU2(R),
AUs1(R), AUs2(R), AUss(R), AUss(R), AUss(R), AUss(R) budou nulové, ptooze tyto orbitaly se nenachdzeji
na sousednich atomech.

Diky symetrii ndm ovSem postacéi pouze dva parametry. Krystalovy potencidl U(z,y) mé symetrii ¢tvercové
miizky, o Up(x,y) lze piedpokladat, ze je iplné rotacné symetricky. Odtud ihned vidime, ze AU4(R), AU23(R),
AUss(R) a AUy (R) budou nulové, nebot integrujeme souéin sudé funkce AU se dvéma funkcemi, které maji
riznou paritu bud vigéi diagonaldm. Zv1ast musime vysetfit maticové elementy AUi3(R) a AUss(R). Nésledujici
dva oznacené jako —t a t; budou zminénymi dvéma parametry, ostatni maticové elementy se ndm podaif na
tyto dva prevést

AU13(0,0) = /dx/dy Yoy (2, 9) AU (2, ) By, (2,y) E —1) |

AU13(0’ _a) = /d(E / dy ¢Ap1 ((E, y)AU({L" y)wBlh (‘Tu Yy — (1) déf [

I Maticové elementy AU, (0) =~ B 6,,, mizeme zahrnout do ep.
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V integrilu pro AUiz(—a, —a) uzijeme vlastnosti symetrie funkci v integrandu

AU3(—a, —a) = /dx/dy Yap, (2, y) AU (x, y)Yap, (v +a,y +a) = =t .

Podobné najdeme AU;3(—a,0) =t . Déle dostaneme AUs;(0,0) = Usi(a,a) = —t, AUz (a,0) = AUs31(0,a) =
t1. a podobné pro dalsi elementy: AUz (0,—a) = Uz(—a,0) = AUs2(0,a) = Us2(a,0) = —t), AU24(0,0) =
AU24(—G, —a) = AU42(0, 0) = AU42(G, a) = tJ_.

V piedchozim jsme pouzivali vlastnosti symetrie vyjadfenych vzorci, maticové elementy lze také urcéit ndzorné
na zékladé obrazku. Staé¢i si uvédomit, ze AU (z,y) je zcela symetrické vuci operacim symetrie miizky a ihned
zjistime, které maticové elementy jsou ekvivalentni a které jsou nulové

AU 3(R) AU (R) AUs3(R) AUz (R)
=% 3 =% 8
— ty 0 > 0 0 :) 0 t1 > —
7 r X 2 %
N A N v w A
ty —tH 0 ( 0 0 ( 0 —tH ( t1
S g e &

Po dosazen{ za maticové elementy do rovnice (66) jiz snadno ziskdme dva péry nezavislych rovnic. Prvn{ pér
pro pas z orbitalu 1 a 3:

€ac1 +c3ty (eiik’”a + eiikya) — CgtH (1 + eii(k’”aJrkya)) = Frc

epcs + ity (eik”a + eiky“) — ) (1 + ei(k”‘”ky“)) = Frcs

Po tpravé

. . Ky — ko + K
(e — Ex)ey 4 cgehea/2gmikyala [2& cos ( 5 ya) — 2t cos ( ;— ya)] =0

. . ki — k ks +k
czeifra/2gikyal2 [2@_ cos ( 5 yq) — 2t) cos ( ; ya)} +(ep — Eg)es =0

1 ke — k ke + k 2
Ek—@ii\/(EA—EB)2+4|:2tLCOS< 5 ya>—2t|cos<%a>]

A pro druhy pér rovnic z orbitalu 2 a 4:

Reseni:

eacy —caty (77 47 eyt (1 + e’“’“l“*ky“)) = Fgco

epcs + caty (eik”“ + eiky“) —cot) (1 + ei(k”‘”ky“)) = Frey

1 ko + k ko — k 2
Ek—?:&5\/(5,4—83)2+4{2th0$< ; ya>—2t|cos< ) ya)]
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eb=0.5 tk=-0.15 tr=-0.3
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4 Kvaziklasicka aproximace

4.1 Efektivni hmotnost v prosté kubické miizce

Spoctéte tenzor efektivni hmotnosti (M;;) pro elektrony v prosté kubické miizce v jednoduchém tésnovazebnim
pésu ve stiedu Brillouinovy zény T' (k = (0,0,0)), ve stfedu stény X (k = (1,0,0)), ve stfedu hrany M
(k= (1,1,0)) a ve vrcholu Brillouinovy zény L (k = (1,1, 1)). Diskutujte uzitecnost aproximace efektivni{ hmot-
nosti v bodé M. (Pozn. Jednoduchy tésnovazebni pas vznikne z s-orbitali).

Reseni Efektivni hmotnost je definovana rovnici

PEX)\ "
_ 32
M= (Gean)

Energie elektronu v aproximaci metody tésné vazby je

E(k) = —E;(cos kga + coskya + cosk.a)

se sifkou pasu 6F;. Derivace E(k) jsou

gTE, = Fiasink,a
% = Fiasinkya
gg = Fiasink.a
> z

g,f = Fr1a?coskga
23')

%,5 = F1a? cos kya
°f

%kZ = Fya?cosk,a

9°E 8°E  _ _9*E  _ 0
Ok, 0k, — Oky0k,  Ok,ok, _ -

Tudiz tensor efektivni hmotnosti je

E1a?coskza 0 0
M = h? 0 Er1a? coskya 0
0 0 Eia? cosk,a

Body reciprokého prostoru, které néas zajimaji jsou

': k;=0 ky=0 k,=0
X: k=2 ky=0 k.=0
M: k=% k=% k. =0
L: ke=% ky=% k.=1%
a odtud dostaneme
e bod I': .
52 1 0 0\
M = s 0 1 0
Eie®\ g 0 1
e bod X: .
hQ _1 0 O -
M:—2 0O 1 O
Era®\ g 0 1
e bod M: .
(o
Ewa\ o ¢ 4
e bod L: .
h2 _1 0 O -
M = 5 0 -1 0
B\ g o 1



K ¢emu jsou tyto tenzory efektivni hmotnosti dobré? Ve vétsiné piipadu jsou elektrony souztfedény na energie
v blizkosti Fermiho energie, a proto se pohyb elektronu déje podél povrchu s konstantni energii. Pro témért prazdné
nebo témér zaplnéné plné pasy zustava Fermiho plocha velmi blizko bodu I' nebo L po fadé. Dokud elektrony
zustavaji v blizkosti maxima ¢i minima energiového povrchu, efektivni hmotnost muze byt pouzita pro vypocet
fyzikalnich veli¢in, jako napf.

m' = [det|M;|]*/3, m* = [detM]l/2
MZZ
Zejména se jednd o piipad polovodicu, kde jsou elektrony a diry vzdy blizko dna a vrcholu pésu.

Na druhé strané je tensor efektivni hmotnosti v bodé X je relevantni pouze v ptipadé, kdyz je pas zaplnén
po stfedni hodnotu. Nicméné v okoli bodu X se fezy konstantn{ energie rozsi{i{ po celé Brillouinové zéné (Po-
dobné jako v okoli bodu X ve dvojrozmérném piipadé do poloviny zaplnéného pasu). V dusledku toho se mohou
elektrony vzdy pohybovat od bodu X a efektivni hmotnost se bude ménit podél svého orbitu. Tento pfistup ¢ini
tento koncept efektivni hmotnosti zbytecny pro libovolné zaplnéni pasu. To je dobfe ilustruvano cyklotronovou
hmotnosti m*, a vybérem magnetického pole ve sméru M., < 0. Ze vzorce pak vyplyva imaginarni hodnota m*,
zatimco cyklotronové orbity existuji v jakémkoliv zaplnéni pasu.

4.2 Oscilace v homogennim elektrostatickém poli

Elektrony vodivostniho pasu odvozeného od s-orbitali atomu v prosté kubické miizce maji v priblizeni tésné
vazby disperzni relaci
E(k) = Es — 2a [cos(kga) + cos(kya) + cos(kza)] .

Najdéte casovy prubéh rychlosti a polohy elektronu v homogennim elektrickém poli E= (€2,0,0), je-li toto pole
zapnuto v case t = 0, kdy se elektron nachdz{ ve stavu s k = (0,0,0). Jaky je pfispévek elektronu do elektrické
vodivosti materialu?

Reseni ok )
. e -
= _F—=__
ot h hg
_108
h Ok
e€, ey
ky=——t+k,(t=0)=——t
h + ) h
2aa

Vo = —— sin(kza)

v ——@sin @t
v h h

(1) = 2(0) + /Ot va(7)dr = 2(0) + iZ‘ [cos <€5;“t> _ 1}

Piispévek k vodivosti je evidentné nulovy. Frekvence w = ae€, /h. Experimentalné je obt{zné pozorovat (piedpovéd
1929, experiment 1992). Obecné nen{ dostatetnd doba bez srazek.

28



5 Polovodice

5.1 Statistika nositeltt naboje v polovodici typu N

V polovodiéi je 1013 donorti v ecm3, které majf ionizaén{ energii Ep = 1 meV a efektivni hmotnost mes = 0.01 m..
Zadné akceptorové atomy nejsou piitomny a polovodi¢ je nedegenerovany, tj. £, > kgT. Odhadnéte koncentraci
vodivostnich elektronu pii 7' = 4 K a hodnotu Hallovy konstanty.

5.2 PN piechod

Odvozeni statistiky nositelit ndboje v PN piechodu. Sitka ochuzené vrstvy, difuzni potencidl, idedlni voltampérova
charakteristika. Literatura: Kittel Introduction to solid state physics
Aschceroft, Mermin: Solid state physics
Sze, Ng: Physics of semiconductor devices
Frank, Snejdar: Principy a vlastnosti polovodicovych soucdstek
Radomir Lenhard: Fyzika polovodi¢tu, prechod PN, Brno 2013.
Simulace rozlozeni na PN pfechodu: http://pages.physics.cornell.edu/sss/ program poisson.
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