3. cviceni z LA II - bilinearni a kvadratické formy, 2023

Priklad. 1. Zjistéte, zda nésledujici funkce jsou bilinearni formy. Pokud ano, zjistéte zda
jsou symetrické nebo antisymetrické, a napiSte matici této formy ve standarni bazi prostoru
R? nebo Ry[z].

a) [ R*xR* =R, f(z,y) = 2191 + 2152 — 522,

b) g:R? xR? 5 R, g(v,y) = 2191 + 221y + 2x2y1 — 529y,

c) h: Ryfz] x Rola] = R, h(p, q) = p(1)a(2) + 4p(3)*q(4),

d) k: Rofz] x Rafz] = R, k(p,q) = p(1)q(2) + 4p(3)¢'(8).
Zde ¢/ (8) znadi derivaci polynomu ¢ v &isle 8.
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Priklad. 2. K symetrické matici A = |1 3 —1 | najdéte diagondlni matici D kon-
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gruentni s A. Soucasné najdéte reguldrni matici P takovou, ze D = PTAP.

Pozndmka. Matice P neni urena jednoznacné.

Priklad. 3. Symetrickd bilinedrni forma f : R?* x R* — R md v soufadnicich standardni
baze vyjadieni f(u,v) = z1y1 + 221Y9 + 3x1y3 + 222y1 + 323y;. (r a y jsou soufadnice
vektord u a v ve standardni bdzi.) Najdéte v R? né&jakou jeji poldrni bézi, tj. bazi 3 v jejiz
soufadnicich ma f vyjadfeni f(u,v) = b11Z191 + beaZ2ya + bssZ3ys. Toto vyjadieni rovnéz
najdéte. (T a ¥ jsou souradnice vektorti u a v v bazi (.)

Pozndmka. Polarni baze neni urena jednoznacné. Jednoznacné je urcen pouze pocet klad-
nych a zdpornych koeficientli v zdpisu bilinearni formy v soufadnicich polarni baze.

Priklad. 4. Kvadratickd forma f : R* — R ma ve standardni bazi vyjadient

f(u) = 223 + 2mym9 — 25 — 2m9w3 — 73,
Najdéte jeji vyjadfeni v bazi « = ((1,1,1),(1,1,0),(1,0,0)). Ddle najdéte néjakou jeji
polarni bézi, tj. bdzi 3, v jejiz soufadnicich je f(u) = b1 T3 + baoT3 + bszZ3, kde &isla
bi; = 0, 1 nebo —1. Urcete signaturu f.

Priklad. 5. UvaZujme kvadratickou formu g : R? — R, g(z) = 2% + 4225 — 3x3. Pomoci
definice napiSte matici jeji symetrické bilinedrni formy v bazi o = ((1,2), (3, —1)).

Priklad. 6. Ve standardnich soufadnicich napiste n&jakou kvadratickou formu / : R? — R,
kterd je pozitivn€ definitni na podprostoru V' a negativné definitni na podprostoru W, kde

vV =1(1,0,2),(0,1,1)], W =][(1,1,0)].

Priklad. 7. Definuji ndsledujici symetrické bilinedrni formy skaldrni soucin na R3? Pokud
ano, napiste pro né Cauchyovu nerovnost.

a) f(x,y) = x1y1 + 3x2y2 + dx3ys + 3x1ys + 3T3y1 — T2Ys — T3Ya,
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b) f(x,y) = x1y1 + 3x2y2 + dx3ys + 2x1y3 + 23y — TaYs — T3Ya,
¢) f(z,y) = x1y2 + Totn + 221y3 + 223y1 + 4x2ys + 4x3Ys,
d) f(z,y) = 211 — 221y2 — 2T2y1 + BTaYs — TaYs — T3Ya + 2T3Ys.

Priklad. 8. Pomoci skaldarniho soucinu dokazte:

(1) V rovnobézniku je soucet druhych mocnin uhloptic¢ek roven souctu druhych mocnin
vSech stran.
(2) Rovnobéznik je kosoctverec, pravé kdyz jsou jeho uhlopficky na sebe kolmé.

Uloha na dalsi procviceni
Priklad. Kvadratickd forma f : R* — R ma ve standardni bazi vyjadient

f(u) = 22129 + 8x125 — 20905 — 8woxy + 8T314.

Najdéte n&jakou bézi 3, v jejiz soufadnicich je f(u) = by 7% + byoT3 + bssT2 + bya¥3, kde
¢isla b; = 0, 1 nebo —1.



