
Domáćı úkoly ke cvičeńı č. 4

1. Ve vektorovém prostoru R4[x] všech polynomů jedné pro-
měnné x stupně nejvýše 4 nad tělesem R je dána báze

α =
(

1, x+ 1, (x+ 1)2, (x+ 1)3, (x+ 1)4 )
.

Najděte k ńı duálńı bázi α∗ v duálńım vektorovém prostoru
R4[x]∗ poz̊ustávaj́ıćım ze všech lineárńıch forem na R4[x].
Každou lineárńı formu duálńı báze α∗ přitom zadejte před-
pisem, podle něhož je možno stanovit hodnotu této lineárńı
formy na libovolném polynomu ax4 + bx3 + cx2 + dx + e

z R4[x].

2. Ve vektorovém prostoru R4[x]∗ duálńım k vektorovému pro-
storu R4[x] všech polynomů jedné proměnné x stupně nej-
výše 4 nad tělesem R, který poz̊ustává ze všech lineárńıch
forem na R4[x], je dána báze

Γ =
(
g0, g1, g2, g3, g4

)
,

kde lineárńı formy g0, g1, g2, g3, g4 : R4[x] → R jsou zadány
následuj́ıćımi předpisy. Pro každý polynom p(x) z R4[x] jsou
hodnoty lineárńıch forem g0, g1, g2, g3, g4 na p(x) dány takto:

g0(p(x)) = p(1), g1(p(x)) = p′(1), g2(p(x)) = p′′(1),

g3(p(x)) = p′′′(1), g4(p(x)) = p′′′′(1).

Najděte polynomy q0(x), q1(x), q2(x), q3(x), q4(x) z R4[x] ta-
kové, aby

β =
(
q0(x), q1(x), q2(x), q3(x), q4(x)

)
byla báze vektorového prostoru R4[x] s vlastnost́ı, že daná
báze Γ duálńıho vektorového prostoru R4[x]∗ je báźı k ńı
duálńı, tedy taková, aby platilo Γ = β∗.
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3. Necht’ symetrická bilineárńı forma f na vektorovém prosto-
ru R4 má ve standardńıch souřadnićıch prostoru R4 vyjádřeńı
tvaru

f(x,y) = 2x1y2 + 8x1y3 + 2x2y1 − 2x2y3 − 8x2y4

+ 8x3y1 − 2x3y2 + 8x3y4 − 8x4y2 + 8x4y3 .

Metodou stejných elementárńıch řádkových a sloupcových
úprav matice bilineárńı formy f upravte tuto bilineárńı formu
na diagonálńı tvar, v němž budou vystupovat pouze koefi-
cienty 1,−1, př́ıpadně 0, a to v tomto uvedeném pořad́ı.
Najděte alespoň dvě r̊uzné báze α, β prostoru R4 lǐśıćı se od
sebe i tehdy, když se na ně hled́ı jen jako na množiny vektor̊u,
tak aby v souřadnićıch vzhledem k bázi α i vzhledem k bázi β
měla daná bilineárńı forma f nalezený diagonálńı tvar.

4. Na vektorovém prostoru R3[x] všech polynomů jedné pro-
měnné x stupně nejvýše 3 nad tělesem R je dána bilineárńı
forma g : R3[x] × R3[x] → R následuj́ıćım předpisem. Pro
kterékoliv dva polynomy p(x), q(x) z R3[x] je hodnota bi-
lineárńı formy g na polynomech p(x), q(x) dána formuĺı

g
(
p(x), q(x)

)
= p(1)·q′′′(1) + p′(1)·q′′(1)

+ p′′(1)·q′(1) + p′′′(1)·q(1).

Ověřte, že pak g je symetrická bilineárńı forma na vekto-
rovém prostoru R3[x]. Najděte matici této symetrické biline-
árńı formy g v souřadnićıch vzhledem ke standardńı bázi
ξ = (1, x, x2, x3) vektorového prostoru R3[x]. Metodou stej-
ných elementárńıch řádkových a sloupcových úprav matice
symetrické bilineárńı formy g upravte tuto bilineárńı formu
na diagonálńı tvar, v němž budou vystupovat pouze koefi-
cienty 1,−1, př́ıpadně 0, a to v tomto uvedeném pořad́ı.
Najděte př́ıklad báze γ vektorového prostoru R3[x] takové,
aby v souřadnićıch vzhledem k bázi γ měla bilineárńı forma g
nalezený diagonálńı tvar.
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