Domaci tkoly ke cviceni ¢. 9

1. V kazdém z nasledujicich pripadu této tlohy nejprve ovéite, ze
zobrazeni ¢ : Ry[x] — Ry[x] definované uvedenym predpisem
je skutecné korektné definovanym linedrnim operdtorem na
vektorovém prostoru Ro[z] vSech polynomu jedné proménné z
s realnymi koeficienty stupné nejvyse 2. Poté najdéte matici
A = (¢)¢¢ tohoto linearniho operatoru ¢ ve standardni bazi
¢ = (1,z,2%) vektorového prostoru Rslz]. Najdéte vsechna
vlastni ¢isla matice A, a to i kdyz ji uvazujete jako matici
nad télesem vSech komplexnich ¢isel. Presvédcte se, ze ve
vSech pripadech v této loze vSechna vlastni ¢isla matice A, to
jest vSechna vlastni ¢isla linedrniho operdtoru ¢ jsou realna.
Konecné najdéte invariantni podprostory vlastnich vektoru
linedrniho operatoru ¢ piislusné vsem vlastnim ¢islim ma-
tice A. Porovnejte algebraické a geometrické nasobnosti téch-
to vlastnich ¢isel v jednotlivych pripadech této ulohy.

(a) Zobrazeni ¢ : Ra[z] — Rs[z]| je pro vSechny polynomy
f(z) € Ry[z] definovano piedpisem
p(f(2)) = (1+ 22+ 22°)f() + (1 — 22°)-f'()
— (2" — ") f"(x).

(b) Zobrazeni ¢ : Ry[z] — Ry[x] je pro vsechny polynomy
f(x) € Ry[x] definovéno predpisem

p(f(2)) =41+ +22°)f(2) + (1 — 82°)-f'(2)
— (14 32 + 527 + 22° — 4ah)- f" ().

(¢) Zobrazeni ¢ : Rylx] — Ry[x] je pro vsechny polynomy
f(x) € Ry[x] definovano predpisem

p(f(2)) =2-(L+x —2%) f(z) + 2:(L+2°)-f(2)
— (27 + %) f"(2).



2. V obou nésledujicich piipadech této ilohy nejprve ovérte, ze
zobrazeni ¢ : Ry[x] — Rylx] definované uvedenym predpisem
je skutecné korektné definovanym linearnim operdatorem na
vektorovém prostoru Ro[z] vSech polynomu jedné proménné z
s realnymi koeficienty stupné nejvyse 2. Poté najdéte matici
A = (¢)¢, tohoto linearniho operatoru ¢ ve standardni bazi
¢ = (1,z,2%) vektorového prostoru Rslz]. Najdéte vsechna
vlastni ¢isla matice A, a to i kdyz ji uvazujete jako ma-
tici nad télesem vsech komplexnich ¢isel. Presvédcte se, ze
v obou ptipadech v této tloze mezi vlastnimi ¢isly matice A,
to jest mezi vlastnimi ¢isly linearniho operatoru ¢ vystupuje
jedno realné cislo a dale jedna dvojice navzajem komplexné
sdruzenych ¢isel. Nakonec najdéte jednorozmérny invariantni
podprostor vlastnich vektoru linedrniho operatoru ¢ prislusny
ke zminénému realnému vlastnimu ¢islu matice A a také dvou-
rozmérny invariantni podprostor linedrniho operatoru ¢ ve
vektorovém prostoru Ry[x] odpovidajici zminéné dvojici vza-
jemné komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel matice A.

(a) Zobrazeni ¢ : Ro[z] — Rs[z]| je pro vSechny polynomy
f(x) € Ro[x] definovano predpisem

o(f(z))

(1421 — 22%)-f(x) + (1 + 22%)- f' ()
b @) ()

(b) Zobrazeni ¢ : Ry[z] — Ry[x] je pro vsechny polynomy
f(z) € Ry[z] definovano piedpisem

p(f(2) = (1+22%)-f(2) + (1 + 2 — 22°)-f'(2)
— (1 =a")-f"(x).



