
Domáćı úkoly ke cvičeńı č. 9

1. V každém z následuj́ıćıch př́ıpad̊u této úlohy nejprve ověřte, že
zobrazeńı ϕ : R2[x]→ R2[x] definované uvedeným předpisem
je skutečně korektně definovaným lineárńım operátorem na
vektorovém prostoru R2[x] všech polynomů jedné proměnné x
s reálnými koeficienty stupně nejvýše 2. Poté najděte matici
A = (ϕ)ζ,ζ tohoto lineárńıho operátoru ϕ ve standardńı bázi
ζ = (1, x, x2) vektorového prostoru R2[x]. Najděte všechna
vlastńı č́ısla matice A, a to i když ji uvažujete jako matici
nad tělesem všech komplexńıch č́ısel. Přesvědčte se, že ve
všech př́ıpadech v této úloze všechna vlastńı č́ısla matice A, to
jest všechna vlastńı č́ısla lineárńıho operátoru ϕ jsou reálná.
Konečně najděte invariantńı podprostory vlastńıch vektor̊u
lineárńıho operátoru ϕ př́ıslušné všem vlastńım č́ısl̊um ma-
tice A. Porovnejte algebraické a geometrické násobnosti těch-
to vlastńıch č́ısel v jednotlivých př́ıpadech této úlohy.

(a) Zobrazeńı ϕ : R2[x] → R2[x] je pro všechny polynomy
f(x) ∈ R2[x] definováno předpisem

ϕ(f(x)) = (1 + 2x+ 2x2)·f(x) + (1− 2x3)·f ′(x)

− (x3 − x4)·f ′′(x).

(b) Zobrazeńı ϕ : R2[x] → R2[x] je pro všechny polynomy
f(x) ∈ R2[x] definováno předpisem

ϕ(f(x)) = 4·(1 +x+ 2x2)·f(x) + (1− 8x3)·f ′(x)

− (1 + 3x+ 5x2 + 2x3 − 4x4)·f ′′(x).

(c) Zobrazeńı ϕ : R2[x] → R2[x] je pro všechny polynomy
f(x) ∈ R2[x] definováno předpisem

ϕ(f(x)) = 2·(1 + x− x2)·f(x) + 2·(1 + x3)·f ′(x)

− (x3 + x4)·f ′′(x).
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2. V obou následuj́ıćıch př́ıpadech této úlohy nejprve ověřte, že
zobrazeńı ϕ : R2[x]→ R2[x] definované uvedeným předpisem
je skutečně korektně definovaným lineárńım operátorem na
vektorovém prostoru R2[x] všech polynomů jedné proměnné x
s reálnými koeficienty stupně nejvýše 2. Poté najděte matici
A = (ϕ)ζ,ζ tohoto lineárńıho operátoru ϕ ve standardńı bázi
ζ = (1, x, x2) vektorového prostoru R2[x]. Najděte všechna
vlastńı č́ısla matice A, a to i když ji uvažujete jako ma-
tici nad tělesem všech komplexńıch č́ısel. Přesvědčte se, že
v obou př́ıpadech v této úloze mezi vlastńımi č́ısly matice A,
to jest mezi vlastńımi č́ısly lineárńıho operátoru ϕ vystupuje
jedno reálné č́ıslo a dále jedna dvojice navzájem komplexně
sdružených č́ısel. Nakonec najděte jednorozměrný invariantńı
podprostor vlastńıch vektor̊u lineárńıho operátoru ϕ př́ıslušný
ke zmı́něnému reálnému vlastńımu č́ıslu matice A a také dvou-
rozměrný invariantńı podprostor lineárńıho operátoru ϕ ve
vektorovém prostoru R2[x] odpov́ıdaj́ıćı zmı́něné dvojici vzá-
jemně komplexně sdružených vlastńıch č́ısel matice A.

(a) Zobrazeńı ϕ : R2[x] → R2[x] je pro všechny polynomy
f(x) ∈ R2[x] definováno předpisem

ϕ(f(x)) = (1 + 2x− 2x2)·f(x) + (1 + 2x3)·f ′(x)

+ (2− x3 − x4)·f ′′(x).

(b) Zobrazeńı ϕ : R2[x] → R2[x] je pro všechny polynomy
f(x) ∈ R2[x] definováno předpisem

ϕ(f(x)) = (1 + 2x2)·f(x) + (1 +x− 2x3)·f ′(x)

− (1− x4)·f ′′(x).
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