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Priklad 1. Odhadnite funkéné hodnoty distribucnej funkcie standardizovaného norméalneho

rozdelenia
f(@) = —— /z o 2 dt
V2T J s '

Vzhladom k tomu, Ze plati

je funkcia f(z) rieSenim lineérnej diferencidlnej rovnice druhého radu

f'(@) +xf'(x) = 0.

Funkéné hodnoty odhadneme na intervale [0, 5]. Nech 29 = 0,21, ..., 2,1, 2, = 5 je n+1 ekvi-
distantnych uzlov na tomto intervale. Prvii a druht derivaciu funkcie f vo vnatornych uzloch
x1,...,T,_1 aproximujeme pomocou jej funkénych hodnoét fy,..., f, a pomocou nasledujtcich
formul:
) Jir1 — fina " fic1 = 2fi + fin :
i) R, x;) & , ie{l,...,n—1}
Py () ! { )
To nas privedie k n — 1 linedrnym rovniciam pre n + 1 neznamych funkénych hodnédt fo, ..., fa:

(i) + 2 f' (2;) =0,
Jic1t —2fi+ fin " $'fi+1 — fia
h? ! 2h

(2 — hl‘i)fi—l - 4f1 + (2 + hJIi)fi+1 =0, 1€ {1, oo, n = 1}

=0,

Zvysné dve rovnice dostaneme z okrajovych podmienok: fo = 1/2 a vzhladom k tomu, Ze
lim, o f(z) = 1, mozeme pouzit f, = 1. Staci uz len zvolit n a prislusny systém rovnic
vyriesit.

function[x]=int_exp_dif(n,a)
h=a/n;

A=-4%xeye(n+1)+2*xdiag([ones(1,n-1) 0],-1)-h*diag([h:h:(a-h) 0],-1)
+2*xdiag ([0 ones(1,n-1)],1)+h*diag([0 h:h:(a-h)],1);

A(C1,1)=1;

A(n+1l,n+1)=1;

b=zeros(n+1,1) ;
b(1,1)=1/2;
b(n+1,1)=1;

x=linsolve (A,b);
end
x=int_exp_dif (5,5);

t=linspace (0,5,6);
plot(t,x,'r-"','LineWidth',1.5)



hold on

x=int_exp_dif (10,5) ;
t=1linspace (0,5,11);
plot(t,x,'-"','Color','[0.929 0.694 0.125]"','LineWidth',1.5)

x=int_exp_dif (20,5);

t=1linspace(0,5,21);

plot(t,x,'g-"','LineWidth',1.5)
legend('n=5"','n=10"', 'n=20"', 'Location', 'southeast')
t=1linspace (0,5,100);

plot(t,erf(t/sqrt(2))/2+1/2,'b-",'DisplayName ', 'Phi(x)"',"
LineWidth' ,1.5);

1 T / T T
0.95 7

0.85 i

08 r 7

0.75 .

0.7 r 7

0.65 i

0.6 n=5 i
n=10
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Vzhladom k tomu, Ze plati

7' (t) = cos(t?), 2" (t) = —2tsin(t?),
y'(t) =sin(t?),  y"(t) = 2tcos(t?),



st funkcie z(t) a y(t) rieSenim systému dvoch linedrnych diferencidlnych rovnic druhého radu

(t) + 2ty (t)

z” 0
y'(t) — 2ta'(t) = 0.

Funkéné hodnoty odhadneme na intervale [—7,7]. Nech ¢_,,, ..., ¢, je 2n + 1 ekvidiStantnych
uzlov na tomto intervale. Prvii a druhti derivaciu funkcii x a y vo vnutornych uzloch aproxi-
mujeme rovnako ako v predoslom priklade. To nas privedie k nasledujicemu systému 4n — 2

linearnych rovnic pre 4n + 2 neznamych funkénych hodnoét z_,, ..., x, a y_p, ..., Yn:
Ti—1 — 2T + Tip1 Yi+1 — Yi-1 _ .
2 +2tiT—O, ie{-n+1,...,n—1}
Yi-1 — 2Yi + Yina Tiv1 — Tio1 .
2 —2tiT—0, ie{-n+1,...,n—1},

ktory méa po tprave tvar

Tio1 — 2 + g1 + hti(Yiyr — yio1) = 0, i€{-n+1,...,n—1}
Vi1 — 2Y; + Yir1 — hti(zip1 — xi2q) = 0, ie{-n+1,...,n—1},

Vdaka limitnym vztahom

. ™ . e
Jm wt) =g Jim y(t) =+y/3

mozeme dodefinovat zvysné Styri rovnice nasledujicim sposobom:

o T - m o m o ™
L_p = 87 LTy = 87 y—n_ 87 yn_ 8

function[x]=fresnel_num_dif(n,a)
h=a/n;

Al11=(diag([ones (1,2*n-1) 0],-1)+diag([1 -2*ones(1,2*n-1) 1])+diag
([0 omes(1,2*n-1)1,1));

A12=-hxdiag ([((-a+h):h:(a-h)) 0],-1)+hxdiag ([0 ((-a+h):h:(a-h))
1,1)5

A=[A11 A12;-A12 A11];
b=zeros (4*n+2,1) ;
b(1,1)=-sqrt(pi/8);
b(2*n+1,1)=sqrt(pi/8);
b(2*n+2,1)=-sqrt(pi/8);
b(4*n+2,1)=sqrt (pi/8) ;
x=linsolve(A,b);

end



x=fresnel_num_dif (25,7);
plot (x(1:(2*25+1) ,1) ,x((2%25+2) : (4%25+2) ,1),'r-")

hold on

x=fresnel_num_dif (50,7);

plot(x(l:(2*50+1),1),X((2*50+2):(4*50+2),1),’—',’Color','[0.929
0.694 0.125]")

x=fresnel_num_dif (1000,7) ;
plot (x(1:(2*%1000+1) ,1) ,x((2%x1000+2) : (4%x1000+2) ,1),"'g-")

legend('n=50"','n=100"', 'n=1000"', 'Location', 'northwest"')

t=linspace(-7,7,800);
plot (sqrt(pi/2)*fresnelc (sqrt(2/pi)*t),sqrt(pi/2)*fresnels(sqrt

(2/pi)*t),'b-"','DisplayName', 'Fresnel');
1.5 T T T T T
n=25
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Fresnelove integraly evidentne konverguju dost pomaly a interval [—7, 7] nie je dost Siroky na
to, aby sme v jeho krajnych bodoch mohli ako okrajové podmienky pouzif ich limitné hodnoty.
NavySe ak néds zaujima len tvar pociato¢nej casti krivky, mozeme odhadnit hodnoty Fresne-
lovych integralov v krajnych bodoch uZsieho intervalu a tie pouzit ako okrajovii podmienku.
Zameriame sa na interval [—1,1] a odhad uskuto¢nime pomocou Taylorovho rozvoja funkcii
sin(z?) a cos(z?).

Pripomernime, Ze funkcia sinus sa d4 na celom svojom definiénom obore rozvinit do svojho
Taylorovho radu:

3 5 7 e (_1)n

. T T T
Sm(:c):x—gjua_ﬁJr...:Z



Taylorov rad funkcie sin(z?) méa preto tvar

xG xlO x14 e ( 1>n
T(x) =2 — -+ 2 2 _ ) aAnt2
(@) =2 =g+ gy F 7; (2n + 1)

D4 sa ukazaft, ze v kazdom bode z € R plati T(z) = sin(z?). Integrujme:
/ sin(t?) dt = / Z t4"+2 dt = Z / LD g
0 2n—|— —~Jo (2n+1)!

B (~1) mis] o (—1)"
—;[<2n+1)!<4n+3) ]0_n20<2n+1)!<4n+3)'

Uvedeny rad je alternujuci a pre chybu aproximacie n-tym c¢iasto¢nym stuc¢tom mame horny

odhad: )
/ sin(t?) dt — s,
0

Zvolme presnost 107%, takZe potrebujeme najst n, pre ktoré plati |a, 1| < 10~*
1

(2n+3)1(4n+17)

(2n + 3)!(4n + 7) > 10*

< |(ln+1| .

<10

Zrejme prvé n, pre ktoré tato rovnost plati je n = 2. Uréme teda pribliznt hodnotu integralu:

1 2
, (—1) 11 1 13-20-11+7 -
t*) dt = =-—— = =0, 310281385
/0 sin(®) ; @nt1)dn+3) 3 42 120-11  7-120-11 ’

~ 0,31028.
Podobne by sme sa dopracovali aj k odhadu z(1) ~ 0,90452.
0.4 T T T
n=5
L n=10 i
0.3 =20
Fresnel
0.2 .
0.1 i
0r i
-0.1 .
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0.4 | ' |
-1 -0.5 0 0.5 1
Krivka (x(t),y(t)) sa pouziva pri stavbe ciest a zeleznic. ¥



