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Priklad 1. Pomocou jednoduchych populacnych modelov a metédy najmensich Stvorcov Stu-
dujte vyvoj ludskej populacie. Pouzite volne dostupné déta o velkosti populécie v priebehu
poslednych rokov.

Ozna¢me symbolom z(t) velkost Tudskej populécie v ¢ase t. Najjednoduchsi populaény model
je tzv. Malthusov model. Predpokladd, Ze rychlost rastu populécie (akéhokolvek biologického
druhu) je priamo timerna jej aktuélnej velkosti. To sa da vyjadrit nasledujtcou diferenciadlnou
rovnicou:

o' (t) = Mz (t),

kde )\ je miera rastu populacie. VSeobecné rieSenie tejto rovnice spliiajiice pociatoént pod-
mienku z(ty) = xo ma tvar

7 /- oM

(z(t)e™) =0, / /t:

z(t) = zoettt),
Aby sme presne urcili priebeh a vyvoj populécie, potrebujeme urcit nezname parametre xg a A
(to je zvoleny ¢asovy okamih). Na to moZeme pouzit metédu najmensich Stvorcov. Este pred tym
neZ zacneme, mali by sme si uvedomit, Ze funkcia x(¢) nie je linedrna v premennej A, teda nie je
vyjadrena ako linedarna kombinacia bazovych funkcii tak, aby koeficienty linearnej kombinacie
boli hladané parametre. To mozeme napravit aplikdciou logaritmu a néaslednou linearizaciou
problému:

2(t) = xge? "), /log(+)
log(z(t)) = 10g(xoek(t_t°)) = log(xo) + A(t — to)
= (log(zo) — Atg) - 14+ _ A -t.
—_— ~~

co 1

Teraz uz mdzeme pouzit linedrnu metédu najmensich §tvorcov. Bazové funkcie st ¢o(t) =

1a
¢1(t) =t a hladdme najlepsiu aproximaciu funkcie log(x(t)) spomedzi funkeii p(t) = copo(t) +
c1p1(t), teda hfaddme minimum funkcie

n

0'2(607 Cl) = Z (log(x]) — Co — Cltj)2 .

J=0

V nasledujicej tabulke st uvedené velkosti ITudskej populécie vo vybranych rokoch a ich loga-
ritmy.



ti T log(z;)

to | 3034949748 | 21,83346
t1 | 3700437046 | 22,03172
to | 4458003514 | 22,21797
t3 | 5327231061 | 22,39610
14 | 6143493823 | 22, 53866
t5 | 6956823603 | 22,66299
te | 7794798739 | 22,77672

Moézeme pocitat:

9 6
8_6002(% ) = =2 (log(x;) — ¢y — eaty) =0,
=0
P 6
8_0102<CO7 Cl) = -2 Z (lOg(QZ]) — Cy — Cltj) tj = 0.

J=0

Po tprave dostaneme lineadrny systém

6 6
1460 + (22t]> C1 = ZZIOg($]),
j=0 7=0
6 6 6
(22%) Co + (22t§> C1 = QZIOg(ZE]) . tj.
7=0 7=0 7=0

Dosadenim hodnot z tabulky dostaneme systém

14cq + 27860c, = 312, 91524,
27860co + 55447000c; = 622789, 5378.

Odcitanim 1990-nasobku prvej rovnice od druhej eliminujeme ¢y a tym padom mozeme postupne
dopoditat ¢; a ¢y a nasledne aj povodné parametre A a xg:

5600¢; = 88,2524 = c1 =\ =0,0157593
= To = M0~ 3173801 400.
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Pre parameter xy sme mohli pouzif tabulkovi hodnotu a pomocou najmensich Stvorcov
dopocditat len jeden parameter \. Avsak je zrejmé, Ze hodnoty v tabulke nie st presné rovnako,
ako je to vo vSeobecnosti so vsetkymi meranymi veli¢inami. To, Ze aj koeficient xy povazujeme
za neurcity, ndm umozni lepsie vyhladit chyby v datach.

Funkcia x(t) = zge*(t — to) by teda mala priblizne vyjadrovat velkost Iudskej populacie v
Tubovolnom case t. Je zrejmé, Ze tento model ma mnohé nedostatky, z ktorych najevidentnejsi je
dosledkom skutoc¢nosti lim;_,o, (t) = oco. To znamenad, zZe tento model predpoveda neobmedzeny
rast populécie, ¢o je nerealne. Je to spdsobené tym, ze v Malthusovom modeli sa neuvazuje o
kapacite prostredia, v ktorom populécia zije. Ako poslednii pozndmku k tomuto modelu uvedme,
Ze je pouzitelny v pripade, kedy je velkost populdcie dostatocne mald v porovnani s kapacitou
prostredia.

O nieco lepsim modelom je tzv. Verhulstova logisticka rovnica, ktorej tvar je nasledujuci:

' (t) = ra(t) ( - i}?) .

Ak x(t) je podstatne mensie ako K, potom je vyraz v zatvorke blizky 1 a rovnica je blizka
Malthusovmu modelu, teda opdt mozeme oc¢akavat exponencidlny rast. AvSak pre x(t) blizke
K je vyraz v zatvorke blizky nule. To znamend, Ze rast (zmena) populédcie bude velmi pomald.
Preto mozeme parameter K interpretovaf ako kapacitu prostredia. Pozrime sa na rieSenie tejto
rovnice.

t1 1
/ -+ du = r(t — tp),
to




. Z($0
w2 + (K — x)ert—to)’

x(t)

V tomto pripade uz nie je zrejmé, ako vyjadrit funkciu z(t) v tvare linearnej kombinacie bé-
zovych funkcii tak, aby jej koeficienty boli funkciami volnych parametrov K, 2y a r. Ni¢ ndm
vsak nebrani v tom, aby sme pouzili matlab a nelinedrnu metédu najmensich Stvorcov.

function x = logisticka(t,K,r,x0)
x = (K*x0)./(x0+(K-x0)*exp(-r*(t-1960)));

end

rok=[1960; 1970; 1980; 1990; 2000; 2010; 2020];
pop=[3034949748; 3700437046; 4458003514; 5327231061; 6143493823;
6956823603; 7794798739];

ft=fittype('logisticka(t,K,r,x0)"',"'independent','t"', " 'dependent',"’
x');

op=fitoptions('Method','NonlinearLeastSquares','Lower',[0 O 0],
StartPoint',[10000000000 0.02 3000000000], 'TolX',1le-15,"
MaxFunEvals' ,10000, 'MaxIter' ,10000, 'TolFun',le-15);

log=fit (rok,pop,ft,op);

xx=linspace (1850,2150,1000) ;

yy=feval (log,xx);

K=coeffvalues (log);

plot (rok,pop, 'r*',xx,yy, 'b-',[1850 2150],[K(1) K(1)]1,'k--")

x10°
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Podla tohto modelu je pravdepodobna kapacita nasej planéty pribizne 12 miliard Tudi.
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