Veta 1. Ak f € Cla,b] a f(a)f(b) <0, potom metdda regula falsi generuje postupnost konver-
gugicu ku koreriu funkcie f, teda predpoklad o tom, Ze v intervale [a,b] sa nachddza prdve jeden
koren funkcie f je zbytocny.

Doékaz. V prvom rade si uvedomme, ze podla Bolzanovej vety predpoklady f € Cla,b] a
f(a)f(b) < 0 implikuju existenciu aspon jedného korena & € [a,b] funkcie f. Pripomerime,
ze metéda regula falsi generuje postupnost {x,}>°, ktord je definovand nasledujicim spdso-
bom: g =a, z;1 =0b a
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kde s = s(k) < k je najvicsi index taky, ze f(xs)f(xx) < 0. Ak f(xr) # 0 pre kazdé k €
Ny, potom tento predpis korektne definuje postupnost {x,}>2,. V opa¢nom pripade ozna¢me
symbolom k ten index, pre ktory prvykrat nastala rovnost f(xy) = 0 a teda index s(k) nie
je definovany. V takom pripade je evidentne z;, koren funkcie f a postupnost {z,}°, staci
dodefinovat jednoduchym sposobom: xy,, = x, V¢ € N. KedZe takto definovana postupnost je
od istého indexu konstantna a rovna koreiiu funkcie f, je tvrdenie vety splnené. Dalej sa preto
budeme zaoberat len pripadom f(xy) # 0 pre kazdé k € Ny.

Ukéazeme si ekvivalentny popis tejto metédy. Definujme postupnosti {a,}5°, a {b,}5°,
nasledujicim sposobom: ag = a, by = b a dalej prepdokladajme, Ze boli definované prvky
ar a by pre k > 0. Zavedme pomocni postupnost {7, }°°, predpismi Ty = a, T, = b a
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pre k > 0 (overte, Ze uvedené rovnosti skutoc¢ne platia). Pomocou veli¢iny Zj o dodefinujeme
prvky agi1 a bgyq nasledujicim spdsobom:

f(ax)

g

L. flar)f(Tpe2) <O = A1 = Ay, b1 = Tit2,
2. f(Trs2)f(br) <O = 41 = Thy2, bit1 = by

Zdoraznime, Ze vyssie uvedend konstrukcia je formalnym zapisom ndm znamej geometrickej in-
terpretacie metody regula falsi. V kazdom kroku skonstruujeme priamku prechadzajicu bodmi
lag, f(ax)] a [bg, f(b)] a jej prienik Ty, o s osou x rozdeli interval [ay, bg| na dva podintervaly
[k, Tpio] & [Trre,br]. V dalsom kroku metddy si zvolime ten, v ktorého krajnych bodoch nado-
bada funkcia f opac¢né znamienka.

Ukazeme, ze sa skutocne jednd o dve ekvivalentné charakterizacie tej istej metédy. Na
to staci indukciou dokézat, Ze pre kazdé k € N plati {zg, 254y} = {ar—1,bp-1} @ Ty = .
Vzhladom k tomu, Ze x4y = 29 = a = ap = Ty a ©1 = b = by = T; tvrdenie plati pre k = 1.
Dalej predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre & > 1 a jeho platnost dokadZeme aj pre k + 1.
Indukény predpoklad {xx, sk} = {ar—1,br—1} spolu s predpismi pre vypocet hodnot 1 a
T4 implikuje, Ze o441 = Tpy1. Zostava nam overit rovnost {@j 1, Tsw41)} = {ax, br}. Mame
dve moznosti:

(ak Df Try1) < = Gk = ap_1, by =Tpp1 = Tppr a kedZe ap = ap—1 € {xp, To)}
flag)f(apr) < 0 dostavame aj = Z(t1).-

2. f(l‘k+1)f( 1) = ap = Ek—f—l = Lk+1, bk = bk:—l a ked’ée bk = bk—l - {Ik,flfs(k)}
a f(be)f(zrer) < dostéwame b, = Ty(kt1)-



Dokaz indukciou je hotovy.

Bez ohladu na znamienka hodnot f(ax) a f(bx) je posledny vyraz pre vypocet Ty, o kon-
vexnou kombindciou bodov ay a bg. Preto pre kazdé k € Ny plati [agi1,bri1] C [ak, br]. To
znamena, ze postupnost {a}72, je neklesajica a postupnost {b;}2, je nerastica a navyse
st obidve ohranicené, lebo {ax}32,, {bx}t2, C [a,b]. Existuja teda limity lim, ,.a, = @ a
lim,, o0 b, = b. Vzhladom k tomu, Ze x4 € {ag, by} pre kazdé k € Ny, staci dokazat implika-
ciu: ak a < 5, potom od istého indexu plati bud z,; = a; alebo xp; = by. Ak by totiz platilo
@ = b, potom by zrejme k tejto spolo¢nej hodnote konvergovala aj postupnost {z}72, anavyse
@ = b by bol koretiom funkcie f: Fakt, Ze pre kazdé k € Ny plati f(ay)f(bx) < 0 implikuje
limy o0 f(ag)f(br) < 0. Avsak

02> lim flak) f(b) = Jim flax) - Jim flbe) = f (lclggo %) f (’}gilo bk) = f@f(®) = f(@)?

takze f(a) = 0 a @ je koreniom funkcie f.
Venujme sa nasledujticim Specidlnym pripadom:

1. f(a), f(b) #0

(a) f(@)f(b) > 0 nie je mozné, pretoze v takom pripade by vdaka spojitosti funkcie f
pre dostato¢ne velké k£ mali rovnaké znamienka aj hodnoty f(ax) a f(by), ¢o je v
spore s faktom, Ze f(ax)f(br) < 0 pre kazdé k € Nj.
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Ked7ze vyraz medzi uvedenymi nerovnostami je spojitou funkciou premennych @ a b
(v okoli tychto hodnét), pre dostatoc¢ne velké k plati
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To by vSak znamenalo bud Ty, o = ary1 > @ alebo Tyio = by < b, ¢o v obidvoch
pripadoch vedie k sporu s monoténnostou postupnosti {a,}5°, a {b,}>2,.
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2. Préve jedna z funkéngch hodndt f(a) a f (b) je nulova, pre urcitost povedzme, ze f(a@) # 0
a f(b) = 0. Zvolme § > 0 tak, aby @ < b — §. Kedze plati
_f(a) _ B_ _f(b) —a (1)
f@—fo)  f@—fo)

a prava strana rovnosti je opit spojitou funkciou premennych @ a b (v okoli tychto hodnot),
pre dostatoc¢ne velké k plati
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Podobne ako v predoslom pripade by sa ukézalo, Ze vyssie uvedené hodnoty nemozu lezat
v intervale (b — 6,b) C (@,b), a preto plati z,.o € [b,b+ J). To v8ak znamend, Ze pre
dostatocne velké k plati x40 = bgi1 a teda postupnost {z,}5°, konverguje ku korernu
funkcie f.
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3. f(@), f(b) = 0. Pre spor predpokladajme, 7e existuje nekonecne vela indexov k s vlast-
nostou xy,1 = aj a zaroven existuje nekoneéne vela indexov k s vlastnostou g1 = by.
Uvedme v stru¢nosti myslienku, ktora sa skryva za nasledujtcimi riadkami. Na§ predpo-
klad implikuje, Ze postupnost {w,}°°, osciluje medzi hodnotami @ a b. Inymi slovami,
dojde k nekoneénému poétu skokov medzi hodnotami blizkymi @ a b. Nasim ciefom je
ukézat, ze vzdy, ked nastane tento skok, musi byt funkénd hodnota v bode x; dostato-
¢ne velkd v absolutnej hodnote. To by znamenalo, Ze existuje podpostupnost {a,, }3,
({bn, }32,) taka, ze f(a,,) - 0 (f(bn,) - 0), ¢o je v spore so spojitostou funkcie f.
KIic¢ovym argumentom bude fakt, Ze prvky x;,; st konvexnymi kombinéciami prvkov
ap—1 @ by_q.

Zvolme & > 0 tak, aby 0 < (b —@)/2. Nech {z,, }3°, je postupnost tvorena tymi z, pre
n € Ny, pre ktoré plati bud z,,; > b a zéroven x, < a, alebo x,,1 < @ a zaroven z,, > b.
Navyse predpokladajme, ze postupnost indexov {ny}7°, za¢ina tym indexom, od ktorého
plati a;, € (@—6) a b, € (b+J), pre vietky £ > ny, — 1.

Najprv si odvodme nejaké pomocné tvrdenia vyplyvajice z vlastnosti konvexnych kom-
binacii. Zvolme Iubovolne ¢, d € (0,1) také, Ze c+d=1ax € (@a—6,a) ay € (b,b+ ).
Odvodme nutnti podmienku pre to, aby platila nerovnost b < cx + dy. Kedze
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Podobne by sa dala ukéazat implikécia

cr+dy <a = d < c.

Vratme sa k nasej postupnosti {z,, }3°,. Pre kazdé k € Ny moze nastat jedna z dvoch
nasledujticich moznosti:

(a) xp, <@, Tp,41 > b. Kedze plati

_ f(a’nk*1> _ f(bnk*1>
T Tl = Fu ) Tl = F )™

podla analyzy z predoslého odstavca dostdvame nerovnost

f(a’nk_l) f(bnk—l)
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Bez ohladu na znamienka funkénych hodnét sa da odvodif nasledujica nerovnost:
|f(an—1)[ > |f (bny—1)]
(b) n, > b, T,,41 < @ Podobne ako v predoglom pripade by sa dala odvodit nerovnost

[ (@n—2) | < [ (bny1)-

Pokracujme v analyze tychto dvoch pripadov:

(a) Tn, < @, Tp,41 > b. Tento predpoklad a definicia postupnosti {n;}°, implikuje
nerovnost x,,,, > b, z,,,,+1 < a@. Podla vyssie dokdzaného platia nasledujice ne-
rovnosti:

[ (ane-0)] > [FOne-1)l s [F@npp )| < [F(brypr—1)]
Dalej ukazeme, Ze plati Apy—1 = G, ,,—1. Rovnosti

{xan xs(nk)} = {ank—b bnk—1}> {xnk+l7x3(nk+1)} = {ank+1_1’ bnk+1—1}

spolu s naSimi predpokladmi implikuji z,, = an,—1 @ Ty, ., = b
toho tiez plati x4

e —1- V dosledku
v ’ v ’ N 7 o ¥
npi1) = Ongyq—1, CO ZDAIMENA, Z€ Nam staci dokazat rovn_ost Ts(npyr) =
Tp,, teda s(ngy1) = ng. Vzhladom k tomu, Ze y,41,...,%5,,, > b, musia mat
vSetky funkéné hodnoty v tychto bodoch rovnaké znamienko. Zaroven, znamienka
funkénych hodnét v bodoch a,,—1 = @, a x,,+1 st rozne (v opa¢nom pripade by
nastal spor s priebehom metédy). V kone¢nom désledku st znamienka funkénych
hodnoét v bodoch z,, a x,, , rozne a n; je najvicsi index mensi ako ng,; s touto

vlastnostou. Dopracovali sme sa k nasledujicemu refazcu nerovnosti:

[f (bre=1)] < [f (=) < [ f (brsi=1)] -
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b) 2, > b, x,, 41 < G. Tento pripad by sa dal studovat rovnakym spdsobom ako ten
k k
predosly obdrziac nasledujtce vysledky: b,, 1 = b, , -1 a

| f(ang—1)] < [f(bng—1)] < |f(@n,,1)]-

Bez ujmy na vseobecnosti predpokladajme, ze z,, < @. Prave sme dokazali platnost
nasledujiceho retazca nerovnosti:

[f (brg-1)| < [f (@no—1) < [f (bny—1)| < [f(@ny—1)] < |f (Ong—1)| < |f(an,1)] < -

To znamena, Ze v postupnostiach { f(a,)}>2, a {f(b,)}°, sa nachadzaji podpostupnosti,
ktoré si v absolitnej hodnote zdola ohranicené hodnotou |f(b,,-1)| # 0, ¢o je v spore s
faktom f(a,) — 0 a f(b,) — 0.

O



